
Lycée La Prat’s Vendredi 3 septembre 2010
Classe de PT

Épreuve de Mathématiques 1

Correction

Exercice 1 (ESC Chambéry, ECT)
Mon considère les matrices carrées A et B définies par :

A =




3 2 2
1 3 0
−1 0 3


 et B = A− 3I3

1) a) B = A− 3I3 =




0 2 2
1 0 0
−1 0 0


, B2 =



0 0 0
0 2 2
0 −2 −2


 et B3 = 0.

b) Pour tout entier k > 3, Bk = B3Bk−3 = 0Bk−3 = 0.

2) A = 3I3 + B. Or I3 et B commutent, donc on peut écrire la formule du binôme de Newton : pour
tout entier n > 2,

An = (3I3 +B)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
3n−kIn−k3 Bk =

2∑

k=0

(
n

k

)
3n−kBk (Bk = 0 si k > 3)

= 3nI3 + n3n−1B +
n(n− 1)

2
3n−2B2 = 3n

(
I3 +

n

3
B +

n(n− 1)

18
B2

)

Si n = 0, A0 = I3, la formule est vraie ; et si n = 1, on retrouve aussi la bonne formule, puisque le
terme en n(n− 1) s’annule.

3) a) On trouve la relation de récurrence suivante : Xn+1 = AXn. La récurrence est laissée en exercice
au lecteur (mais il faut la faire ! puisqu’elle est demandée).

b) Pour tout n ∈ N,

Xn = AnX0 = 3n
(
I3 +

n

3
B +

n(n− 1)

18
B2

)
X0

Donc



un
vn
wn


 = 3n

(
X0 +

n

3
BX0 +

n(n− 1)

18
B2X0

)
= 3n




2 + 2n/3
1 + 2n/3 + n(n− 1)/9
−2n/3− n(n− 1)/9




Ainsi un = 3n(2 + 2n/3) et a pour limite +∞ ; vn = 3n(1 + 2n/3 + n(n − 1)/9) et a pour limite
+∞ ; wn = 3n(−2n/3− n(n− 1)/9) et a pour limite −∞.

Exercice 2 (Petites mines, 2008, épreuve commune, second problème)
Partie A : Études de deux fonctions

1) a) La fonction x → 1

x
est définie et continue sur R∗, donc les fonctions F et G sont définies et

continues sur R∗+ comme produit de fonction continues sur R∗+.
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Correction du DST 1

b) lim
x→0

sinx− sin 0

x− 0
= cos(0) = 1, donc F est prolongeable en 0 par F (0) = 1.

lim
x→0

cosx− cos 0

x− 0
= − sin(0) = 0, donc G est prolongeable en 0 par G(0) = 0.

2) a) Les fonctions F et G sont des produits de fonctions C∞ sur R∗+, elles sont donc C∞ sur R∗+.

F ′(x) =
cosx

x
− sinx

x2
et G′(x) =

sinx

x
+

cos(x)− 1

x2

b) F (x)− F (0) = x− x3/3! + o(x3)
x

− 1 = −x
2

6
+ o(x2) pour tout x > 0.

Donc lim
x→0

F (x)− F (0)
x

existe et vaut 0 = F ′(0).

G(x)−G(0) = 1− (1− x3/2! + o(x2)
x

=
x

2
+ o(x) pour tout x > 0.

Donc lim
x→0

G(x)−G(0)
x

existe et vaut
1

2
= G′(0).

3) a) Soit x > 0. F (x) = 0 ⇐⇒ sinx = 0 ⇐⇒ x = kπ, k ∈ N∗. Donc pour tout k ∈ N∗,
ak = kπ. C’est une suite strictement croissante.

b) De même, soit x > 0. G(x) = 0 ⇐⇒ cosx = 1 ⇐⇒ x = 2kπ k ∈ N∗. Pour tout k ∈ N∗,
bk = 2kπ = a2k, c’est une sous suite de (ak).

4) a) F est dérivable sur [ak, ak+1] (q. 2)a)), et F (ak) = F (ak+1) = 0, donc, d’après le théorème de
Rolle, il existe xk ∈]ak, ak+1[ tel que F ′(xk) = 0.

b) Pour tout x > 0, F ′(x) =
1

x2
(x cosx − sinx), et x2 > 0. Donc F ′ est de même signe que

h : x 7→ x cos(x)− sin(x) sur R∗+ . De plus F ′(x) = 0 si et seulement si h(x) = 0.

c) La fonction h est dérivable sur R et h′(x) = −x sinx, qui est non nul et de signe constant sur
]kπ, (k + 1)π[, donc h est strictement monotone sur [kπ, (k + 1)π] pour tout k ∈ N∗.

d) La fonction h est continue strictement monotone sur [kπ, (k+1)π] pour tout k ∈ N∗, donc injective
sur chacun de ces intervalles : si h s’annule sur ces intervalles, elle ne s’y annule qu’une seule fois.
De plus (q. 4)b)) xk est un zéro F ′ si et seulement s’il est un zéro de h. Ainsi il y a unicité des xk.

e) Pour tout k ∈ N∗, h(kπ) = (−1)kkπ et h(kπ + π/2) = (−1)k+1 qui ne sont pas de même
signe. Or h est continue donc elle s’annule sur l’intervalle ]ak, ak + π/2[. Ainsi l’unique zéro de h
xk ∈]ak, ak + π/2[.

f) xk > ak = kπ donc lim
k→+∞

xk = lim
k→+∞

kπ = +∞. De plus, d’après q. 4)e), xk ∈]kπ, kπ + π/2[,

donc il vient
∀k ∈ N∗ π 6 xk

k
6 π +

π

2k

Par conséquence, lim
k→+∞

xk
k

= π, ce qui signifie xk ∼+∞ kπ.

5)

Partie B : Deux fonctions définies par des intégrales

6) Soit x ∈ R. Les fonctions t 7→ f(t) cos(xt) et t→ f(t) sin(xt) sont continues comme produit de fonctions
continues, donc intégrables sur le segment [0, 1].

7) ∀x ∈ R, If (−x) =
∫ 1

0
f(t) cos(−xt) dt =

∫ 1

0
f(t) cos(xt) dt = If (x) donc If est paire.

∀x ∈ R, Jf (−x) =
∫ 1

0
f(t) sin(−xt) dt =

∫ 1

0
f(t)(− sin(xt)) dt = −Jf (x), donc Jf est impaire.

8) a) Soit x > 0. Par linéarité de l’intégrale,

If (x) + iJf (x) =

∫ 1

0
f(t)(cos(xt) + i sin(xt) dt =

∫ 1

0
f(t)eixt dt

2



Correction du DST 1

On fait une intégration par partie, f étant C 1 :

∫ 1

0
f(t)eixt dt =

[
f(t)eixt

ix

]1

0

−
∫ 1

0
f ′(t)

eixt

ix
dt =

f(1)eix − f(0)
ix

− 1

ix

∫ 1

0
f ′(t)eixt dt

b) Toute fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes. Les fonctions f et f ′ sont
continues (puisque f est C 1) donc bornées sur [0, 1].

c) Soit x > 0.

|If (x) + iJf (x)| 6
∣∣∣∣
f(1)eix − f(0)

ix

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
1

ix

∫ 1

0
f ′(t)eixt dt

∣∣∣∣

6 |f(1)eix|+ |f(0)|
|ix| +

1

|ix|

∫ 1

0
|f ′(t)||eixt| dt

6 2M

x
+

1

x

∫ 1

0
M ′ dt =

2M +M ′

x

d) lim
x→+∞

2M +M ′

x
= 0 donc lim

x→+∞
|If (x) + iJf (x)| = 0, et finalement lim

x→+∞
(If (x) + iJf (x)) = 0.

Ainsi lim
x→+∞

If (x) = <(0) = 0 et lim
x→+∞

Jf (x) = 0 par linéarité et continuité de la partie réelle et
de la partie imaginaire.

e) Par parité, lim
x→−∞

If (x) = lim
x→+∞

If (x) = 0 et lim
x→−∞

Jf (x) = − lim
x→+∞

Jf (x) = 0.

9) a) Cours.

b) Soit u ∈ R∗ fixé. On applique l’inégalité des accroissements finis sur l’intervalle [0, |u|] :

| sin(u)− sin(0)| 6 ( sup
[0,|u|]

| cos |)|u| = |u|

c) Soient x et y deux réels. En majorant | sin
(
xt+ yt

2

)
| par 1, il vient

|If (x)− If (y)| =

∣∣∣∣
∫ 1

0
f(t)(cos(xt)− cos(yt)) dt

∣∣∣∣ 6
∫ 1

0
|f(t)|

∣∣∣∣−2 sin
(
xt+ yt

2

)
sin

(
xt− yt

2

)∣∣∣∣ dt

6
∫ 1

0
|f(t)| |xt− yt| dt 6 |x− y|

∫ 1

0
t|f(t)| dt

d) La fonction If est
∫ 1

0
t|f(t)| dt-lipschitzienne sur R, donc continue.

10) La fonction f constante égale à 1 convient.

Exercice 3 (Petites mines, 2007, épreuve commune, second problème)
La correction de la question 18.c. est fausse, ne pas lire.
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A. Étude d’un mouvement dans l’espace290

1 Pour tout réel t a(t) + c(t) =
cos(t)
√
2

−
cos(t)
√
2
= 0291

Donc Le point N(t) appartient au plan P.292

2 Un point M(x, y, z) appartient à la droite D si et seulement si le point (x, y, z)293

vérifie à la fois l’équation de P et l’équation de Q. Ainsi294

M(x, y, z) ∈ P ∩Q ⇐⇒

�
x+ z = 0

x+ y + z − 3 = 0

⇐⇒

�
y = 3

z = −x

295

La droite D admet donc comme représentation paramétrique�
(x, 3,−x) x ∈ R

�
296

Une autre manière de calculer une équation paramétrique d’une droite297

en dimension 3 consiste à chercher un vecteur directeur de la droite. Lorsque298

la droite est définie comme une intersection de plans, il suffit de calculer un299

vecteur
−→
NP normal au plan P et un vecteur

−→
NQ normal au plan Q. Alors le300

vecteur −→u =
−→
NP∧

−→
NQ est un vecteur directeur de D. Enfin on détermine un301

point A de D, et une équation paramétrique de D est302

A+ t−→u303

On rappelle que le plan d’équation ax + by + cz + d = 0 admet (a, b, c)304

pour vecteur normal.305

Si un point N(t) ∈ D, alors y = 3, donc il existe un réel t tel que sin(t) = 3. Ceci est306

impossible car la fonction sinus est à valeurs dans [−1 ; 1 ], si bien que307

aucun point N(t) n’appartient à la droite D.308

3 Calculons la quantité demandée par l’énoncé, qui correspond à la norme du vec-309

teur
−→
ON(t).310

a2(t) + b2(t) + c2(t) =
cos2(t)

2
+ sin2(t) +

cos2(t)

2

= cos2(t) + sin2(t)
a2(t) + b2(t) + c2(t) = 1

311

Il vient alors que le point N(t) est sur la sphère de centre O et de rayon 1. Comme312

le point N(t) est également dans le plan vectoriel P,313

le point N(t) est sur le cercle de P, de centre O et de rayon 1.314
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4 On choisit deux points distincts A et B de la droite D. Alors la distance de la315

droite D au point N(t) est donnée par316

d(N(t),D) =
�
−→
AB ∧

−−−→
AN(t)�

AB
317

Afin de déterminer deux points de la droite D, on utilise l’équation paramétrique de318

D trouvée à la question 2. Pour A, on choisit x = 0, et pour B, x = 1, soit A(0, 3, 0)319

et B(−1, 3, 1). On en déduit que
−→
AB(−1, 0, 1), donc AB =

√
2. En outre320

−−−→
AN(t)

�
cos t
√
2

, sin t− 3,−
cos t
√
2

�

321

d’où
−→
AB ∧

−−−→
AN(t) =




−1
0
1



 ∧








cos t
√
2

sin t− 3

−
cos t
√
2







=




3− sin t
0

3− sin t




322

Finalement d(N(t),D) =
�
−→
AB ∧

−−−→
AN(t)�

AB
=

�
2(3− sin t)2

√
2

= |3− sin t|323

Rappel : Distance d’un point à une droite en dimension 3324

A B

D

d(N, D)

N C

325

On rappelle la démonstration de la formule que l’on a utilisée : on se place326

dans le plan engendré par la droite D et le point N. Étant donnés deux points327

distincts A et B de la droite D, on note C l’image de N par la translation de328

vecteur
−→
AB. Alors le quadrilatère ABCN est un parallélogramme. On calcule329

son aire de deux manières330

• d’une part, on sait que son aire est égale à �
−→
AB ∧

−→
AN�331

• d’autre part, la distance du point N à la droite D est une hauteur de332

ce parallélogramme, associée à la base [AB], donc son aire est égale à333

d×AB.334

On en déduit que d×AB = �
−→
AB ∧

−→
AN�335

soit d =
�
−→
AB ∧

−→
AN�

AB
336

La distance du point N(t) au plan Q est égale à337

d(N(t),Q) =

�
�
�
�
cos t
√
2
+ sin t−

cos t
√
2
− 3

�
�
�
�

√
12 + 12 + 12

338
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soit d(N(t),Q) =
|3− sin t|
√
3

339

Rappel : Distance d’un point à un plan340

M

M�

P
341

Étant donné un point M(x0, y0, z0) de l’espace et un plan P d’équation ax+342

by + cz + d = 0343

d(M,P) =
|ax0 + by0 + cz0 + d|

√
a2 + b2 + c2

344

En effet, si on note M�(x1, y1, z1) le projeté orthogonal de M sur P, et −→n un345

vecteur normal à P alors346

�
�
�
�
−→n ·

−−−→
MM�

�
�
�
� = �

−→n � ×MM�
347

donc, si on choisit −→n = (a, b, c), alors348

|a(x1 − x0) + b(y1 − y0) + c(z1 − z0)| =
√

a2 + b2 + c2d(M,P)349

En outre, M� ∈ P, donc ax1 + by1 + cz1 + d = 0, d’où350

d(M,P) =
|ax0 + by0 + cz0 + d|

√
a2 + b2 + c2

351

5 Pour tout réel t, nous avons352

e it + e it+ 2iπ

3 + e it− 2iπ

3 = e it
�
1 + e

2iπ

3 + e−
2iπ

3

�
= 0353

car il s’agit de la somme des racines troisièmes de l’unité. Donc354

∀t ∈ R e it + e it+ 2iπ

3 + e it− 2iπ

3 = 0355

6 En prenant la partie réelle et la partie imaginaire de l’égalité précédente, on356

obtient357

cos t+ cos

�

t+
2π

3

�

+ cos

�

t−
2π

3

�

= 0

sin t+ sin

�

t+
2π

3

�

+ sin

�

t−
2π

3

�

= 0

358
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d’où a(t) + a

�

t+
2π

3

�

+ a

�

t−
2π

3

�

= 0

b(t) + b

�

t+
2π

3

�

+ b

�

t−
2π

3

�

= 0

c(t) + c

�

t+
2π

3

�

+ c

�

t−
2π

3

�

= 0

359

On en déduit que O est l’isobarycentre des points

N(t), N

�

t+
2π

3

�

, N

�

t−
2π

3

�

.360

B. Construction d’un polynôme361

7 On a s(t) = sin t362

8 On a p(t) = −
sin t cos2 t

2

= −
sin(2t) cos t

4

p(t) = −
2 sin(2t) cos t

8

363

En utilisant la formule sin(a+ b) + sin(a− b) = 2 sina cos b, on obtient364

p(t) = −
sin(3t) + sin t

8
365

9 En utilisant les expressions respectives de a, b, c, il vient366

d(t) =
cos t sin t
√
2

−
cos2 t

2
−
cos t sin t
√
2

= −
cos2 t

2

d(t) = −
cos(2t) + 1

4

367

Par ailleurs, on a l’égalité remarquable368

(a+ b+ c)2 = a2 + b2 + c2 + 2(ab+ bc+ ac)369

Donc, d’après la question 3370

d(t) =
(a(t) + b(t) + c(t))2 −

�
a(t)2 + b(t)2 + c(t)2

�

2
=
sin2 t− 1

2
= −

cos2 t

2
371

On a ainsi obtenu de deux manières différentes372

d(t) = −
cos(2t) + 1

4
= −

cos2 t

2
373
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10.a Si t = π/2, alors a(t) = c(t) = 0. Le réel 0 est donc racine double de R, si bien374

que375

R(0) = R�(0) = 0376

10.b Les fonctions s, d et p sont les fonctions symétriques du polynôme R, donc377

R(X) = X3 − s(t)X2 + d(t)X − p(t)378

En utilisant les expressions trouvées aux questions 7, 8 et 9, il vient379

R(X) = X3 − (sin t)X2 −
1 + cos(2t)

4
X +

sin t+ sin(3t)

8
380

C. Endomorphismes à noyau imposé381

11 L’application ϕ : (x, y, z) ∈ R
3 �→ x + z ∈ R est une forme linéaire, non nulle382

car ϕ(1, 0, 1) = 2. L’ensemble P est le noyau de cette forme linéaire non nulle383

P est donc un plan vectoriel.384

12 L’ensemble Q n’est pas un plan vectoriel, car il ne contient pas le vecteur nul.385

En revanche, il s’agit de l’image réciproque de 3 par la forme linéaire ϕ : (x, y, z) ∈386

R
3 �→ x+ y + z ∈ R, si bien que387

l’ensemble Q est un plan affine.388

13 Tout d’abord, les vecteurs
−→
i� et

−→
j� sont bien dans le plan P. De plus389

�
−→
i� � =

�(1, 0,−1)�
√
2

= 1

�
−→
j� � = �(0, 1, 0)� = 1

−→
i� ·

−→
j� =

(1, 0,−1) · (0, 1, 0)
√
2

= 0

390

on en déduit que (
−→
i� ,
−→
j� ) est une base orthonormale de P.391

D’après l’équation du plan P, (1, 0, 1) est un vecteur normal à P.392

Le vecteur
−→
k� est colinéaire à ce vecteur, il est donc aussi normal au plan P.393

De plus, ce vecteur est normé. Résumons : on a deux espaces en somme directe394

orthogonale, P et R
−→
k� , et une base orthonormale pour chacun de ces sous-espaces395

vectoriels. En concaténant ces bases, on obtient une base orthonormale de R
3, ainsi396

(
−→
i� ,
−→
j� ,
−→
k� ) est une base orthonormale de R

3.397

14 D’après la question précédente, (
−→
i� ,
−→
j� ,
−→
k� ) est une base de l’espace. Pour tout398

vecteur −→e , il existe donc trois réels λi, λj et λk tels que399
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−→e = λi

−→
i� + λj

−→
j� + λk

−→
k�400

Dans cette égalité, on multiplie scalairement chaque membre par
−→
i� , pour obtenir401

−→e ·
−→
i� = λi

−→
i� ·

−→
i� + λj

−→
j� ·

−→
i� + λk

−→
k� ·

−→
i� = λi402

car la base (
−→
i� ,
−→
j� ,
−→
k� ) est une base orthonormée. Ainsi, λi =

−→e ·
−→
i� . On montre de403

même que λj =
−→e ·

−→
j� et λk =

−→e ·
−→
k� . Finalement404

−→e = (−→e ·
−→
i� )
−→
i� + (−→e ·

−→
j� )
−→
j� + (−→e ·

−→
k� )
−→
k�405

15.a En utilisant la question précédente, on a406

u
�
−→e

�
= u

�

(−→e ·
−→
i� )
−→
i� + (−→e ·

−→
j� )
−→
j� + (−→e ·

−→
k� )
−→
k�

�

= (−→e ·
−→
i� )u

�
−→
i�

�

+ (−→e ·
−→
j� )u

�
−→
j�

�

+ (−→e ·
−→
k� )u

�
−→
k�

�

= (−→e ·
−→
k� )u

�
−→
k�

�

car
−→
i� ,
−→
j� ∈ Ker (u)

u
�
−→e

�
= (−→e ·

−→
k� )−→z en posant −→z = u

�
−→
k�

�

407

On a montré que408

il existe −→z ∈ E tel que pour tout −→e ∈ E, u
�
−→e

�
= (−→e ·

−→
k� )−→z .409

15.b Montrons d’abord que pour un vecteur −→z donné, u : −→e �→

�
−→e ·

−→
k�

�
−→z est410

linéaire. Pour tout λ ∈ R et pour tout vecteur −→e ,
−→
e� ∈ E411

u(−→e ) =

��

λ−→e +
−→
e�

�

·
−→
k�

�
−→z

=

�

λ−→e ·
−→
k�

�
−→z +

�
−→e ·

−→
k�

�
−→z

u(−→e ) = λ

�
−→e ·

−→
k�

�
−→z +

�
−→e ·

−→
k�

�
−→z

412

où on a utilisé la linéarité du produit scalaire. Montrons à présent que P ⊂ Ker (u).413

Comme

�
−→
i� ,
−→
j� ,
−→
k�

�

est une base orthonormée,414

−→
i� ·

−→
k� =

−→
j� ·

−→
k� = 0415

Ceci prouve qu’une base de P est incluse dans Ker (u). On en déduit que P ⊂ Ker (u),416

ainsi417

Une application donnée par −→e �→

�
−→e ·

−→
k�

�
−→z est

un endomorphisme de E tel que P ⊂ Ker (u).

418
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Prenez bien garde à tous les termes de la question : on ne peut pas ici se419

contenter de vérifier que P est inclus dans le noyau de Ker (u). Il est indis-420

pensable de montrer en premier lieu que l’application proposée est linéaire.421

15.c Comme P ⊂ Ker (u), ces deux espaces vectoriels sont égaux, si et seulement422

si ils ont la même dimension. D’après le théorème du rang,423

dimE = 3 = dimKer (u) + rg (u)424

donc comme dimP = 2, on a P = Ker (u) si et seulement si rg (u) = 1. Or d’après la425

question 15.a, l’image de u est dirigée par −→z . Il vient alors426

P = Ker (u) si et seulement si −→z �=
−→
0 .427

D. Matrices de projecteur428

16 Les colonnes de la matrice de M� dans la base B� sont les images des vecteurs429

de B� dans la base B�. Comme
−→
i� ∈ P, on a p

�
−→
i�

�

=
−→
i� . De même, p

�
−→
j�

�

=
−→
j� .430

Comme
−→
k� est un vecteur normal à P, p

�
−→
k�

�

=
−→
0 . On en déduit que431

M� est la matrice de p dans la base B�.432

17 La matrice de passage de B à B� est la matrice dont les colonnes sont les coor-433

données des vecteurs de B� exprimés dans la base B. Donc d’après la définition de la434

base B� de la question 13,435

P = PB→B� =








1
√
2

0
1
√
2

0 1 0

−
1
√
2

0
1
√
2








436

La matrice de passage de B� à B est l’inverse de la matrice de passage de B à B�.437

Comme les deux bases, B et B� sont orthonormales, PB→B� est une matrice orthogo-438

nale. Par suite, son inverse est égale à sa transposée, d’où439

P−1 = PB�→B =








1
√
2

0 −
1
√
2

0 1 0
1
√
2

0
1
√
2








440

18.a La matrice M étant la matrice d’une projection441

M2 = M442

18.b Raisonnons par récurrence. Notons443

P(n) : (M + I)n = I + (2n − 1)M444

et montrons que P(n) est vraie pour tout n ∈ N.445
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• P(0) Par convention, (M + I)0 = I, d’une part. D’autre part446

I + (20 − 1)M = I447

et on en déduit que P(0) est vraie.448

• P(n) =⇒ P(n+ 1) On suppose que P(n) est vraie. Alors449

(M + I)n = I + (2n − 1)M450

On en déduit que451

(M + I)n+1 = (M + I)× (M + I)n

= (M + I) (I + (2n − 1)M)
= M+ (2n − 1)M2 + I + (2n − 1)M
= M+ (2n − 1)M+ I + (2n − 1)M car M2 = M

(M+ I)n+1 = I + (2n+1 − 1)M

452

donc P(n+ 1) est vraie.453

• Conclusion :454

∀n ∈ N (M + I)n = I + (2n − 1)M455

Deuxième méthode456

Il existe une méthode constructive ne nécessitant pas de récurrence, mais457

faisant appel au concept de polynôme de matrice, qui n’est pas au programme458

de première année. On effectue la division euclidienne du polynôme (X+1)n459

par le polynôme X2 − X (le choix de ce polynôme est dicté par le fait que460

M2 −M = 0) :461

(X + 1)n = Qn(X)(X
2 −X) + Rn(X) (1)462

avec deg Rn � 1. D’après le degré de Rn, il existe deux réels αn et βn tels463

que Rn(X) = αnX+βn. En évaluant (1) en X = 0, puis en X = 1, on obtient464

βn = 1 et αn = 2
n − 1. On remplace X par M dans (1), pour trouver465

(M + I)n = I + (2n − 1)M466

car M2 −M = 0.467

Troisième méthode468

Comme les matrices M et I commutent, on peut appliquer la formule du469

binôme de Newton470

(M + I)n =
n�

k=0

Ck
nM

k
471

comme Mk = M pour k � 1, il vient472

(M + I)n = I +
n�

k=1

Ck
nM473

Enfin, on sait que

n�

k=1

Ck
n =

�
n�

k=0

Ck
n

�

− 1 = 2n − 1474

d’où le résultat demandé.475
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On a vu qu’il y a ici plusieurs méthodes, plus ou moins astucieuses, et plus476

ou moins longues. Remarquons quand même que la plupart des questions477

contenant l’expression « Démontrer que pour tout n ∈ N » peuvent se traiter478

par récurrence.479

18.c On sait que M = P−1
B→B�M�PB→B� = P−1M�P480

On effectue donc les calculs481

P−1M� =








1
√
2

0 0

0 1 0
1
√
2

0 0








482

puis








1
√
2

0 0

0 1 0
1
√
2

0 0







P =







1

2
0

1

2
0 1 0
1

2
0

1

2





483

Finalement M =







1

2
0

1

2
0 1 0
1

2
0

1

2





484

19.a Pour montrer que M est un espace vectoriel, on va montrer que c’est un sous-485

espace vectoriel de M3(R). Tout d’abord, M est non vide, car il contient l’élément486

neutre : 03 = M0,0. De plus, soient λ, µ ∈ R, et Ma,b,Ma�,b� deux éléments de M .487

Alors488

λMa,b + µMa�,b� = λ (aM+ bI) + µ (a�M+ b�I)
= λaM+ λbI + µa�M+ µb�I
= (λa+ µa�)M + (λb + µb�)I

λMa,b + µMa�,b� = Mλa+µa�,λb+µb�

489

Donc M est un R-espace vectoriel.490

D’après sa définition M est engendré par I et M. L’espace vectoriel M est donc de491

dimension inférieure à 2. Montrons que cette famille est libre. Soient λ, µ tels que492

λI + µM = 03493

Supposons que (λ, µ) �= (0, 0). Alors ni λ, ni µ n’est nul, car dans ce cas, soit M, soit I494

serait nul. On en déduit que I et M sont proportionnels. Mais ceci est impossible, car495

ces deux matrices sont de rangs différents. On en déduit que (I,M) est une famille496

libre de M . Comme cette famille est libre, et génératrice, c’est une base. Ainsi497

M est de dimension 2, et admet pour base (I,M).498

19.b On a aM+ bI = aP−1M�P + bI
= aP−1M�P + bP−1P

aM+ bI = P−1 (aM� + bI) P

499
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par ailleurs det (aM� + bI) =

�
�
�
�
�
�

a+ b 0 0
0 a+ b 0
0 0 b

�
�
�
�
�
�
= (a+ b)2b500

Les matrices aM� + bI et aM+ bI étant semblables, il vient501

det (aM+ bI) = (a+ b)2 b502

Comme une matrice est inversible si et seulement si son déterminant est non nul, il503

vient504

aM+ bI est inversible, si et seulement si b �= 0 et a �= −b.505

19.c Calculons le produit Ma,b ×Mc,d506

Ma,b ×Mc,d = (aM+ bI)(cM+ dI)
= acM2 + adM+ bcM+ bdI
= acM+ adM+ bcM+ bdI car M2 = M

Ma,b ×Mc,d = (ac+ ad+ bc)M + bdI

507

Ainsi, le produit Ma,b ×Mc,d est bien de la forme Me,f , avec508

e= ac+ ad+ bc
f = bd

509

19.d Si Ma,b est inversible, alors b �= 0 et a �= −b, d’après la question 19.a.510

• Analyse supposons que Ma,b admette un inverse dans M : il existe alors c, d511

tels que Ma,b ×Mc,d = I. D’après la question précédente, on obtient512

�
0= ac+ ad+ bc
1= bd

513

Comme b �= 0 et a+ b �= 0, il vient514






d =
1

b
c(a+ b) +

a

b
= 0

d’où






d=
1

b
c=−

a

b(a+ b)

515

• Synthèse pour Ma,b ∈ M , inversible, on a b �= 0 et a+ b �= 0 et516

Ma,b ×

�

−
a

b(a+ b)
M +

1

b
I

�

= I

et

�

−
a

b(a+ b)
M +

1

b
I

�

×Ma,b = I

517

Finalement si Ma,b est inversible, alors M
−1
a,b =

�

−
a

b(a+ b)
M +

1

b
I

�

518


