Corrections : Espaces vectoriels normés

1 Normes

Exercice 2 (Normes)

Pour la structure d’espace vectoriel, K™ et M (K) sont identiques — peu importe comment on écrit les
coefficients sur la feuille de papier.

Avec I = [1,n]? et A = (a;;) € E,

1A= >_ lail 1A=

(3,9)€l

2

> aiy [Alloc = sup |ail

(ij)el .)€l

Exercice 4 (Matrices)

E = #4,(K) et ||[A|| = sup Z |a;

1<z<nj:1

1<i<n

1) e Soit Ac Fet A€ K. Ona ||M] = sup (W Z ’ai,j|)'
j=1

Or, d’apres le cours, si k = [A| e Ry et & = {Z la; ;| | i€ [[1,71]]} C R non vide,
j=1

sup(ké&’) = ksup(&)

Dong, ici,

[AA] = [AT[lAT

e Soit A,B€ E.
On peut aussi poser o; = (a;;); € K" et utiliser les propriétés de la norme 1 puis de la norme infinie
de z = (|laa]1,- -, ||an]l1) pour prouver les propriétés précédentes.
2) Vérifier
VA, B € 4, (K), || AB|| < [ All|B]|

Exercice 6

Pour la norme : vérifier que la norme est bien définie (suites & support fini).
1
Puis vérifier les 3 propriétés, sur le modele de la norme 1. On vérifie que 1
n

et (n+ 1) sont non nuls pour
tout n € N, sinon la séparation (N(xz) = 0 = = = 0) n’est pas vérifiée.

1) Pour tout n € N N(X”)—ji):O Okn__ 1
’ _k:0k+1_n+1 n—++0c0

2) Pour tout n € N, N(X")=n+1 — +00. Donc (X")nen est non borné.
n—-+0oo

0. Ainsi, lim X" =0.
n—+00

Ainsi, (X")pen diverge : lim X" n’existe pasﬂ
n—-+00
3) La famille Z = (1, X,..., X% X4 _p X" - P,...) est de degré échelonnée dans R[X]. Donc
elle est libre.
De plus, les n + 1 premiers vecteurs sont dans R, [X] de dimension n + 1, donc forment une base de
cet espace. En particulier, ils engendrent R,,[X]. Donc Vect (%) = R[X], par double inclusion.

Ainsi, Z est une base de R[X].

—+00
Notons & = (e;)ien. Pour tout Q = Z aper, on définit
k=0
+o00 ’a ’
— n
o= %

1. Pas de notion simple de limite infinie dans un espace vectoriel normé.
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2

Exe
Soit

1)

2)

3)

Comme (e;) est de degrés échelonnés, (ay) est & support fini (ax = 0 pour k£ > deg Q) et ||Q|| est bien
définie.
La norme ||.|| est la méme que la premiére norme de la question 1, & un changement de base pres, donc
c’est bien une norme.
De plus, pour tout n > d = deg P, X" — P = e,, donc

1

X" = Pl = llen]| = —— ——
n+1 n—otoo

Donc lim X" — P =0 puis

n——+oo

‘ La suite (X"),, converge vers P pour la norme ||.|| ‘

Parties : ouverts, fermés, densité, convexité

rcice 7 (Espace de fonctions)
E le R-espace vectoriel des fonctions continues bornées de R dans R, muni de ||.||oo-
F={feE|VzeR, f(z)>0}=/[)¢; (Ry) estfermé: cf TD.
z€R
Preuve directe : Soit (f,) € F qui converge vers f € E pour |.]|so, ¢’est-a-dire uniformément. La
convergence uniforme entraine la convergence simple : Vz € R, f(z) = HEIEOO fn(x) 2 0. Donc f € E.

Donc, par caractérisation séquentielle, F' est fermé.

Supposons que G est ouvert. Notations du cours : pour tout x € G, il existe r > 0 tel que B(x,r) C G.
L’inclusion s’écrit : pour tout y € B(xz,r), y € G.

Avec les notations de lexercice : pour tout f € G, il existe v > 0 tel que, pour tout g € B(x,r), g € G.

Et g € B(x,r) signifie ||g — flloo < 7. On peut aussi poser g = f + h.

Soit f =exp € G. Soit r > 0 et h(x) = —r/2 la fonction constante. Alors ||h||ec = 7/2 < 7 donc

g=f+heB(fr)

Or g(x) = €* —1/2 < 0 pour z assez grand (précisément = > In(r/2)), donc g ¢ G, et B(f,r) n’est
pas incluse dans G. Donc f = exp est a la fronticre de G.

Ainsi, G={f € E|Vx € R, f(x)> 0} n’est pas ouvert.

Il faut vérifier que ||.||, est bien définie (car f¢ bornée), et les 3 hypotheses. Seule la séparation donne
une condition nécessaire et suffisante.

On note A C R I'ensemble des points ot s’annule ¢ (4 = ¢~ 1(0)). Si A est I'intérieur de A, la condition
nécessaire et suffisante est

.||, est une norme sur E si et seulement si A = 0

On vérifie que ||.||, vérifie toujours les hypotheses 2 et 3 définissant une norme. Puis :
Par contraposition. Si A # (), on considére ]a, b[C A une boule ouverte incluse dans A. Soit f une
fonction non nulle sur ]a, b[, et nulle sur le reste de R (par exemple affine par morceaux).

Alors || f||, = 0 alors que f # 0, et ||.||, n’est pas une norme.
Si A= (), tout point x € A ’écrit comme z = lim z, avec x, € R\ A.

n—-+oo

Soit f € E telle que || f]|, = 0 : alors f(t) = 0 pour tout ¢t € R\A. Et la continuité de f nous
donne f(z) = lirJIr1 f(xzn) =0en tout z € A, donc f = 0. Dot ||.||, est une norme.
n—-—+0oo

Montrons que ||.||,, est une norme équivalente & |.||o si et seulement si A =0 et 1/¢ bornée.

Pour tout 2 € R, [f(2)p(x)] < lllloolf(2)] < l[#lloc|[ flloo- Ainsi, [[fllo < Cllf oo
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Supposons A = () et 1/ non bornée. Soit (x,,) € RY telle que, pour tout n € N, [1/¢(2,)| > 2n.

Soit n € N* fixé.
Vn €N, lp(zn)| < 1/(2n)

Comme |p| est continue, il existe 7, > 0 tels que Vt € I, =]z, — T, Tn, + 10, |p(zn)] < 1/n.

Soit f, € E une fonction continue nulle hors de I, et telle que f(z,) = 1 et || fn]loc = 1 (par
exemple affine par morceaux).

Alors || fnll, < 1/n donc (fy) converge vers la fonction nulle pour ||.||.

Mais || fn|lco = 1 ne tend pas vers 0 : (fy,) ne converge pas vers la fonction nulle pour ||.||oc-
Ainsi, si 1/¢ est non bornée, les normes ne sont pas équivalentes. Si A # (), on prend une suite
() sur le méme modele qui tend vers £ € A.

Réciproquement, si A = () et 1/p est bornée, un raisonnement identique & ci-dessus nous donne

[flloo < 11/ lloc | £l

Exercice 8 (Espace de fonctions)
Soit E = ¢°([0,1,R) et F={f € E | f(1) =1}.

1)

2)

La convergence uniforme (pour ||.||o) entraine la convergence simple : si (f,,) tends vers f, alors pour
tout € [0, 1] (en particulier pour x = 1), (fn(z)) tend vers f(x).

1
Considérons f,(x) = 2" pour n € N. Alors || f,|i1 = —— —— 0, donc (f,,) tend vers la fonction

n+1 n—o+oo
nulle f =0. Or f,(1) =1, et f(0) =0#1.
En particulier, la convergence pour ||.||1 n’entraine pas la convergence simple.
De plus, (f,) n’a pas de limite pour ||.|| (sa limite serait la méme que celle de la convergence simple,
qui n’est pas continue).
Donc (f,,) converge pour |||, et diverge pour ||.||o : les normes ne peuvent pas étre équivalentes.

Exercice 9 (Densité)
Soit E = (Y(R) = {(u,) € RY | Z |up| converge}, muni de ||.||;. et F' 'ensemble des suites & support fini.

1)

2)

+oo
e FFC E car Z |uy,| est en fait une somme finie.
n=0
o Opn € F.
e Soit A € Ret u,v € E. Soit ny,n, € N tels que u,, = 0 pour tout n > n, et de méme pour v.
Alors, pour tout n > max(ny,n,), Au, + v, = 0. Donc Au+v € F.
Donc F' est un sous-espace vectoriel de FE.

Montrons que F' = E par double inclusion. Nous avons F' C E. Montrons que E C F.

Soit u € E. Construisons (z,,) € F" telle que lim z, = u.
n——+00

Pour tout n € N, posons x,, = (ug, ..., un,0,...), c’est-a-dire zp, ), = ug si k <n, xp =0si k > n.
Alors [u — xp]x = 0si k < n, et [u— x| = ug si k> n.
—+00

Donc ||lu—xy|1 = Z |ug| est le reste d’ordre n de la série convergente Z [tn] : ngrfoo lu—ax,]1 = 0.
k=n+1
Ainsi, lim x, =u. Donc u € F.

n—-+4oo
Conclusion : F' = FE.

Exercice 11 (Quelques résultats généraux)
Soit E muni de ||.|| un espace vectoriel normé.

1)

Supposons que F # (). Montrons que F' = E par double inclusion : F C F, il reste & montrer £ C F.
Soit a € F', comme F' est un ouvert, il existe r > 0 tel que B(a,r) C FCF.

L’idée est de déplacer cette boule en 0, puis, comme le sous-espace vectoriel est stable par produit par
A, montrer que tout élément de E est dans F.

Comme a € F, B(0,r) = —a+ B(a,r) = {—a+2z | |Jlr —a| < r} C F. Comme F est stable par
produit par un scalaire A, en multipliant les éléments de B(0,r) par 1/r on montre que B(0,1) C F.
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Soit z € E, x # 0. Alors y = — X W € B(0,1) C F. Donc, avec A =2||z||, \y =z € F.
Ainsi, E C F. En conclusion, F E.

2)[=] Supposons z € F. Alors d(z, F) = inf7 |z —y| =0.
ye

Supposons d(z, F') = 0. Alors, par définition de la borne inférieure, pour tout n € N, il existe
Yn € F tel que ||z — y,|| < 1/n. Par majoration, la suite (y,,) € FN converge donc vers .

Ainsi, x € F = F car F fermé.
En conclusion, = € F' < d(z,F) = 0.
Montrons que tout ouvert de E est réunion dénombrable de fermés.
Soit A C Eet f : E — R définie par f(z) = d(z, A). La fonction f est 1-lipschitzienne : soit z1, x5 € E?,

Vy € A, d(z1,A) < [|lv1 — 22 + 22 — yl| < |21 — 22| + |72 — Y|

Donc, en passant a la borne inférieure pour y € A, d(z1, A) < ||z1 — 22| + d(z2, A).

Ainsi, |d(z1, A) — d(z2, A)| < ||z1 — x2||, la valeur absolue étant obtenue par symétrie des roles joués
par x1 et xo. Par conséquent, f est lipschitzienne, donc continue sur FE.

Soit  C E un ouvert. D’apres ci-dessus, F' = E\QQ = {x € E | d(z, F) = 0} car F fermé, donc

Q={zeFE|dxF)>0}= 10+

Posons F,, = {z € E | d(z,F) > 1/n} = f~Y([1/n, +oc[), qui est fermé comme image réciproque d'un
fermé par une application continue.
De plus, UpenFrn, = € par double inclusion, donc €2 est réunion dénombrable de fermés.

3) Fait en TD.
Exercice 12 (Convexité)
Parmi les ensembles suivants, préciser, en justifiant, lesquels sont convexes.

1) Pas convexe :sir > 0,0 ¢ S(0,7), mais pourtant 1/2(z+ (—x)) € S(0,1) par convexité : c’est absurde.
(Chercher avec un dessin dans R?, y compris pour ||.||s)

2) TD.
3) Utiliser la caractérisation la plus « compatible » avec tA + (1 —t)B.

4) Rien : écrire la définition, traduire dans les notations de 'exercice, traduire « bistochastique »... et
c’est terminé en quelques lignes.

5) A : TD. Pour A, faire un dessin, caractérisation d’un ouvert, et prendre r = min(ry, 7).

3 Fonctions continues et applications

Exercice 14 (Matrice stochastiques)
n

1) Soit M = (ai;) et X = (x;), alors M X = (Z a;jx;); et pour tout ¢ € [1,n],
j=1

n

n n n
D agzi| <Y laizg] = ailzi] < aill X o = [1X o

j=1 j=1 j=1 j=1

Bien utiliser a;; > 0.

2) Soit A € Sp(M) et X un vecteur propre associé : M X = AX. L’inégalité ci-dessus donne |A| < 1, car

[ X[loo > 0.

De plus, avec X le vecteur colonne n’ayant que des 1, M X = X donc 1 € Sp(M). Ainsi, p(M) =
sup |A=1.

AESp (M)

3) Se placer dans une base de diagonalisation de D et étudier la forme de N dans cette base, sachant que
1 est une valeur propre simple.
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On pourra faire le lien avec ’exercice de probabilité sur les chaines de Markov.

Exercice 18 (Continuité)
Début : TD.
3) Le TBA donne 'existence du max et du min. f > 0 et f(0,0) = 0 donc le minimum est 0.

Pour le max : par symétrie des roles joués par x et y, {na}%f = mj@xf onT = {(x,y) €[0,1% | z <y}
0,1

La recherche des points critiques donne (0,1) ¢ 7. Donc le maximum est atteint forcément au bord :
trois segments & étudier. f(0,y) = f(x,1) = 0, donc il reste a étudier g(z) = f(z,z) = z(1 — x),
maximum atteint en z = 1/2 de valeur 1/4.

Exercice 19 (Suites)

1) Soit z et y deux points fixes de f. Alors N(z —y) = N(f(z) — f(y)) < kN(x —y). Si N(x —y) > 0, alors
k <1 donne kN (x —y) < N(z —y), ce qui est impossible. Donc N(z —y) = 0, donc z = y, d’ou 'unicité
de (I’éventuel) point fixe de f.

2a) Soit n € N, alors N(upt1 —£) = N(f(un) — f(£)) < kN(uy, — y). On fait donc une récurrence sur n.
Initialisation : pour n = 0, N(ug —£) < kN (up — £) est vrai car K = 1.

Hérédité : Si N(u, —¢) < k"N(ug—£), alors N(upi1—£) < kN(up —y) < k"M N(ug —£). D’ott Phérédité.
2b) 0 < k < 1 donne k" — 0, et donc par le théoreme d’encadrement (car 0 < N(u, — ¥)), on a

n—+oo
N(up, — ) ST 0, autrement dit la suite (u,) converge vers /.

Exercice 20 (Continuité)

2+ y2 < 222 + y2 < 2(362 + y2) donc on peut minorer ou majorer par une fonction qui se simplifie bien.
Ici, on est dans le cas ou f n’est pas continue, il suffit de regarder f(x,0) et f(z,x), sans méme utiliser une
inégalité.

Exercice 21 (Continuité)

Respectivement : 0, polaire; non, (z,z) et (x,0); cours.

Exercice 22 (Fermés bornés)
Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé de dimension finie
1) Soit f: E — R définie par f(z) = ||u(z)||. Rappel : S(0,1) ={z € E | ||z| =1}
Nous cherchons donc & montrer que sup |lu(x)|| = sup f(x) € R et est atteinte.
[|z||=1 z€S5(0,1)
L’application u est linéaire sur £ de dimension finie, donc continue. Et, comme la norme est continue,
par composition f est continue.
De plus, A = S(0,1) est fermé, borné, donc, d’apres le théoreme des bornes atteintes, f est bornée et
atteint ses bornes sur A. Pour le maximum, cela s’écrit : il existe zp € S(0,1) tel que f(xo) = sugf(x).
C’est-a-dire ||u(xo)| = |sup l|u(z)]]. -
z||=1
2) L’ensemble {||x — y|| | y € F'} est non vide, donc la borne inférieure d(zx, F') est finie.
Soit yg € F. Par définition de la borne inférieure, r = ||z — yo|| > d(z, F).
Soit K = F'N B(z,r).
Siye Fety¢ K, alors ||z —y|| >r > d(z, F). Donc inf ||z —y| = inf ||z —y]|.
yeF yekK

De plus, K est un fermé comme intersection de fermé (F' sous-espace vectoriel en dimension finie) et
borné car inclus dans B(z, ), non vide car yy € K.

Et f: K — R définie par f(y) = ||z — y|| est continue comme composée d’application continues.
Ainsi, par le théoréeme des bornes atteintes, f est bornée et atteint ses bornes : il existe y € K C F
tel que ||z — y|| = d(=, F).

Application : Soit E = %°([a,b], R) muni de ||.]|so-

Soit Fy, = {t € [a,b] — P(t) | P € R,[X]} C FE et E' = Vect (f, F,,). Alors E’ est de dimension finie.
Donc on peut appliquer le résultat précédent : il existe Q € F,, tel que ||f — Qoo = Pléllgn 1P = flloo-

3) K fermé borné et f : K — R continue : d’apres le théoréeme des bornes atteintes, f est bornée et
atteint ses bornes. Soit z¢ et 1 € K tels que Va € K, f(zo) < f(z) < f(z1).
Posons a = f(zg) > 0, alors Vx € K, f(z) > a.
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4 Et quelques exercices bonus pour celles et ceux arrivées jusqu’ici

Lectrice, lecteur, sache que ces exercices ne serviront pas directement pour les concours section PC, ou il y
a peu de topologie. C’est pur loisir.

Exercice 23

Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie, et u € Z(E). Soit (Py(u)) € Z(E)Y une suite
convergente, avec P, € K[X]. Montrer que sa limite est un polynéme en u, et qu’il est de degré strictement
plus petit que n = dim F.

Solution.5oit F' = Klu| = {P(u) | P ¢ K[X]}.
F est I'image de ¢ : P — P(u) linéaire, donc un sous-espace vectoriel.
Comme FE est de dimension finie, .Z(F) aussi, et F' est donc fermé.
Ainsi, lim P,(u) € F, donc est un polynome en u.

n—+00 ' ’

Degré : Soit @ € K[X] tel que A = hlle'l P, (u). D’apres Cayley-Hamilton, x,(u) = 0.
n—-+0oo
En effectuant la division euclidienne A = x,@Q + R, R(u) = A(u) et deg(R) < n. O

Exercice 24 o
Soit £ = R? normé, et A ¢ E. Construire A tel que fel, A, fl, _etc. soient aussi distincts que possible.
Déterminer & quelle étape ils ne sont plus distincts. Idem pour A, fl, etc.

Solution. (]
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