Lycée St Joseph Pour le jeudi 16 janvier 2025
Classe de PC

Devoir de Mathématiques numéro 4

Correction

Exercice 1 (Schmidt)

L’ordre des vecteurs est important dans une base. Et la méthode de Schmidt ne donne pas le méme résultat
selon ’ordre.

Notons (e1, e, e3) les vecteurs de la base de départ, (vq,vs,v3) la famille orthogonale, et (e}, €5, €4) la base
orthonormée finale.

1) Base ((1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)) :
e Posons v; = e;.
Normons : ||v1]|? =14+ 1+1=3. D’ou

’ V1 1 1
€1

= = 1
fall = V3 |}

e Posons vo = eg — X101 tel que vo L v; pour tout ¢ < 2.
C’est-a-dire vy L v1 : (vg,v1) = 0= (e — \o1v1,v1)

= (e, v1) — A21(v1,01)

Donc o1 = <€2’U;>
vl
1 1
(1] (1]
0 1
N 3
_2
3
. Do 1y !
Ainsi, v9 =es — A1 = | 1] — = |1 :§ 1
0 1 -2

Normons : 3vs est colinéaire & vo, et dans la méme direction. Au moment de normer, on trouvera
le méme e}, : évitons les fractions. On pourrait d’ailleurs remplacer vy par 3vy pour la suite de
I’exercice.

1
Il 1 |IP=1+1+4=6, donc

-2
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e Soit A31, A3zo € R tels que

V3 = e3 — A31v1 —

A3202

On veut vz L vy : On veut vz L vy :
(v3,v1) = 0 = (e3 — A31v1 — A3202, V1) (v3,v2) = 0 = (e3 — Az1v1 —
= (e3,v1) — Az1(v1,v1) +0
Donc A3 = <€3,U;> Donc A3g = {es, v
o1 [[v2]|?
1 1 1 1
(qof, 1) (qoj.{rp
0 1 5 0 -2
3 B 6
- 1 B 1
3 1 1 2
Ainsi, v3 = eg — §U1 — 67)2
(o] 13} -1y
o/ 3\1) 0\l
6—2—-1 1 3 1 1
= — —2-1 == 6 -3 = 5 —1
—242 0 0
1
Normons : || | =1 | |* =2, et
0
eh = L 11
p=— |-
V2 g
Conclusion : la base orthonormée cherchée est
P B I o B
Gl Vel L vl
2) Base ((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)) : Changeons de méthode :
Ou py. est la projection orthogonale sur Fy, = Vect (eq,. .., ex) = Vect (e}, ..., e}).
Comme (€], ..., e)) est une base orthonormée de F,
k
Ve e E, pr(z) =) (z,€)e]
i=1

e v1 = e1 — 0 et, comme vy est de norme 1,

1 1 1 1
o pi(ez) = (ez,e)ef = (| 1],[0])]0 0
0 0 0 0
1 1 0
Donc vy =e2 —pi(e2) = 1] — |0 1|. Comme vo est de norme 1,
0 0 0
6'2 = 1
0

3202, U2)

{
§ ’U2> +0—)\32<1}2,1}2>

Pour tout k € [1,3], vy = ex — pr—1(ex).
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o pa(e3) = (e3,ey)e] + (e3,ep)en

1 1 1 1 0 0
= 1|, oo+ 1],
1 0 0 1 0 0
1
=11
0
1 1 0
Donc vg =e3 —pa(es) =1 —|[1|=]0], puis
1 1
0
e5 =10
1

Conclusion : la base orthonormée cherchée est la base canonique de R3.

Exercice 2 (Une famille de polynémes : Polynomes de Laguerre)
1) Cf DL2, exercice 3, question 1.

400
Soit n € N. Notons I,, = / thet dt.
0

La fonction f :t +— t"e~t est continue par morceaux sur Ry car composée de fonctions continues sur
Ry.
De plus tliin t2t"e~t = 0 par croissance comparée donc,

—+00

0 =0(2)

+oo 1
Or / o) dt converge (intégrales de Riemann o = 2 > 1), donc
1

‘ I,,(x) converge ‘

Montrons que la propriété :
H(n): I(z)=n!
est vraie pour tout n > 0.

o Ho:
Iy(x) = {—e_t} ;_OO =1=0!

Donc Hy est vraie.
o M, = Hyu41 : Supposons H(n) vraie. Intégrons par parties : posons
u ="t u'—(n+1)
v=—e ! v =e"

Par croissance comparée, . lim wo= lim —t""le™ = 0. Donc, d’aprés le théoréme d’intégration
—+00

t—-+o0
par parties, les intégrales I, et I,,11 sont de méme nature (convergentes d’apres ci-dessus), et

“+oo
Ini1 = / et dt
0
+o00
_ n+1 -t +oo n,_—t
=[x (e )}0 +/0 (n+ 1)t"e " dt
=(n+1)I,
=(n+1)xn! (Hn)
=(n+1)!
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D’ou Hn+1.

e Conclusion :

‘Pour tout n >0, I, = n!‘

Ainsi,

. . +oo
Y(i,7) € N2, (X{X7) :/ tHetdt = (i + j)!
0

2) Application : minimiser une intégrale.
a) Utilisons le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.
e Posons vy = 1.

e Posons v1 = X — Ay tel que (v1 | vg) = 0. Or d’apres la question 1,
(vivo) =(X[1)=1

Donc vy =X —1;

e Posons vy = X% — \gvg — A1 tel que (vg | ;) = 0 pour tout i < 2 :

= (X2 | v0> — Ao (vo | vo) Car v1 L vg
=0
X? X?
Donc My = M. Et, de méme, A\ = w
(vo | vo) (v1 | v1)

Or, d’apres la question 1,

(vo |vo) = (1]1) =1 (v | o)

(X% o) = (XX —1) =31 —21 =4 :>/\1:(X7|21):4
o2 =X —1P=20—2+1=1 1]

(X2|vo)=(x2|1)=2}ﬁA _ (X w)

Donc vg = X? —4(X —1) —2=X? —4X +2

Normons la famille orthogonale (v, v1, v2) :

l[vol|> = (vo | vo) =

o212 = 1 X? — 4X + 2||?
= [ X212 = 2 (X2 [ 4X) + [4X |2 + 2 (X2 | 2) - 2(4X | 2) + |12/
=41 —-8x3!14+16x21+4x2!—16+4
—4x(6-1248+2—-441)=4x1=4

Conclusion :

B = (1, X -1, ;(X2—4X+2))

b) D’apres le cours, si F' est un sous-espace vectoriel de E de base orthonormée (e, ..., ex), alors la
projection orthogonale pp sur F' s’écrit

k
VeeE, pp(z)=) (z]e)e
=1



DL 4

Avec la base %’ de F = Ry[X], il vient, ,

2
VP e E, prp(P) = Z (Pe))e;
=0

~

:(P]1)1+(P\X—1)(X—1)+i(P]X2—4X+2)(X2—4X+2)

Pour P = X3, il faut donc calculer :
(x*1)=31=6
(X3 x—1)=a1-31=18
(X3 X2 —4X +2) =5l -4 x 41 +2 x 3!
=6 x (20 — 16 + 2) = 36
Par conséquent, la projection de X3 sur Ry[X] est

pF(X3):(X3|1)1+(X3|X—1)(X—1)+3(X3\X2—4X+2) (X2 - 4X +2)

=6+ 18(X — 1)+ 9(X? —4X +2)
=9X? — 18X +6

pr(X3) =3(3X% - 6X +2)

c) Interprétons algébriquement cette expression :

1
inf / (3 —at? —bt —c)?dt = inf ||X3—aX?—bX —c|?
(a,b,c)€R3 J -1 (a,b,c)eR3

Or P = aX? 4 bX + ¢ décrit Ro[X] lorsque (a, b, c) décrivent R :

1
inf / (3 —at? —bt —c)?dt = inf || X3 —aX?—-bX —¢|?
(ab,c)ER3 J 1 (a,b,c)ER3

= inf || X®-P|?
PeRy[X]

= d(X3,Ry[X])? Par défintion de la distance

= [1X? — pryxy (X7
= HX3 —9X% 4+ 18X — 6H2 D’apreés la question précédente

= [ X3)2 =18 (X7 | X?) +36 (X | X = 6) + 9% — 18X +6)|
=36
Les calculs sont peu agréables sur la fin, et ne seraient pas demandés sans assistance numérique. Par
contre, un |script Python| fait trés bien le travail.
3) a) SoitneN. A, =(P,...,P,) est une famille libre de R,,[X] comme sous-famille d’une base.
Or Card £, =n+ 1 =dimR,[X] : %, est donc une base de R,,[X].

Par hypothese, P,,+1 L P; pour tout ¢ < n + 1.
Donc, par linéarité du produit scalaire, P,,11 L Vect (Py,...,P,) = R,[X] :

’ Pour tout n € N, P,,1; est orthogonal & R,,[X] ‘



http://www.normalesup.org/~dconduche/prepas/PC/devoirs/CalculEucl.py
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b)

Soit A1, ..., Ay les racines dans ]0, +00[ de P,,, comptées avec multiplicité. Alors
m
P,=R][[(X - N)
i=1

Avec R € R, [X] qui ne s’annule pas sur |0, 4+o00[. Donc, d’apres le théoréme des valeurs intermé-
diaires, R ne change pas de signe sur |0, +o00o[. Supposons R(t) > 0 pour tout ¢ €]0, +00].

Posons @ = H(X —\i) € R,[X]. Il vient P, = RQ et
i=1

1
(Pn]@Q) 2/_1 R(t)Q(t)? dt

avec R(t)Q?(t) > 0 sur cet intervalle.

Si deg Q < deg P, d’apres le a, (P, | Q) = 0.

Ainsi, t — R(t)(Q(t))? est une fonction continue, positive et d’intégrale nulle sur Iintervalle
10, +o0], donc, d’apres le théoréme du cours, elle est nulle sur cet intervalle.

Le polynome RQ? a une infinité de racines, donc est identiquement nul, et P, = RQ = 0 aussi.
Ce qui est absurde.

Par conséquent, deg @) = deg P, et R est une constante : toutes les racines de P, sont dans
10, +o0].

Si R(t) < 0 sur |0, +o0[, on considere (—F, | Q) et —R.

Conclusion :

‘Toutes les racines de P, sont réelles et dans |0, +oo] ‘

Si A est une racine double de P,, on pose P, = (X — )\)QQ, avec deg ) = deg P, — 2 < deg P,.
Alors

1
(P 1@ = [ (t=2Q?dt =0

Et donc, de meme qu’a la question précédente, P, = 0, ce qui est absurde. Conclusion :

‘ Les racines de P, sont simples ‘

Exercice 3 (Matrice de Gram)

1) Si (u1,...,up) est une famille orthonormée de F, (u;,uj) = 6;; donc

Si la famille n’est qu’orthogonale, (u;, u;) = ||ug]|? :

G = diag ([[u]f*,- -, [Jun|*)

2) Par symétrie du produit scalaire, (u;,u;) = (uj,u;), donc

3)

a)

G e 7, (F)

La matrice G est symétrie réelle donc, d’apres le théoréme spectral,

’ G est diagonalisable dans une base orthonormée

Pour tout (7,7) € [[1,”]]27

(ui, uj) = Ul'U;



https://fr.wikipedia.org/wiki/D�terminant_de_Gram
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b) Notons A = (U;]---|U,) la matrice bloc dont la i-iéme colonne est U;. Alors, A € #4,(R) et

c) Cette question ressemble beaucoup a la question de cours, mais n’est pas exactement la question de cours :

A est potentiellement non carrée, des que d # n.
Pour tout X € R",

XTGX = XTATAX
= |AX|*> >0 Norme euclidienne canonique dans R?

Conclusion

‘ G est symétrique positive.

Montrons que G est symétrique définie positive si et seulement si la famille (u;); est libre.
Supposons G est symétrique définie positive.
Soit (A1,...,A\n) € R™ tels que

Si on note X le vecteur colonne des \;, alors
n
AX =) AU =0
=1

Ainsi [|AX]|?> = XTGX = 0. Or G est définie positive : X = 0.
Donc (u1,...,uy) est libre.

Réciproque : supposons (uq, ..., uy) libre.
Soit X € R™ tel que XTGX = 0. Comme

XTax = ||AX|?
il vient AX = 0, c’est-a-dire

n
inUi =0
i=1

Or (uq,...,uy) est libre : pour tout i, z; = 0.
Ainsi, X =0, et donc G est définie positive.

Conclusion :

‘ La matrice G est symétrique définie positive si et seulement si la famille (uq, ..., u,) est libre

d) Par définition du rang d’un matrice, rg (u1, ..., u,) = rg (A).
L’idée de la preuve, c’est se ramener dans le bon espace, ot l'on peut comparer les objets : Im G C R"
alors que Im A ¢ R%. Donc on ne peut, a priori, pas les comparer.

Par contre, en utilisant le théoreme du rang, Ker G et Ker A sont des sous-espace vectoriel de R™ :

comparons les !

Montrons que Ker G = Ker A :
X eKerG= XTGX =X"0=0
— XTGX = |AX||>=0
— AX =0
— X ecKer A
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Donc Ker G C Ker A.

XeKer A= GX = ATAX = AT0=0
= X e Ker GG

Donc Ker A C Ker G.

Ainsi, Ker G = Ker A.
Donc, d’apres le théoreme du rang,

rg (G) =dim F — dimKer G
=dim F — dimKer A
=rg(4)
=1g (U, ..., Up)

Conclusion :

’rgG:rg(ul,...,un)‘

Exercice 4 (Endomorphismes normaux)

1) 2 est une base orthonormée, donc

(z,y) = XTY

2) a) Dans la base orthonormée 4,
V(a,y) € B (f(z),y) = (AX)TY
=XxTATY
= XxT(ATY)
= (z, [*(y))
b) Soit g € .Z(E) tel que ¥(z,y) € E?, (f(z),y) = (x,g(y)). Montrons que g = f*.

V(z,y) € B>, (z,9(y)) = (f(2),y) = (z, [*(v))
Donc
V(z,y) € B> (x,(9— )W) = (x,9(y)) — (z, [*(y)) =0

Ainsi, Yy € E, (9 — f*)(y) € B~ = {0} : (9~ f*)(y) = 0.
Donc g — f* =0, c’est-a-dire g = f*.

Conclusion :

f* est 'unique endomorphisme de F vérifiant V(z,y) € E%, (f(z),vy) = (z, f*(y))

3) a) Dans la base orthonormée %,

Vee B, |[f(x)ll={f

(
= (f"(f(2)),z) Par définition de f*
= (f(f*(z)), =) Car f et f* commutent
= (f*(z), [*(2)) Par définition de f*
= @)l

Ainsi,

Vee B, |f@)] =@l

b) Procédons par double inclusion :
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d)

xeKer f= f(x)=0
= [f(@)[ =0 Or|f(x)l =[5 )l
= /(@) =0
— () =0
— x € Ker f*
Ainsi, Ker f C Ker f*.
L’application f** a pour matrice A7 = A, donc f** = f. Ainsi, f* et f** = f commutent.
L’inclusion ci-dessus est vraie pour tout f € Z(F) vérifiant f* et f commutent, donc en
particulier pour g = ff et ¢* = f* = f:

Ker f* C Ker f* =Ker f

Conclusion : par double inclusion,

‘Ker f =Ker f*

Soit A € R. L’endomorphisme ¢ = Aid g —f a pour matrice, dans &, B = AI,, — A.
Et ¢* a pour matrice BT = \I,, — AT.
Comme A et AT commutent, et que I, commute & toute matrice, B et BT commutent aussi.

Conclusion :

‘ Aid g — f est un endomorphisme normal ‘

L’endomorphisme g = Aid g — f est normal d’apres c), donc d’apres b)
Ker (Aid g —f) = Ker (Aid g — f)*
Or (Mid g —f)* a pour matrice (A, — A)T = \I,, — AT. Donc, par unicité de g*, g* = \id g — f*.
Ainsi,
Ker (ANid g —f) = Ker (Aid g — f¥)
Or Ker ()\ ldE —f) = E)\(f) et Ker ()\ ldE —f*) = E)\(f*) :

|E(f) = BalS")

Par conséquent

A € Sp(f) = E\(f) # {0}
= E\(f") # {0} Car Ex(f) = EA(f7)
= X € Sp (")

Par conséquent ‘Sp (f) CcSp(f)

L’inclusion réciproque s’obtient en considérant g = f*.

Supposons f diagonalisable. Par théoréme de diagonalisation,

E = By,
XeSp (f)

Or f = f* sur chacun de ces E) : par linéarité, f = fx sur E.

‘ Si f est diagonalisable, f est autoadjoint : f = f*
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f) Soit x € Ex(f) et y € E,(f).

(f(@),y) = (Az,y)
= Mz, y)

(f(@),y) = (=, f*(v))
= (@, py) Car E,(f) = Eu(f")
= u(z,y)

Dot (A — p)(z,y) = 0. Comme \ # p,
{z,y) =0

Ceci est vrai pour tout « € E)\(f) et tout y € E,(f), donc

Ex(f) L Eu(f)




