Lycée St Joseph Pour le jeudi 16 janvier 2025
Classe de PC

Devoir de Mathématiques numéro 4

Exercice 1 (Schmidt)
Orthonormaliser par Schmidt les bases suivantes de R : ((1,1,1), (1,1,0), (1,0,0)) et ((1,0,0), (1,1,0), (1,1,1))

Exercice 2 (Une famille de polynémes : Polynomes de Laguerre)
Soit E = R[X]. Pour tout P,Q € R[X]?, on pose (P|Q) = /+Oo P(t)Q(t)e™" dt, produit scalaire sur E
0

d’apres 'exercice 1 de la feuille de TD sur les espaces euclidiens.
+00 S
1) Calculer / t"e~! dt pour n € N. En déduire (X*|X7) pour (i,5) € N2.
0

2) Application : minimiser une intégrale.
a) Orthonormaliser la base (1, X, X?) de Ro[X].
b) En déduire la projection orthogonale de X? sur Ro[X].

c) Calculer (a,bi,?)fe - /0 +Oo(t3 —at® — bt — ¢)’e~" dt. On commencera par écrire le probléme algébri-
quement.
3) Soit (P, P1,...) une base orthonormée de E de degrés échelonnésﬂ
a) Montrer que pour tout n € N, P, est orthogonal a R,,[X].
b) Montrer que toutes les racines de P, sont réelles et dans ]0, +oo].
c) Prouver que ces racines sont simples.

Exercice 3 (Matrice de Gram)
Soit E euclidien de dimension d > 1. Soit n € N. Pour (u1,...,u,) € E", on pose

G(ut,y ... up) = (<“ivuj>)(i,j)e[[1,n1]2 € M,(R)

Cette matrice sera notée G lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité.

1) Donner une expression simple de G si (ug, . . ., uy,) est une famille orthonormée de E, puis si (uq, .. ., uy)
est une famille orthogonale de FE.

2) Soit (u1,...,u,) € E". Montrer que G est symétrique. En déduire que G est diagonalisable.

3) Soit (u1,...,u,) € E™. Soit & une base orthonormée de E, et, pour tout i € [1,n], U; le vecteur
colonne de u; dans la base 4.

a) Pour tout (i,7) € [1,n]?, exprimer (u;,u;) & Paide de U; et Uj.
b) En déduire une expression de G comme produit de deux matrices blocs.

c) En déduire que G est symétrique positive. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour
que G soit symétrique définie positive.

d) Montrer que rg G =rg (u1,. .., Uy).

Exercice 4 (Endomorphismes normaux)

Soit F un espace euclidien de dimension n et & = (eq,...,e,) une base orthonormale de E.

Le produit scalaire est noté (-, ), et la norme ||.||.

La transposée d’un vecteur colonne X € R™ est notée X7 et celle d'une matrice A € ., (R) est notée A”.

1. Donc deg P, = n : par ezemple la base obtenue par orthonormalisation de Schmidt & partir de la base canonique.



1) Soit X et Y les vecteurs colonnes des coordonnées de x et y de E dans la base . Rappeler 'expression
de (z,y) a l'aide de X et Y.

2) Soit f € Z(FE), de matrice A dans la base #. On note f* I'endomorphisme dont la matrice dans la
base % est AT.

a) Vérifier que l'on a ¥(z,y) € B, {f(x),9) = (&, f*(3)).
b) Etablir que f* est 'unique endomorphisme de E vérifiant V(z,y) € E2, (f(z),y) = (x, f*(y)).

3) Soit f € Z(F), de matrice A dans la base #. On suppose désormais que f et f* commutent, ce qui
équivaut & imposer que A et AT commutent.

Un tel endomorphisme est appelé endomorphisme normal.
Pour tout A € R et tout g € Z(F), on note Ex(g9) = Ker (Aid g —g).

a) Montrez, éventuellement a ’aide de calculs matriciels, que

veeE, [lf()] =l

Indication : Une norme euclidienne se manipule toujours au carré.
b) En déduire que Ker f = Ker f*.
¢) Montrer que, pour tout A € R, Aid g —f est un endomorphisme normal.

d) En déduire que toute valeur propre A\ de f est une valeur propre de f* et E\(f) = E\(f").
Indication : Le déduire des deuxr questions qui précedent.

e) Montrer que, si f est diagonalisable, alors f = f*.

f) Soit A et u deux valeurs propres réelles distinctes de f. Montrer que

Ex(f) L Eu(f)



