Lycée St Joseph Pour le jeudi 12 décembre 2024
Classe de PC

Devoir de Mathématiques numéro 3

Correction

Exercice 1 (Centrale MP 2024 — extrait)
1) Montrons que A est linéaire : Soit P,Q € K[X] et A € K.

AAP+Q)=AP(X + 1)+ Q(X +1) = AP(X) — Q(X)
—MA(P)+AQ)
Donc A est linéaire.
A K[X] — K[X] : Soit P € K[X]. A(P) € K[X] comme somme de polynémes.

Conclusion :

1A e 2(K[X)|

2) Si P est un polynéme constant, A(P) = 0.
Montrons par récurrence que la propriété :

Hp: VP eK,[X], deg(A(P)) <n—1 et deg(P)=n — deg(A(P))=n-1

est vraie pour tout n > 1.
e H; : Soit P € K[X] tel que deg(P) < 1, donc P = a1 X + ao.

A(P) :al(X—l—l)—l—ao—alX—ao

:al

Donc deg(A(P)) < 0. De plus, si deg(P) = 1, c’est-a-dire a; # 0, deg(A(P)) = 0.
Ainsi, Hq est vraie.

e H, = Hp+1 : Supposons H,, vraie.
Soit P € K, 41[X], donc P = aX"™ + Q avec a € K et degQ < n.

A(P) = a(X + 1) + Q(X +1) — (X" + Q(X))

=aX" M +a) (” N )Xk +Q(X +1) —aX™ - Q(X)
k=0
n+1

n—1
=an+1)X" + (
h k

)Xk + A(Q) € K, [X]
=0

Supposons deg P = n, c’est-a-dire a # 0.

n—1
Comme Q € K, [X], il vient deg(A(Q)) < n—1 (H,), et R = Z (nz 1)X’“+A(Q) € K,—1[X].
Donc deg(A(P)) = n. =

Donc Hy,41 est vraie.
e Conclusion:Vn >1 VP € K,[X], deg(A(P)) <n—1 et deg(P)=n = deg(A(P)) =n—1

Ainsi,

VP € K[X]\{0}, deg(A(P)) = deg(P) — 1]
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3) Soit d € N*. Nous venons de montrer que, si P € Ky[X], alors A(P) € Ky_1[X].
Donc A laisse stable E = Ky[X], et

‘ A induit un endomorphisme sur £ = Ky[X] ‘

4) Soit d € N*.
Montrons que Ker Ay = Ko[X] :
Soit P € Ker Ay : A(P) =0, c’est-a-dire P(X + 1) = P(X). Par récurrence, il vient

VneN, P(X+n)=PX)
Supposons deg P > 0. Soit a € C une racine de P, alors
VYneN, Pla+n)=Pla)=0

Donc P a une infinité de racines, ce qui est absurde.
Conclusion, P € Ky[X], c’est un polyndéme constant. Ainsi

Ker Ay C Ky [X]
Soit P = a € Ko[X] un polynéme constant.
Ag(P)=a—a=0

Donc P € Ker A,. Ainsi,
Ko [X] C Ker Ay

Conclusion :

| Ker (Ag) = Ko[X]|

Montrons que Im Ay = Ky_1[X] : D’apres le théoréme du rang,

dimIm Ay = dimKy[X] — dimKer Ay =d

De plus, d’apres la question 2, deg(Aq(P)) < d—1: Ag(P) € Kq—1[X].
Ainsi, Im Ay € Ky_1[X].

De plus, dimIm Ay =d =dimKy_;.

Donc, par inclusion et égalité des dimensions,

\Im Ag = Kg_1[X] \

5) Noyau : Soit P € Ker A. En notant d = max(deg(P), 1), P € Ker Ay = Ko[X] d’apres 4. Donc
Ker A € Ko[X]

Réciproquement, Ko[X] C Ker A. D’ou

| Ker A = Ko[X]|

Image : Soit P € K[X], et d = max(deg(P),1). D’apres 4, P € K4[X] =Im Agiq.
Donc il existe @ € Kg11[X] C K[X] tel que P = A(Q). Ce qui entraine P € Im A.
Ainsi, K[X] € Im A. Comme Im A est un sous-espace vectoriel de K[X],

Im A = K[X]
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6)

Soit h une fonction polynomiale, et H € K[X] le polynome associé. Notons (E7;) I’équation (dans
K[X])

P(X +1) — P(X) = H(X)
Cette équation s’écrit A(P) = H, et admet une solution, car A est surjective : soit Py tel que A(Fy) =
H. De plus,

P solution de B}y <= A(P)=H = A(R)
<~ A(P)—-A(F) =0
— A(P—-PF)=0
<— P—PyeKer A
<— PePy+Ker A

Donc I'ensemble des solution de (E%;) est
{Po+ P | P ecKer A}

On reconnait « solution particuliere (Py) + solution générale de l’équation homogéne ». C’est la méthode de
résolution de f(x) = b avec f € L(E, F).

Comme Ker A = Ko[X] d’apres 4, les solutions sont {Py + C | C' € K}.

Comme K = R ou C, pour tout P € K[X] I’équation

vz € K, Px+1)— P(x) —h(z)=0

entraine que P(X + 1) — P(X) — H(X) a une infinité de racines, donc est le polynéme nul : z — P(z)
est une solution de (E},) implique P est une solution de (E%). La réciproque est vraie aussi.
D’ou ’ensemble des solutions polynomiales de (Ep,) est

[{z = Ry(z)+C | C €K}

avec Py une solution particuliere.

Soit P = aX?+bX + c.

P(X+1)-PX)=a(X +1)? +bX +1)+c— (aX*+bX +¢)
=a(X?4+2X +1)+bX +b+c—aX?—bX —c
=2aX+a+b

Donc

PX+1)-P(X)=X < 20X +a+b=X

20 =1
A
a+b=0

Donc une solution de (Ej) dans Ky[X] est

P:EXQ—EX
2 2

D’apres 5, toutes les solutions polynomiales de I’équation (E},) sont

1 1
mr—>§az2—§X—l—c|ceK}
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7) Comme Im Ay = A(Ky[X]) = K4—1[X], il vient par récurrence, pour tout k € [0,d + 1],
Im A* = A¥(Ky[X]) = Kg_i[X]

ou K_;1[X] = {0}. Donc
A =

D’ou A, est nilpotent, et

Un polyndéme annulateur de Aj est P = X dt1

La seule valeur propre de Ay est donc 0, et comme Ay # 0 (d > 0),

L’endomorphisme Ay n’est pas diagonalisable ‘

Exercice 2

1) Comme toujours, en algébre, on peut analyser la conclusion :

1Yy T1Y2 T1Ys ... TilYn
. Toy1  ToYa Tays ... T2Yn ) | ) | . )
M=XY" =] . : : C =X | X X || X
InYr TplY2 Tplys ... TpUn ‘ ‘ ‘ ‘

En notant C1,...,C), les colonnes de la matrice M, on a Im M = Vect (C4,...,Cy). Cf. Exercice 1 de
la feuille matrices. En devoir a la maison, vous devez savoir retrouver cette source.

Comme rg (M) = dimIm M =1 > 0, il existe une colonne non nulle X = Cj,, et les C; sont tous
colinéaires a X : pour tout @ € [1,n], il existe A\; € R tel que C; = A, X.

Ainsi, en effectuant un calcul par blocs,

M=|cCi|...|C,
= [MX | | X
:X(M “.A@
A1
= Xxy7? onY =|:
An

Conclusion :

Il existe X et Y des vecteurs colonnes de R™ tels que M = XY7T

2) Notons M = (a;;). Comme M = xXyT, m;j = x;y; pour tout 7,7, et
n n

Tr M = Zaii = szyz = XTY
i=1 i=1

Ainsi,

T M= XTY |
Autre formulation : Comme Tr (AB) = Tr (BA),

Tr(M)=Te(XY") =Tr (YTX)=Tr ("(YTX)) = Tr (XTY)

Or la matrice XTY est 1 x 1, donc on identifie Tr(XTY) et XTy.
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3) Par associativité,
M?=XYyTxy”?
- X(YTX)YT
- X(Tr M)YT
= (Tr M)XY7T

Conclusion :

M? = (Tr M)M

4) Toujours penser aux deuz points de vue : sous-espaces propres ou polynéme annulateur. On nous demande de

déduire le résultat de la question précédente, ou nous avons justement calculé un polynome annulateur.

Montrons que M est diagonalisable si et seulement si Tr M # 0.
Supposons A = Tr M # 0.

Ainsi, P(X) = X? — AX = (X — M\)X est un polynome scindé & racines simples.

De plus, d’apres 3, P(M) = 0.

Donc M admet un polynéme annulateur scindé a racines simples :

nalisation, M est diagonalisable.

Raisonnons par contraposition Supposons Tr M = 0.

d’apres le théoreme de diago-

Alors M? = 0. La seule valeur propre possible de M est donc 0. Si M est diagonalisable, elle est

semblable & la matrice nulle, donc M =0

Ce raisonnement est déja fait dans le cours, dans l'introduction a la réduction. Il faut savoir étudier les

matrices nilpotentes.

Orrg M =1, donc M # 0. Donc, par 'absurde, M n’est pas diagonalisable.

Dong, par contraposition, M diagonalisable implique Tr M # 0.

Conclusion,

’ La matrice M est diagonalisable si et seulement si Tr M # 0 ‘

Exercice 3 (oral)

Soit P € R[X] tel que P(X?) = P(X)P(X + 1).

Si P = ¢ est un polynéme constant, alors I’équation s’écrit ¢ = ¢
Supposons désormais deg P > 1.

Notons Z(P) lensemble des racines (complexes) de P.

2

et les seules solutions sont ¢ = 0 ou ¢ = 1.

e Soit o € Z(P). Alors P(a?) = P(a)P(a + 1) = 0, donc o est aussi une racine de P.

2Tl

Par récurrence, a“ est une racine de P pour tout n € N.

. . n
Or P a un nombre fini de racines. Donc les o

des conséquences est que |a| =1 ou oo = 0.

Si on note €'(0,1) le cercle de centre 0 et de rayon 1,

(P) € £(0,1) U {0} ]

e Soit a € Z(P)
Alors P( ) YP(a) = 0, donc (a—1)? € Z(P). %(0,1)

Or Z(P) c¢(0,1)U {O} donc (a — 1)? € €(0,1) U {0},
c’est-a-dire | — 1| =1 ou (e« — 1) = 0.

ne peuvent pas étre des nombres tous distincts. Une

iR

¢(1,1)

Ainsi, aE%(l 1)oua=1.
Z(P) C €(1,1) U{1}|
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e Ainsi, Z(P) € (€(0,1) U{0}) N (€(1,1) U {1}) = {0,1,¢™/3 e=7"/3),

Sia=e"3 o =e¥/3 ¢ Z(P), alors que d’apres le premier point o € Z(P). Par conséquent e
est a exclure, et de méme e~"™/3 11 reste donc :

im/3

1 Z2(P) € {0,1}]

e D’apres ci-dessus, les seules racines possibles de P sont 0 et 1.
Donc P(X) =cXP(X —1)?avec pe N, g € Net c € R™.
L’équation fonctionnelle s’écrit donc :

P(X?) =cX?P(X? - 1)7=XP(X - 1)Y(X +1)PX?= P(X)P(X + 1)
En décomposant X% —1 = (X — 1)(X + 1), l’égalité précédente s’écrit :
cXP(X - 1D)UX +1)7=AXPTIX — 1)4(X +1)P

En identifiant (par unicité de la décomposition en facteurs (X — \)%), il vient c=1,2p=p+4q, ¢ =¢
et ¢ =p. Donc P = XP(X —1)P.
Réciproquement, P = XP(X — 1)? vérifie P(X?) = P(X)P(X +1).

Conclusion : | Les polynémes P vérifiant P(X?) = P(X)P(X 4+ 1) sont P =0, et P = XP(X — 1) avec p € N,

Exercice 4 (Mines-Ponts MP 2024 — extrait)

1> Notons f:R" — R" canoniquement associé a la matrice M (i.e. de matrice M dans la base canonique).
Notons % = (e1, ..., e,) la base canonique et %, = (€,h0(1); - - - » €p(n)) la base ot 'on a permuté les vecteurs
de # selon p. Soit P la matrice de passage de % a %,.

Par définition de M = Mat »(f),

n
V] S [[l,n]] , f(ej) = Zmijei
i=1
Comme p est une bijection, en permutant les indices j il vient
n
vielln],  flegy) =D mipge
i=1
Puis en réindexant la somme (permutation des termes) selon p (i = p(k)),
n
viellnl,  flep) = D0 Moyt Cot)
k=1

Donc, en notant M, = (m),(j))ij, il vient M, = Mat 5, (f). D’ou

Les matrices M et (mp(i)’p(j))lgi,jgn sont semblables.

Et, plus précisément, M = I)A\//,l)fl.
Notons p =0 too’ €8,.

1 si{o(p(i),o(p(4))} € A

. 2 _
vig) € [Lal™s (Moo) o0 = {0 <inon
Or o op=0'. Donc

1 si{d(i),0'(j)} € A

V(i j) € [[1777/]]27 (MGva)P(i),P(j) - {0 sinon

Donc (MG,U),D = Mg . Or, d’apres ci-dessus, (MG’U)p est semblable a Mg, :
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Si 0 et ¢’ sont deux indexations de S, alors Mg o et Mg, sont semblables

2 > Une matrice d’adjacence d’un graphe non vide est symétrique réelle, donc, d’apres le théoréme spectral,
diagonalisable.

3 > Sile graphe a un seul sommet, il n’y a pas d’arétes, et Mg, = (0) est de rang 0.

Plus généralement, si le graphe n’a pas d’aréte, Mg, = 0 et la matrice est de rang 0.

Supposons que le graphe a n > 2 sommets, et qu’il y a une aréte de ¢ vers j. Notons C; et Cj les i-eme et
j-éme colonnes de la matrice, montrons que la famille (Cj, C}) est libre : soit A,y € R? tels que

AC; 4+ uCi =0
Alors, en i-éme et j-éme ligne I’équation précédente s’écrit

{ A + pmi; = p=0  Car {o(i),0(i)} ¢ A et {0(i),0(j)} € A
Amyi + umy; = A =0 Car {o(j),0(i)} € A et {o(j),0(j)} ¢ A

D’ot la famille est libre, et rg (M) > 2. Conclusion :

‘ Une matrice d’adjacence d’un graphe non vide n’est jamais de rang 1 ‘

4 > Pour une étoile, d # 0, donc n > 2. Quitte a permuter les sommets, on peut suppose que le centre de
I’étoile est le sommet 1, les sommets reliés au centre sont les sommets 2 a p, et les sommets isolés p+ 1 a n.
Alors, par définition d’une étoile,

0 1 10 0

1 0 0
Mco=11 0 0

0 0

0O -+ --- 00 --- 0

Donc rg (Mg,,) = rg (C1, C2), les deux premiéres colonnes, qui ne sont pas colinéaires par le méme argument
qu’a la question 3.

‘Une matrice d’adjacence d’un graphe dont les sommets non isolés forment une étoile est de rang 2

Un exemple de graphe dont la matrice d’adjacence est de rang 2 et qui n’est pas du type précédent :

010 1
1010
Ma,o 010 1
1010

Un graphe de rang 2

5D
Si G’ est une copie G, notons o : S” — S la bijection correspondante, et oG, o des indexations.
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Les matrices sont Mg 5 et Mg/ o, sont semblables via la bijection p = o300 00y L de [1,n] dans lui-méme
et la question 1. Donc, d’apres 1’énoncé, elles ont méme polynoéme caractéristique :

6 > Dans le polynome caractéristique, a,—1 = —Tr Mg . Or la diagonale est nulle :
Soit A1,..., A les valeurs propres de M = Mg, avec multiplicité, méme complexes (on verra que M est

n
symétrique réelle, donc toutes ses valeurs propres sont réelles). Alors xg(x) = H(:U—)\i). Et, en développant,

=1

Ap_—9 = Z )\i/\j
1<i<j<n

2

Or, le développement de (A; + - -+ Ap)“ nous donne

n 2 n
(So) 3= 3 o
=1 =1

1<i<j<n

n
De plus, la trace est somme des valeurs propres : Z N =Tr M =0.
i=1
n

Et, en trigonalisant M (on verra que M, symétrique réelle, est méme diagonalisable), Z M = Tr (M?).

(2
i=1
Calcul de Tr (M?) : Comme M est symétrique,

Tr(M?) = Tr (MTM) = Z Z m?j
=0 j=0n

(on reconnait le produit scalaire usuel sur .#,(R))
Or les m;; sont nuls sauf si {7, 7} est une aréte, dans ce cas ils valent 1. Et chaque aréte {i,j} € A apparait
deux fois (m;; et mj;). Donc
Tr(M?) = ) 2=2|A]
{i,j}€A

n—1
Soit G = (.5, A) un graphe avec |S| =n > 2. On note xg(X) = X" + Z ap X"
k=0

Conclusion :

7 > Polyndéme caractéristique, valeurs propres :

Soit M la matrice du graphe, avec n > 2. D’apres la question 4, rg (M) = 2.

D’apres le théoreme du rang, dim Ker M = n — 2. En notant que Fy = Ker M, il reste donc deux valeurs
propres a trouver, que ’on peut noter A et u. En utilisant les calculs de la question précédente,

Ap=TrM=0 et N4 p2=Tr M?=2|4|

Or |A| = d, d’ou les 2 derniéres valeurs propres, Vd et —Vd. Ainsi,

X6(@) = "o — VYo + Vi) = 2" do?

Valeurs propres :

Sp (M) = {0, \/g’ —\/&}
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Sous-espaces propres : Reprenons la matrice de la question 4.

01 1
M.l o 10 --- 0
Mg, = < Od 0 ) avec Mg=1|. . ) € My 1(R)
10 0
e Valeurs propres non nulles :
A d
1 d+1 A 2
Soit A € {—Vd,Vd}, et Xy = | .| e R Alors MyX, = | . | = AX) car A2 = d.
1 A
RN X n
Dou X = 0 € R", non nul, est un vecteur propre de Mg, pour la valeur propre A.

Or, d’apres la forme du polynoéme caractéristique, dim Ey = 1. Ainsi,

= {—\/&, \/&}, E) = Vect ( 1 )Vect((%A>)
0

0

e Valeur propre 0 : D’apres les calculs précédents (rang), dim Ey = n — 2.
Les sous-espaces propres d’une matrice symétrique réelle étant deux a deux orthogonaux,

Ey = Vect ( (X‘/a> , <X\/a> )+
0 0

Un calcul direct est aussi assez rapide, et donne explicitement les vecteurs propres : soit B =
(e1,...,en) la base canonique de R".

Les n—d—1 vecteurs eg42, ..., e, sont dans Fy, et forment une famille libre (sous-famille d’une famille
libre). Il reste d — 1 > 0 vecteurs a trouver.

Or, pour tout i € [3,d + 1], ea — e; est dans Ey. La famille (ea — e3,...,e2 — €441, €442, -.,€n) €st
libre (le systéme associé est triangulaire) , et de cardinal n — 2 = dim Ey, donc c’est une base de Ej :

‘EoZVeCt<62—63,...,62—ed+1,€d+2,...,6n)‘

8 > On rappelle que le déterminant est linéaire par rapport a chaque colonne (ou chaque ligne). On s’en sert lors
du calcul du polynome caractéristique pour sortir les (x — \).
Mais cela signifie aussi que, si A € K, M = (Cy|...|Cy) € 4, (K) et C1 est une autre colonne, alors

det(ACy + C}|Cal...|Cp) = Adet(Cy] ... |Cp) + det(C

DR ‘("n\)

On considere une indexation o de G qui prend d’abord les n; > 1 sommets de G (matrice M), puis les
ng > 1 sommets de Gy (matrice Ms) en mettant s; en premiere position dans I'indexation de G; : s1 est en
1, et s9 en nqy + 1. Alors la matrice de G est

M, (0)
_ _ (M1 En
MG’U - 1 - <E11 MQ)

(0) M,
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Ou Ejj est la matrice élémentaire. D’olt

X6 (@) = det(@lny 4ny — Mcio) = | T —En M,

(0) xlp, — Mo

Avec ]\A/fl = zl,, — M;. En particulier, det MZ = xaq,; ().
Pour une matrice M € .#}(R), notons M ¢ la matrice M ou lon a retiré la premiére colonne, et M’ celle
ou l'on a retiré la premiere ligne. Par linéarité du déterminant,

-1
M, 0
: 0
0
xa(®) = |—
0 Mo
: 0
0
M, 0 ME 0
0 0
- 0 L]0 0
—1
0 Mo 0 Mo
: 0
0
—1 0 ~1
M : r
1 0 CoME | o
0 : 0
M, 0 0
_ M Y ; L]0 0
0 M, —1
0 MY 0 M,
: 0
0 0
—1 0 0 -1
M 0 . MSC 0 . M¢ 0
0 : S0
0
_ 0 0 0
0 DMy 0 My 0 DoMS
: : 0 : 0 :
0 0 0 0
=D =Ds

Pour le dernier déterminant, en développant par rapport a la ny + 1-iéme colonne, puis par rapport a la

10
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premiere, il vient

= (=1 Fx (~1)m T (-1)

0 —1
ME |0

: : 0

= . ~ (1

0 M§

0 :

0 0

0
. MCF 0
0
—1
0 M§
: 0
0
MEF 0
0 MST

De méme, en développant D par rapport a la colonne nq + 1, il vient,

D1 — (_1)n1+3

= (-1

= _XGl\Sl (x)XGQ\SQ (‘T)
MF 0

0 M§

MY 0
0 0 *

0 MST

MF x| MS*

0 0

car MEL any — 1 lignes

Or les blocs sont rectangulaires

Avec des blocs diagonaux de taille nq et ng — 1

Triangulaire bloc

Une ligne de 0 dans un déterminant

Le dernier point peut étre justifié par : linéarité du déterminant par rapport auz lignes; ou bien en développant par

rapport a la derniére ligne.
De méme, Dy = 0. D’ou

XG = XG1 X XG2 — XG1\s1 X XG2\s2

9 > D’apres la question précédente, en notant GG; 1’étoile a d; branches et G le graphe étudié,

XG = XG1 X XG2 =~ XG1\s1 X XG2\s2

Or le polynéme caractéristique d’une étoile & d; branches, sans sommets isolés (n = d; + 1), est, d’apres la
question 7,

xa(2) = 2% @ — VE) @+ V) = o (@

d;)

De plus, G;\s; est un graphe sans aréte, donc de matrice d’adjacence nulle, et de polynome caractéristique
2™ avec n = d; le nombre de sommets. Ainsi,

11

XG(«T) — xd1+d272($2 . dl)($2 . dg) o xd1+d2
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La matrice d’adjacence M est symétrique réelle, donc diagonalisable, ainsi dimKer M = dim Ey = g
multiplicité de 0 dans le polynéme caractéristique.
Or xg(z) = 297 272Q(z) avec Q(0) = di1dy # 0. Donc ag = dy + dy — 2, et, par le théoréme du rang,

rg (M) = dy +dy +2 — (dy + dy — 2) = 4]

12



