
Lycée St Joseph Pour le jeudi 16 novembre 2023
Classe de PC

Devoir de Mathématiques numéro 2

Correction

Exercice 1 (Fonction Zêta de Riemann – d’après Centrale PC 2018, E3A PC 2017)
C’est un sujet extrêmement classique, et donc une fonction à connaître.

1) Domaine de définition et continuité de ζ.

a) Soit x ∈ R. La série
∑ 1

nx
converge si et seulement si x > 1 (Séries de Riemann). Donc

Dζ =]1,+∞[

On vient donc de montrer la convergence simple de
∑

fn sur Dζ .

b) Calcul de ‖fn‖∞ : Pour tout n > 1 et tout x > 1, fn(x) = e−x lnn, d’où le tableau de variations :

x

f ′n(x)

fn

1 +∞

−

1
n

1
n

00

Donc ‖fn‖∞ = 1
n
.

Conclusion : Comme
∑ 1

n
diverge (d’après Riemann, α = 1),

∑
‖fn‖∞ diverge et

∑
fn ne converge pas normalement Dζ

c) Sur votre copie, vous ne faites pas un second tableau de variations : vous rajoutez a et fn(a) dans le tableau
précédent.
Calcul de ‖fn‖∞ : Calculons ‖fn‖∞ = sup

x∈[a,+∞[
|fn(x)| à l’aide du tableau de variations précédent :

x

f ′n(x)

fn

1 a +∞

−

1
n

1
n

00

1
na

Donc ‖fn‖∞ = 1
na

.

Or
∑ 1

na
converge (d’après Riemann, a > 1).

Donc
∑
‖fn‖∞ converge.

Conclusion : ∑
fn converge normalement sur [a,+∞[
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d) D’après 1c,
∑

fn converge normalement sur tout intervalle [a,+∞[ de Dζ avec a > 1, donc sur
tout segment de Dζ .
Donc

∑
fn converge uniformément sur tout segment de Dζ .

Or, pour tout n ∈ N∗, fn est continue sur Dζ .
Donc, d’après le théorème de continuité des séries de fonctions,

La fonction ζ est continue sur Dζ

2) Variations de ζ.
a) Une fonction f est dite croissante sur I si et seulement si

∀(x, y) ∈ I2, x 6 y =⇒ f(x) 6 f(y)

Une fonction f est dite décroissante sur I si et seulement si

∀(x, y) ∈ I2, x 6 y =⇒ f(x) > f(y)

b) Soit (x, y) ∈ D2
ζ , tels que x 6 y. Comme fn est décroissante (cf 1b) pour tout n > 1,

∀n ∈ N∗, fn(x) > fn(y)

En sommant et en passant à la limite, il vient,

ζ(x) > ζ(y)

D’où

La fonction ζ est décroissante sur Dζ

c) La fonction ζ est positive car fn > 0 pour tout n ∈ N∗.
Or elle est décroissante d’après 2b, donc

ζ admet une limite en +∞

3) Étude aux bornes.

a) i) Soit n > 1. La fonction t 7→ 1
tx

est décroissante sur [n, n+ 1[, car x > 0, donc

∀t ∈ [n, n+ 1[, 1
(n+ 1)x 6

1
tx

6
1
nx

D’où, par croissance de l’intégrale,

1
(n+ 1)x 6

∫ n+1

n

dt
tx

6
1
nx

Pour n > 2, l’inégalité de gauche peut s’écrire

1
nx

6
∫ n

n−1

dt

tx

D’où

∀n > 2,
∫ n+1

n

dt

tx
6

1
nx

6
∫ n

n−1

dt

tx

Ici, on fait le décalage d’indices avant de sommer.
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ii) Soit x ∈ Dζ .

D’après Riemann (x > 1),
∫ +∞

1

dt
tx

converge et, de plus,
∫ +∞

1

dt
tx

=
[
t−x+1

−x+ 1

]+∞

1
= 1
x− 1 .

D’après Chasles,
+∞∑
n=2

∫ n

n−1

dt
tx

=
∫ +∞

1

dt
tx

= 1
x− 1

En intégrant à partir de t = 2, on trouve
+∞∑
n=2

∫ n+1

n

dt
tx

=
∫ +∞

2

dt
tx

= 1
(x− 1)2x−1 .

En sommant l’encadrement de la question 3(a)i entre 2 et N , il vient

∀N > 2,
N∑
n=2

∫ n+1

n

dt

tx
6

N∑
n=2

1
nx

6
N∑
n=2

∫ n

n−1

dt

tx

Toutes ces sommes convergent d’après ci-dessus, ainsi

+∞∑
n=2

∫ n+1

n

dt

tx
6

+∞∑
n=2

1
nx

6
+∞∑
n=2

∫ n

n−1

dt

tx

=⇒ 1
(x− 1)2x−1 6 ζ(x)− 1 6

1
x− 1

Conclusion :
∀x ∈ Dζ , 1 + 1

(x− 1)2x−1 6 ζ(x) 6 1 + 1
x− 1

b) Étude au voisinage de x = 1.

i) Comme lim
x→1+

1
(x− 1)2x−1 = +∞, par minoration (3(a)ii),

lim
x→1+

ζ(x) existe et vaut +∞

ii) Utilisons l’encadrement de la question 3(a)ii : comme x− 1 > 0,

∀x ∈ Dζ , x− 1 + 1
2x−1 6 (x− 1)ζ(x) 6 x

Or lim
x→1

x− 1 + 1
2x−1 = lim

x→1
x = 1. Donc, par encadrement, lim

x→1
(x− 1)ζ(x) = 1.

Conclusion :
ζ(x) ∼ 1

x− 1

c) D’après l’encadrement de la question 3(a)ii, comme lim
x→+∞

1
(x− 1)2x−1 = lim

x→+∞

1
x− 1 = 0,

lim
x→+∞

ζ(x) = 1

4) Fonction de Dirichlet.

a) Soit x ∈ R∗+. La suite (an) définie par an = 1
nx

est positive, décroissante et de limite nulle (x > 0).

Donc, d’après le critère des séries alternées,
∑

(−1)n−1an converge.

La série
∑

(−1)n−1fn converge simplement sur ]0,+∞[.
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b) Soit x > 0. D’après le critère des séries alternées, la limite ` = F (x) est encadrée entre U2n et

U2n+1, où Un =
+∞∑
n=1

(−1)n−1an.

Pour n = 1, il vient
U2 6 F (x) 6 U3

C’est-à-dire
1− 1

2x 6 F (x) 6 1− 1
2x + 1

3x

c) Soit n ∈ N∗ fixé.
D’après le critère des séries alternées, le reste Rn =

∑
k=n+1

(−1)k−1ak est majoré, en valeur absolue,

par le premier terme négligé, an+1 :

∀x ∈ [a,+∞[,
∣∣∣∣∣ζ(x)−

n∑
k=1

(−1)k−1fk(x)
∣∣∣∣∣ = |Rn| 6 fn+1(x) = 1

(n+ 1)x

=⇒ ∀x ∈ [a,+∞[,
∣∣∣∣∣ζ(x)−

n∑
k=1

(−1)k−1fk(x)
∣∣∣∣∣ 6 1

(n+ 1)a (par décroissance de fn+1)

=⇒ ‖ζ −
n∑
k=1

(−1)k−1fk‖∞ 6
1

(n+ 1)a (en passant au sup)

Conclusion : Comme lim
n→+∞

1
(n+ 1)a = 0 (a > 0), par majoration, lim

n→+∞
‖ζ−

n∑
k=1

(−1)k−1fk‖∞ = 0

et ∑
(−1)n−1fn converge uniformément sur [a,+∞[

On a convergence normale pour a > 1, mais pour a ∈]0, 1] il n’y a pas convergence normale, cf 1b et 1c.

d) Pour tout n ∈ N∗, (−1)n−1fn est continue (car fn l’est) sur [a,+∞[, et
∑

(−1)n−1fn converge
uniformément sur [a,+∞[, donc d’après le théorème de continuité des séries de fonctions, F est
continue sur [a,+∞[.
Ceci est valable pour tout a > 0, donc sur

⋃
a>0

[a,+∞[= R∗+ :

La fonction F est continue sur R∗+

C’est une autre façon de rédiger la question. On pouvait évidemment rédiger comme au 1d, et vice-versa.

e) Soit x > 1,

ζ(x)− F (x) =
+∞∑
n=1

1
nx
−

+∞∑
n=1

(−1)n−1

nx

=
+∞∑
n=1

1 + (−1)n

nx
Or

{
1 + (−1)n = 0 si n = 2k + 1 impair
1 + (−1)n = 2 si n = 2k pair

=
+∞∑
k=1

2
(2k)x

= 1
2x−1

+∞∑
k=1

1
kx

Ainsi,
∀x ∈]1,+∞[, ζ(x)− F (x) = 21−xζ(x)
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f) D’après la question précédente, pour tout x ∈]1,+∞[,

(1− 21−x)ζ(x) = F (x)

=⇒ ζ(x) = 1
1− 21−xF (x)

= (1 + 21−x + o
(
21−x

)
)F (x) (car 1

1− u = 1 + u+ o(u) et 21−x −−−−→
x→+∞

0)

Or, d’après 4b,

0 6 2x
[
F (x)−

(
1− 1

2x
)]

6
(2

3

)x
−−−−→
x→+∞

0

Donc, par encadrement, 2x
[
F (x)−

(
1− 1

2x
)]

= o(1), puis

F (x) = 1− 1
2x + o

( 1
2x
)

Ainsi,

ζ(x) = (1 + 21−x + o
(
21−x

)
)F (x)

=
(

1 + 2
2x + o

( 1
2x
))(

1− 1
2x + o

( 1
2x
))

(car 21−x = 1
2x−1 = 2× 1

2x )

= 1 + 2
2x −

1
2x + o

( 1
2x
)

Conclusion : au voisinage de +∞,

ζ(x) = 1 + 1
2x + o

( 1
2x
)

5) Dérivabilité de ζ.
a) Soit n ∈ N∗. Pour tout x ∈ Dζ , fn(x) = n−x = e−(lnn)x donc fn est C∞ sur Dζ et

∀k ∈ N∗, ∀x ∈]1; +∞[, f (k)
n (x) = (− lnn)ke−(lnn)x = (− ln(n))k

nx

b) Question de cours. Soit x > 1 et k ∈ N∗. Posons un = (− lnn)k

nx
et α = x+ 1

2 > 1.

nα|un| = (lnn)knα−x Or α− x = 1− x
2 < 0

= (lnn)kn
1−x

2 −−−−−→
n→+∞

0 par croissance comparée

Donc nα|un| = o(1), puis un = o

( 1
nα

)
. Or

∑ 1
nα

converge (Riemann, α > 1).

Donc par théorème de comparaison,
∑

un converge absolument donc converge.

La série
∑
n

(− lnn)k

nx
est convergente

c) Lors d’une question « à tiroirs » de ce type, il faut bien structurer sa réponse. Ici, vous allez appliquer le
théorème de dérivation terme à terme. Pour ça, vous avez besoin de la convergence uniforme de la série
des dérivées, qui n’a pas été montrée plus haut. Pour ça, vous allez sans doute montrer la convergence
normale de

∑
f ′
n...

Structurez !
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• Convergence normale de
∑

f ′n sur [a,+∞[ : Soit a > 1. Soit n ∈ N∗ fixé,

∀x ∈ [a,+∞[, |f ′n(x)| = lnn
nx

Donc, d’après l’étude effectuée au 1c, ‖f ′n‖∞ = lnn
na

.

Or, d’après 5b avec k = 1,
∑ lnn

na
converge, donc∑

f ′n converge normalement sur [a,+∞[

• Convergence uniforme de
∑

f ′n sur tout segment de ]1,+∞[ : Soit 1 < a < b.

D’après ci-dessus,
∑

f ′n converge normalement sur [a,+∞[, donc normalement sur [a, b],
donc uniformément sur [a, b].
Ainsi,

∑
f ′n converge uniformément sur tout segment de ]1,+∞[.

• Théorème de dérivation terme à terme :
• Pour tout n ∈ N∗, fn est de classe C 1 sur Dζ .
•
∑

fn converge simplement vers ζ sur Dζ d’après 1)a).

•
∑

f ′n converge uniformément sur tout segment de Dζ d’après ci-dessus.
Donc, d’après le théorème de dérivation terme à terme des séries de fonctions,

La fonction ζ est de classe C 1 sur Dζ et ∀x ∈ Dζ , ζ ′(x) = −
+∞∑
n=1

lnn
nx

• Variations de ζ sur Dζ : ∀x ∈ Dζ , ζ ′(x) = −
+∞∑
n=1

lnn
nx

< 0 donc

ζ est décroissante sur Dζ

d) Montrons que ζ est de classe C k sur Dζ pour tout k ∈ N∗, par la même méthode qu’à la question
précédente. Soit k ∈ N∗.

• Convergence normale de
∑

f (k)
n sur [a,+∞[ : Soit a > 1. Soit n ∈ N∗ fixé, d’après a),

∀x ∈ [a,+∞[, |f (k)
n (x)| = (lnn)k

nx

Donc, d’après 1c, ‖f (k)
n ‖∞ = (lnn)k

na
et comme d’après 5b ,

∑ (lnn)k

na
converge,∑

f (k)
n converge normalement sur [a,+∞[

• Convergence uniforme de
∑

f (k)
n sur tout segment de ]1,+∞[ : Comme lors de la question

c),
∑

f (k)
n converge normalement sur tout segment de ]1,+∞[, donc uniformément sur tout

segment de ]1,+∞[.
• Théorème de dérivation terme à terme :
• Pour tout n ∈ N∗, fn est de classe C k sur Dζ .
• Pour tout i ∈ J0, k − 1K,

∑
f (i)
n converge simplement sur Dζ d’après 5b.

•
∑

f (k)
n converge uniformément sur tout segment de Dζ d’après ci-dessus.

Donc, d’après le théorème de dérivation terme à terme (C k) des séries de fonctions,

La fonction ζ est de classe C k sur Dζ et ∀i ∈ J0, kK, ∀x ∈ Dζ , ζ(i)(x) = (−1)i
+∞∑
n=1

lni n
nx
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En conclusion,

La fonction ζ est de classe C∞ sur Dζ et ∀k ∈ N∗, ∀x ∈ Dζ , ζ(k)(x) = (−1)k
+∞∑
n=1

lnk n
nx

Exercice 2 (Centrale TSI 2023, partiel)
1) Si f ∈ E, on a bien L(f) qui est une fonction définie sur R+∗ et à valeurs dans C.

Soit f, g ∈ E et λ, µ ∈ R. Comme E est un C-espace vectoriel, on a bien λf + µg ∈ E.
De plus, par linéarité de l’inégrale généralisée convergente, pour p > 0,∫ +∞

0
(λf(t) + µg(t))e−ptdt = λ

∫ +∞

0
f(t)e−ptdt+ µ

∫ +∞

0
g(t)e−ptdt.

On a donc bien écrit : pour tout p > 0

L(λf + µg)(p) = λL(f)(p) + µL(g)(p).

On a donc l’égalité des fonctions :

L(λf + µg) = λL(f) + µL(g).

Ainsi, L est linéaire.
2) Soit n ∈ N. La fonction fn est polynomiale, donc continue sur R+. De plus, si p > 0, alors par

croissances comparées :
tne−pt/2 −→

t→+∞
0,

donc
tne−pt/2 = o(1),

donc
tne−pt = tne−pt/2e−pt/2 = o

(
e−pt/2

)
.

Or, la fonction t 7→ e−pt/2 est intégrable sur R+ (intégrale de référence, vu que p2 > 0).

Par comparaison de fonctions intégrables, la fonction t 7→ tne−pt est donc intégrable sur R+. L’intégrale∫ +∞

0
|tn|e−ptdt converge donc.

Ainsi, fn ∈ E.

3) On utilise le théorème d’intégration par parties généralisé avec v : t 7→ tn et u : t 7→ −1
p
e−pt. Ces

fonctions u, v sont bien de classe C1 sur R+, on a par croissances comparées u(t)v(t) −→
t→+∞

0 et l’on a

u′ : t 7→ e−pt et v′ : t 7→ ntn−1. Remarquons qu’alors [u(t)v(t)]+∞0 = 0.
On a alors (la première intégrale convergeant, ce qui assure la convergence de la deuxième)

Fn(t) =
∫ +∞

0
u′(t)v(t)dt = 0−

(
−n
p

)∫ +∞

0
tn−1e−ptdt,

soit
Fn(p) = n

p
Fn−1(p).

4) On fixe p > 0, et on montre le résultat demandé par récurrence simple sur n.

Initialisation : Pour n = 0, on a immédiatement par le cours F0(p) =
∫ +∞

0
e−ptdt = 1

p
= 0!
p0+1 .

Soit n > 1, supposons que Fn−1(p) = (n− 1)!
pn

. On a alors par la relation précédente :

Fn(p) = n

p
· (n− 1)!

pn
= n!
pn+1 .

On a donc bien démontré par récurrence simple que pour tout n > 0 : Fn(p) = n!
pn+1 .
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5) La fonction t 7→ e−a+ibt est bien continue, comme exponentielle complexe d’une fonction continue. Soit
p > 0, on a

|fa,b(t)|e−pt = e−(a+p)t.

Or, comme a > 0 et p > 0, on a a+ p > 0. Ainsi, l’intégrale
∫ +∞

0
|fa,b(t)|e−ptdt converge (intégrale de

référence), donc fa,b ∈ E.
On a ensuite par primitivation directe, pour A > 0 :∫ A

0
fa,b(t)e−ptdt =

∫ A

0
e−(a+p−ib)tdt =

[
− 1
a+ p− ib

e−(a+p−ib)t
]A

0
= 1− e−(a+p−ib)A

a+ p− ib

Or, on a
|e−(a+p−ib)A| = |e−(a+p)Ae−ibA| = e−(a+p)A,

et comme a+ p > 0, on a e−(a+p)A −→
A→+∞

0, donc par passage à la limite lorsque A→ +∞ :

Fa,b(p) =
∫ +∞

0
fa,b(t)e−ptdt = 1

a+ p− ib
.

6) On a pour t ∈ R, par les formules d’Euler :

ga,b(t) = e−at
eibt + e−ibt

2 = 1
2 (fa,b(t) + fa,−b(t))

Ainsi, ga,b = 1
2fa,b + 1

2fa,−b

On obtient de même ha,b = 1
2ifa,b −

1
2ifa,−b.

Comme fa,b et fa,−b appartiennent à E et comme E est un C-espace vectoriel, alors ga,b et ha,b
appartiennent à E.
On a alors par linéarité de L :

Ga,b(p) = 1
2Fa,b(p) + 1

2Fa,−b(p)

= 1
2

( 1
a+ p− ib

+ 1
a+ p+ ib

)
= a+ p

(a+ p)2 + b2

On obtient de même

Ha,b(p) = 1
2iFa,b(p)−

1
2iFa,−b(p)

= 1
2i

( 1
a+ p− ib

− 1
a+ p+ ib

)
= b

(a+ p)2 + b2

Remarque : on aurait aussi pu démontrer, en utilisant la linéarité de L, que pour une fonction f ∈ E,
L(Re(f)) = Re(L(f)) (idem pour la partie imaginaire), puis observer que ga,b = Re(fa,b) et ha,b =
Im(fa,b).

7) Soit f : R+ → C continue et bornée. Comme f est bornée, il existe M > 0 tel que pour tout t > 0 :
|f(t)| 6M .
On a donc pour tout t ∈ R et p > 0 :

|f(t)|e−pt 6Me−pt.

Or, l’intégrale
∫ +∞

0
Me−ptdt converge, donc par comparaison de fonctions positives l’intégrale

∫ +∞

0
|f(t)|e−ptdt

converge.
Ainsi, f ∈ E.
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8) La fonction exponentielle (exp) est bien continue, or pour p = 1
2 , l’intégrale∫ +∞

0
ete−t/2dt =

∫ +∞

0
et/2dt

diverge (intégrale de référence).
On vient donc de trouver une fonction continue sur R+ qui n’appartient pas à E : la fonction expo-
nentielle.

9) On applique le théorème d’intégration par parties pour à f et à v : t 7→ e−pt. Ces deux fonctions sont
bien C1 sur R+, on a v′ : t 7→ −pe−pt et par hypothèse on a bien f(t)v(t) −→

t→+∞
0.

On a notamment, comme v(0) = 1, [f(t)v(t)]+∞t=0 = −f(0).
Alors, toutes les intégrales écrites ici convergeant :∫ +∞

0
f ′(t)e−ptdt = [f(t)v(t)]+∞t=0 + p

∫ +∞

0
f(t)e−ptdt.

soit exactement
L(f ′)(p) = pL(f)(p)− f(0).
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