Lycée St Joseph Pour le jeudi 12 novembre 2020
Classe de PC

Devoir de Mathématiques numéro 2

Correction

Exercice 1

+oo 2
Pour tout € R, on pose F(x) = / exp <— (tz + ;)) dt.
0

2
1) Majorons exp ( <t2 + j;) indépendamment de z : Soit € R et t €]0, +o0].

t2>O:>l>0
t2
2

:>t—2>0 Car 22 >0

2 2 2
— — t+t7 < —t
2, 7 —t?
= exp | — t+t7 <e

vt e [0,+oof, p(t)=e"

Posons

2

Montrons que ¢ est intégrable sur [0, 4o00[ : La fonction ¢ est continue sur [0, +o00].

Etude en 400 :

t

1
Par croissance comparée, t2e” RN 0, donc ¢(t) = 0( )
t—+00

2
+oo 1
Or / o) dt converge (Riemann, a = 2 > 1). Donc, par théoréeme de comparaison,

La fonction ¢ est intégrable sur [0, +00]

Montrons que F' est continue sur R : Soit I =|0, +o0[, D = R et, définie sur D x I,

h(z,t) = exp (— <t2 + jj))

e Vt € I, la fonction x — h(x,t) est continue sur D.

e Vz € D, la fonction t — h(z,t) est continue par morceaux sur I.

e La fonction ¢ : I — R, définie ci-dessus par ¢(t) = e est intégrable sur [ et, d’apres
ci-dessus,

Vwt) e Dx T,  0<h(zt) < ()

Donc, d’apres le théoreme de continuité sous le signe somme,

‘F est définie et continue sur R ‘
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Parité : Soit « € R.

Donc

2) Soit 0 < a <b: [a,b] C R*. Montrons que F est ¢ sur [a, b].
) 2
Majorons t—f exp <— <t2 + Z)) indépendamment de x : Soit x € [a,b] et t €]0, +o0].

1
t2>0:t—2>0

a? x? b2

:>t72<t72<t72 Car0<a<z<b

2 2
T a 2¢ _ 2b
2 2b a

Posons

2
Vt €]0, 400, ¥(t) = i—gexp (— <t2 + ;))

Montrons que 1 est intégrable sur |0, +oo[ : La fonction 1 est continue sur |0, +00].

a2

) 2b _a?
e Etude en 0 : 9(t) ~ e 2

1
Quand t — 0, u = 2 tends vers +00. Or lim 2bue " = 0 par croissance comparée.

U——+00
Donc %in% ¥(t) = 0. Ainsi, 1) est prolongeable par continuité en 0.
—}

1
Par conséquent / ¥ (t) dt converge car faussement généralisée.
0

e Etude en 400 :
Pour tout t > 1,
2b

_42 _ 42
0<1/J(t)<t—26t < 2be”!

+00 +oo
Or / e dt converge d’apres 1). Donc, par théoreme de majoration, / ¥ (t) dt converge.
1 1

Conclusion :

La fonction v est intégrable sur |0, +-o00[

Montrons que F est €' sur [a, D] :
Posons D = [a, b], I =]0,+00[ et h comme ci-dessus.

e Vt € I, la fonction  — h(zx,t) est de classe €' sur D;
e Vx € D, la fonction ¢t — h(x,t) est intégrable sur I (d’apres 1));

oh 2z —(t2+ﬁ)
la fonction ¢ — a—(m, t) = ¢ ) est €° donc continue par morceaux sur 1.
x



2b 2
e Soit ¢ : I — R définie par p(t) = 2 eXP (— <t2 + ;)) La fonction ¢ est intégrable sur [

d’apres ci-dessus et, toujours d’apres ci-dessus
oh 2z 5 22
V(x,t) € D x I, (%(x,t)‘:ﬁexp (— (t +t2>> < Y(t)

Donc, d’apres le théoréme de dérivation sous le signe somme (ou théoréme de Leibniz), il vient

+oo 9 2
F est €1 sur [a,b] et F'(z) :/ ——‘Texp (— <t2 + ;)) dt.

0 t2

Ceci est vrai pour tout [a,b] C RY, donc sur U la,b] =R :
0<a<d

oo 9 2
F est €' sur R’ et F'(z) = /0 _t%: exp (‘ (tz + fz)) dt.

i 1
On cherche un changement de variable qui laisse inchangé 10,400 : il y a u = s On essaye, on ajuste.

Deviner un changement de variable est une question relativement délicate, mais comme je vous l’ai déja dit, je
suis la pour répondre auxr questions si vous étes bloqués.

Soit « > 0. Effectuons le changement de variable u = ¢(t) = %
La fonction ¢ est €, strictement décroissante et bijective de R dans R’ .

x x
De plus, du = 2 dt, t = —. Et ¢ envoie 0 sur 400 et +00 sur 0 (bornes).
U
s P . .y oo 2p 9 22
Donc, d’apres le théoreme de changement de variable, les intégrales / —z exp|—t°+ 2 dt
0

+oo €T 2
et — / 2 exp (— <() + u2>) du sont de méme nature, donc convergente d’apres 2), et
0 U

F’(x):/OJroo—i;;exp (— (tz—i-fj)) dt
:—/0+002exp (— ((z)2+u2)> du

= —2F(x)

Ainsi

La fonction F est solution de ¢ + 2y = 0 sur RY.

Les solution de I’équation différentielle 4" + 2y = 0 sont les f telles que
Vo >0, f(z)=Ce™2®

Donc, pour tout > 0, F(z) = Ce %* avec C' € R une constante.
. oo —¢2 ﬁ . . s .
Or F est continue sur R et F(0) = e " dt = 5 (exercices 1 et 2 de la feuille d’exercice de la
0
semaine — ce n’est pas a connaitre par coeur). Donc
C = lim Ce=2 = p(0) = YT
z—0 2

Nous savons de plus, d’apres 1), que F est paire. Ainsi,

e siz >0

Ve
2

F(z)= ﬁ 2

siz <0

On remarque que F n’est pas dérivable en 0.
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Exercice 2 (d’apres CCP MP 2020)

1) Informatique.
(

| |def cantor(n, x):
2
3
4
5
6
7 if n == 0:
8 return x
9 if x <= 1/3:
10 return cantor(n-1, 3%*x)/2
11 elif x < 2/3:
12 return 1/2
13 else:
14 return (1 + cantor(n-1, 3%x-2))/2
_ J

2) La syntaxe utilisée pour obtenir ces tracés peut vous intéresser, elle est sur ma page web.

1.0p 1.0p
— £ — Jfo
gl — O osll — &
— f — f
— I3
0.6 0.6 f
fs
0.4} 04t — fs
— fz
0.2f oall 7 5
— fo
0.0 . o,oW . . . . )
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
(a) Tracé pour n € {0,1,2} (b) Tracé pour n € [1,9]

FIGURE 1 — Tracé des courbes représentatives de f,.

Pourn=1:
3z/2 six<1/3
Vo € [0, 1], filz) = 1/2 sil/3<x<2/3
(3z—1)/2 si2/3<2/3

3) Montrons par récurrence que la propriété :

1
Moo Vo €[0,1], [fan(2) = ful@)l < 550

est vraie pour tout n >

0.
e Hy: Pour z € [0,;],f1(x)—fo(x)——:r—x€

1 2 1
Pour z € } 3'3 [, filx) = folx) == —x € {, ], donc la majoration est vraie.

2 1
Pour z € {3, 1], fi(z) = fo(z) = -z = € [—6, O}, donc la majoration est vraie.

Ainsi, Hg est vraie.
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o H, = Hpy1 : Supposons H,, vraie.

1
P € 0,=1,
our x { 3]

| frr2(z) = for1(z)] = | fry1(32) /2 — fn(3x)/2] Par définition
1 1
< w— -
S5 X g gt (7n)
12 1 1 . . .
Pour z € } 33 [, fot2(x) = foga1(z) = 3 5= 0, donc la majoration est vraie.

P
P e |21,
our r |:3 :|

1+ o132 —2))/2 — (1 + fu(3z —2))/2|  Par définition
|fn+1(3$ - 2) - fn(gfl: - 2)’

X oo (Hn)

|fn+2(x) - fn+l($)| =

1
2
1
2

Donc Hy 41 est vraie.

1
ion : = v 4l [n T S 3 gnt
e Conclusion : (Vn >0 Vz € [0,1], |fo+1(z) — fu(x)] 3 % ontl

4) D’aprés 3), |fn+1 — ful| est bornée sur [0,1] (ce que l'on sait dés que l'on montre que les f, sont
continues sur le segment [0, 1]), et

1
||fn+1 - fn”oo < W

Ainsi, la série de fonction de terme général u,, = f,+1 — f, est normalement convergente, donc unifor-
mément convergente sur [0, 1].

N
De plus, Z fo+1 — fn = fn+1 — fo, donc

n=0

‘ La suite de fonction (f,) converge uniformément sur [0, 1] ‘

5) Continuité des f, : Montrons par récurrence que la propriété :

Hyn:  fn est continue sur [0,1], f(0)=0 et f(1)=1

est vraie pour tout n > 0.
e Hy : est vraie car x — x est continue sur [0, 1] et vérifie les égalités demandées.
12
e H, = Hyy1 : Supposons H,, vraie. Par continuité de f,, fn4+1 est continue sur [0, 1]\{5, g}

1 1
Ena=: lim fot1(z) = 5 (fonction constante), et
z—31

lim ) fnJrl(l') = }jl_)rnl fn(‘r)/2

1
T 3,283

= fn(1)/2 Par continuité de f,, en 1
1

= — n -+ Jn =1
5 Hn : fu(1)

. 1
Donc f,41 est continue en x = §
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2 1
En x = 3 de méme : lim fp41(z) = 3 (fonction constante), et

xﬁ%,x2§
= (1+ fn(0))/2 Par continuité de f, en 0
1
. 2
Donc f,41 est continue en x = 3"

De plus, fr41(0) = fu(3x0)/2=0¢et for1(1) = (1+ fu(3-2))/2=1.
Donc H, 41 est vraie.

e Conclusion :

Vn >0 f, est continue sur [0,1], f(0)=0 et f(1)=1

Continuité de f

e Pour tout n € N, f,, est continue sur [0, 1] d’apres ci-dessus.
e D’apres 4, (f,) converge uniformément sur [0, 1]

Donc, d’apres le théoréme de continuité,

‘ La limite f de la suite des (fy,) est continue sur [0, 1] ‘

6) e Croissance : Montrons par récurrence que la propriété :
Hp @ fn est croissante sur [0,1] et f,(]0,1]) = [0, 1]

est vraie pour tout n > 0.
e Ho : Comme fo=id gy}, Ho est vraie.
e H, = Hp+1 : Supposons H,, vraie.
o Pour z € [0,1/3], fn41 est croissante par croissance de f,, et fpi1(z) = fn(3x)/2 < 1/2.

o Pour x €]1/3,2/3[, fn+1(x) = 1/2 est supérieur & f,,11(y) pour y € [0,1/3], donc f, 41 est
croissante sur [0, 2/3].

o Pour z € [2/3,1], fo+1(z) = (1 + fn(3z — 2))/2 est supérieure a 1/2 donc a tout fr4+1(y)
avec y € [0,2/3]. De plus, par croissance de f,, sur [0, 1], f,+1 est croissante sur [2/3,1].
Donc fp4+1 est croissante sur [0, 1].

Par conséquent, f,41 est & valeurs dans [f,+1(0), fn+1(1)]. De plus, d’aprés 5, fr,1+1(0) =0
et fnt1(1) = 1. Donce f,+1([0,1]) = [0, 1].
Donc Hy,41 est vraie.
e Conclusion : ¥n > 0 f, croissante sur [0, 1] et d’image [0, 1].
Ce qui entraine
Viz,y) € 0,1  (@<y=VYneN [fu(z)<fuly))

D’ou, par passage a la limite (convergence simple),

V(z,y) € [0,1]  (z<y= f(x) = lim fo(z) < lim fu(y) = f(y))

n—-+4o0o n—-+4o0o

Donc

‘La fonction f est croissante sur [0, 1] ‘

e Image : De plus, d’aprés 5), Vn € N, £,,(0) = 0 donc, par passage a limite, f(0) = lim f,(0) =0.

n—+oo
De méme f(1) = 1. Or d’apres ci-dessus f est croissante. Donc
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‘La fonction f est a valeurs dans [0, 1] ‘

e Surjectivité : f est continue, donc, d’apreés le théoreme des valeurs intermédiaires, tout ¢ €

7) a)

b)

d)

[£(0), f(1)] = [0,1] admet au moins un antécédent. Donc

‘ La fonction f est surjective de [0, 1] dans [0, 1] ‘

C 1 2 C, 2
L’union définissant C), 11 est disjointe : ?n C {0, 3} donc (3 + 3") C {3, 1} et

TGS el -0
Comme ¢(C,,/3) = £(C},)/3 et £(x + I) = (1), il vient
U(Cryr) =1 (i”) ny (g i C:;n)

()
_ %e(cn)

Ainsi

2 2\ 7
¥n € N, U(Cpp1) = 30(Cn) et Cp = (g)

Or, pour tout couple d’ensembles (A, B) admettant une longueur, si A C B alors {(A) < ¢(B)
(car B = AU (B\A), union disjointe, et qu'une longueur est toujours positive).
Comme pour tout n € N, C' C C,,, il vient

vneN, 0<C)< (2)"

Par encadrement,

Par récurrence.

Par récurrence et par construction de f,.

Soit n € N. Sur chacun des intervalles ouverts de C),, f, est dérivable de dérivée nulle. Montrons
que, pour tout k > n, fi est constante sur les intervalles ou f,, est constante.

On en déduit, en passant a la limite, que f est constante sur chacun des intervalles ouverts de
C.,, donc dérivable de dérivée nulle.

Soit x € [0,1] et € > 0. Comme {(]Jz — eps,x + €[) = 2¢ > 0, |x — eps, z + [N([0, 1]\C) # 0.
1

1
Pour tout n € N*, on choisit =, €]z — —, z + —[N([0, 1]\C). Par construction, lim =z, = z.
n n n—+00

Et, pour tout n € N, x,, ¢ C, donc dans un petit intervalle ou f' = 0. D’ou f'(z,) = 0.
Si f’ est continue, f'(z) = lim f'(z,) =0, et donc f' = 0.
n—-+00

Donc f serait constante sur [0, 1], or f(0) =0 # 1 = f(1) : c’est absurde.
Ainsi, f n’est pas €.



