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Pour le jeudi 12 novembre 2020

Devoir de Mathématiques numéro 2

Exercice 1
+o00 3:.2
Pour tout z € R, on pose F(z) = / exp [ — [+ 2 dt.
0

1) Montrer que la fonction F': x — F(x) est continue sur R. Parité.

2) Montrer que F est de classe €' sur R% et déterminer sa dérivée. Indication :
intervalle [a,b] C R7 .

On se placera sur un

3) Montrer que F' est solution d’une équation différentielle sur R* . On pourra utiliser un changement de
variable.

4) En déduire une expression de F' sur R a laide de fonctions usuelles.

Exercice 2 (Escalier de Cantor)
On note fy la fonction définie sur [0, 1] par fo(z) = x. On pose

Fu(32)/2 sia e o, iﬂ
VHEN, Vo € [0’1]7 fn+1($): 1/2 six e ;,i[
(1+ fa(Br—2))/2 size ; 1}

1) Informatique. Ecrire en Python une fonction récursive cantor (n, x) qui renvoie la valeur de fn(zx).
2) Représenter l'allure graphique des fonctions fy, f1 et fa.

3) Pour tout n € N, démontrer que

1

Ve e[01],  fani(@) = ful@)l < g5

4) En déduire que la suite de fonction (fy,)nen converge uniformément sur [0, 1].
Indication : On pourra étudier la convergence normale d’une série télescopique bien choisie.
La limite de la suite (f,) est notée f. On lappelle la fonction de Cantor-Lebesque.
5) Démontrer que la fonction f est continue sur [0, 1]
6) Démontrer que la fonction f est a valeurs dans [0, 1], et croissante. Puis qu’elle est surjective de [0, 1]

dans [0, 1].

I b
7) Questions bonus. Si I = [a,b] C R, notons 3= B, 3

Définissons par récurrence une suite de parties de [0, 1] :

] et, si x € R, notons x + I =[x + a,z + b].

W, (2. Cu
Co=[0,1], et VneN, an:CU<+C>

3 3 3

On pose de plus
C=()Cn

neN
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a)

b)

d)

Si I =Ja,b] (ou ]a,b|, [a,b], etc.)) est un intervalle, on pose £(]a,b]) = b — a la longueur de I.

Si X = I UJ est une union disjointe d’intervalles, on note ¢(X) la longueur de X définie par

UX)=L4(I)+£(J).

Si X = U I,, est une union disjointe d’intervalles, on définit ¢(X), la longueur de X, comme la
neN

+oo
somme des longueurs des intervalles : £(X) = ¢ ( U In> = Z 0(1,).
neN n=0
On admet que ¢(C) existe (cf. . le cours sur les tribus, & venir, et la question suivante). Une
longueur est toujours positive.

l (U In) = +f:oz(fn).
n=0

neN
2
Montrer que, pour tout n € N, £(Cy41) = gﬁ(Cn). En déduire ¢(C).

Montrer que, pour tout n € N, [0, 1]\C}, est une union d’intervalles ouverts.
Pour tout n € N, montrer que f,, est constante sur chaque intervalle de [0, 1]\C),.

En déduire que f est dérivable, et de dérivée nulle, sur une union d’intervalles ouverts de [0, 1]
de longueur 1. Est-ce que f est €' sur [0,1]?



