Lycée St Joseph Pour le jeudi 2 octobre 2025
Classe de PC

Devoir de Mathématiques numéro 1

Correction

Exercice 1 (Concours licence 2025)
1) En 0 : cotan (x) = cos(z) o L

sin(z)  a’

En z = 7w + h, cotan (x) = cotan (7w + h)
cos(m + h)
sin(m + h)
—cos(h)
—sin(h)
cos(h)

sin(h)

~or

S| =

1

Xr—T

Donc cotan (x) ~

2) (a) La fonction g : = — f(z)f'(x) cotan (7z) est continue donc continue par morceaux sur |0,1]
comme composée de fonctions continues.

Etude en 0 : f(z) = £(0) 4+ zf'(0) + o() et f'(z) = f'(0) + o(1). Donc
=xzf'(0) + o(z)

() = (&f(0) + o)) (f(0) + o(1)) cotam ()
= @0+ ofa)) (- +o(3))
= P02 /x4 o(1)

Ainsi lin% g(x) = f'(0)* /7. Par conséquent g est prolongeable par continuité en z = 0.
T—

/
Donc /01 i g(t) dt converge.
Etude en 1 : Posons z = 1 — h. La situation est la méme :
g(1—h) = f(1 —=h)f'(1 — h)cotan (r — mh)
= [f(1) = hf' (1) + o(h)] [f'(1) + 0(1)] [ - cotan (xh)]
= [nf/(1)? + o(h)] Llh - o(}ll)]
= f'(1)*/m +o(1)

Ainsi }llin%) g(1 — h) = f'(1)*/7. Par conséquent g est prolongeable par continuité en z = 1.
H

1

Donc g(t) dt converge.
1/2

Conclusion :
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‘ L’intégrale I est bien définie ‘

(b) Effectuons une intégration par parties : posons

u= f*(x) u' = 2f"(z) f(x)

v = cotan (7z) "= —7(1 + cotan (7x))

En z =0, un DL donne

uv = f?(z) cotan (7z)
2

o [ o]
= zf'(0)*/7 + o(z)
donc lim uv = 0 (et existe).
z—0
De méme, en z = 1+ h, uv = hf'(1)?/7 + o(h) et li_>H11uv =0.

Donc, d’apres le théoreme d’intégration par parties, /

1 1
u'v et / uv’ sont de méme nature.
0 0

1
Or / w'v = 2I converge d’aprés 2.a, par conséquent les intégrales convergent. Et le théoréme

0
d’intégration par parties donne

2T = [uv]} — /01 u' = W/()l(f($))2(1 + Cotan2(7m:)) dz

(¢) La fonction g : z — (f'(z) — 7 f(z) cotan (7r:l;))2 est continue sur |0, 1.
Un DL en z = 0 donne, comme a la question 2a,
f(x) cotan (rx) = f(0)/7 + o(1)

Donc g prolongeable par continuité en = 0 par g(0) = (f'(0) — f(0))? = 0.
De méme en = = 1, f(z) cotan (mz) = f/(1)/7 +o(1) donc g prolongeable par continuité en x = 1
par g(1) = 0.

1
Ainsi, / g(x) dz est faussement généralisée, et
0

L’intégrale J est bien définie

(d) Attention! Lorsque vous utilisez la linéarité de l'intégrale, vérifiez que toutes les intégrales convergent.

J= / — 7 f(z) cotan (773:))2 dx
= / f'(x)? = 2w f(z) f'(2) cotan (mz) + 72 f(x)? cotan % (rz) dx
0
1
L’intégrale / f (37)2 dx est sur un segment, donc convergente, et 2wl converge d’apres 2a.
0

1
Donc / T2 f (.%')2 cotan ?(7x) dz converge comme somme d’intégrales convergentes. Et il vient
0

J= /01 f(z)? dz — 27r/ f(x)f'(z) cotan (rx) dx +/ (z)? cotan ?(7z) dz
= /1 f'(x)? dz — 7r2/ f(2)%(1 + cotan ?(7z)) da + / 72 f(x)? cotan ?(rz) dz  (d’apres 2b)
0 0 0

= [[apar - [ @
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De plus, par positivité de l'intégrale, J > 0. Ainsi,

1

T2

1 1
[ w@Par < [(F@)

3) On résout I’équation différentielle. Une primitive de z — mcotan (mz) sur ]0,1[ est  — In(sin(7x))
(sin(mz) > 0). D’oti, avec C' € R une constante,

v €]0,1], y(z) = CetT) = Cgin(rx)

Ainsi I'ensemble des solutions de ’équation différentielle est

‘5”2{:z+—>08in(7m) ] CER}‘

1 1 1
4)SmthEtdqua/(f@»2¢r:4§/mU%@fdm
0 7= Jo
D’apres le calcul de la question d, J = 0.
Or z +— (f'(z) — nf(z) cotan (7z))? est continue sur ]0,1[, et positive.
Donc, d’apres le théoreme de I'intégrale nulle et de la fonction nulle,

vz €]0,1], (f'(z) — nf(z)cotan (7x))? = 0

Ce qui signifie que f est solution de 1’équation différentielle précédente. Ainsi, f(z) = C'sin(7x) pour
tout  €]0, 1] pour un C € R fixé.
Par continuité de f en 0 et en 1, il vient

Vo € [0,1], f(z) = Csin(nz)

On remarque que f ainsi définie est bien €, et vérifie f(0) = f(1) = 0. Donc f € E, il n’y a pas de
contradiction.

Réciproquement, si f : [0,1] — R définie par f(z) = C'sin(rz). On a f € E, et f'(x) = nC cos(rz),
puis, avec le changement de variable u =1 — z,

1 0 1,
/0 f(z)? d:c:/1 C? cos(mu)?(—1) du:P/O f(u)? du

Ainsi, les fonctions vérifiant 1’égalité sont exactement les

’ f:[0,1] — R définie par f(z) = C'sin(7x), ou C € R. ‘

Exercice 2 (d’apres PT C 2018)
Partie 1 (Préambule)

1) Pour tout k € N, comme |¢?| = 1 pour tout 0 € R,

b , b
L[ wea <o [Ir)a

) 1
Or lim — =0, donc, par encadrement,
k——+o0

k—+o0

1t ,
mlg/fwwﬁazo
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2) Soit k € N*. Intégrons par parties :

ikt b ikt
j f(t)e*t dt = [f(t)eik] -/ f' () elk dt
_ eikb eika 1 , .
= 1O~ fla) T -5 o Frt)e™ dt
Dot
(1) et | < !fg))\ fT okt gy

Or d’apres a), lim Z / f'(t) e** dt = 0, donc par encadrement

k—4o00

b .
lim / f)e*dt=0

k—+o0 Jq

Partie 2
1) a) Soit n € N* fixé.
[ - R

10, 7/2
La fonction f, : { sin(2nt) est continue donc continue par morceaux sur |0, 7/2].

t
tant

, 2nt
Etude en 0 : fp(t) ~ Tn =2n (# 0 car n > 1). Donc }in% fn(t) = 2n et f, est prolongeable par
_>

continuité en ¢ = 0 donc / ! fn(t) dt converge.
0
Etude en ~ : Soit t = — — h.
2 2

(50 -

sin(h)
cos(h) h—o0

= (=1)""!sin(2nh)

- x
Donc f, est aussi prolongeable par continuité en ¢ = 5 et / ’ fn(t) dt converge.

Conclusion :

tant

3 sin (2nt
I, = /2 M dt converge
0

b) Calculons I; : pour tout t € {O, ;},

sin(2t)  sin(2t)cost

tant sint
2sintcos? t
- sint
=2cos’t

=cos(2t) +1

INIE

in(2
Donc I1 = [sm( 2 +t}

(e}
Nk
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c) Sil’on note Zm (z) la partie imaginaire d’un complexe z, on a :
sin ((2n +2)t) —sin (2nt) = Im (62("+1)it - eQ”it>
avec
p2(n+1)it _ 2nit _ (2n+1)it (eit . e—it)
=2(—sin((2n+1)t)sint +icos((2n + 1)t)sint)

donc

’ sin ((2n 4 2)t) —sin (2nt) = 2cos ((2n + 1) t) sin t. ‘

d) On en déduit, pour n € N*, par linéarité de I'intégrale :

I —1I, = /2 2cos ((2n + 1) t) cost dt.
0
Mais par un calcul analogue au précédent :
2cos ((2n + 1) t) cost = cos ((2n + 2) t) + cos (2nt)

donc, comme 2n # 0 et 2n 4+ 1 # 0,

VB

sin ((2n+2)t)  sin (2nt)
2(nt1) | 2m

In+1 - In =

ce qui prouve que la suite (In)neN* est constante.
Avec la question (b), on peut conclure que

‘La suite de terme général I,,, n € N*| est constante égale a /2. ‘

sin (pt)
t
fonctions dont le dénominateur ne s’annule pas, et se prolonge par continuité en 0 avec la valeur p.

2 sin (pt
L’intégrale /2 M
0
C’est vrai notamment pour p = 2n avec n entier naturel non nul ou pour p = 1.

s
2) Pour p entier naturel non nul, la fonction ¢ — est continue sur ] 0, 2] comme quotient de telles

dt est donc convergente, car faussement généralisée.

‘Les intégrales considérées sont convergentes. ‘

3) Comme différence de telles fonctions, ¢ est de classe C! sur }O, g [

Prolongement par continuité :

m T 1 cost
En—-:P tout ¢ — t) = —— .
e En 5 : Pour tou 6}0,2[, o(t) P

. 2 L T 2
Donc lim ¢(t) = — : ¢ se prolonge par continuité en 5 avec la valeur —.
i 7

us
t—>Z

e Eno0: pourtoutte}o,;[,

Ctant—t  t+b5 o) —t L 4o(t?)

t) = = =
#) = ant ttant ttant
i ¢
Ainsi p(t) ~ % =3 P 0 : ¢ se prolonge par continuité en 0 avec la valeur 0.
_>
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~ . us
La fonction ¢ se prolonge en une fonction @ continue sur [O, 2].
~ PR ™
Caractére €' : Nous allons appliquer & @ le théoréme du prolongement 4! en 0 et en 5

™
Pourt € |0, =
our 6],2{,

N,(t)_—1 1+tan®t 1 1
2 tan?t tan2t 2’
oEng:
4
lim @' (t)=1- —
tgﬁ%so() =

t3
e En0: (t—tant) ~ 3 et (t + tant) ~ 2t donc

1 1 (t—tant)(t+tant) —45 x2t -2

tan?t 12 t2 tan? t 43
donc 5 1
limg (t)=1—-==-.
tgr(l)cp () 3 3

T
Donc, d’apres le théoreme de la limite de la dérivée appliqué en a =0 et a = 5

Le prolongement @ est de classe C! sur {0, 721

4) Puisque @ est Ct sur {0, ﬂ , il découle du préambule que la suite de terme général

ap = /2 @ (t) e dt
0

converge vers 0, et la suite extraite (as,), également. Il est en de méme de la suite de terme général
(Zm (agy)) car 0 < |Zm (a2,)| < |agn|. Or

jus

Tm (asn) = /0 * 5 (t)sin (2nt) dt = J,, — I,

donc

lim (J,—1,)=0

n—-+0o

. sint . . s
5) a) La fonction t — e est continue donc continue par morceaux sur 3 +00|.

B 1
Etude en 400 : Posons u : ¢t — n et v :t— —cost. Ce sont deux fonctions € sur B, —1—00[ et

telles que le produit uv admette des limites finies (nulles) aux bornes de 'intervalle.

) 1 1

u(t) = = ——

vVt € [;T,—l—oo[, t t2
v(t) =cost  '(t) = —sint

:\
—~

o~
S~—

I

+o0 +o0o
D’apres le théoreme d’intégration par parties, les intégrales / u(t)v'(t) dt et / o (t)v(t) dt

us sy

2 2
sont de méme nature.

Or [ (tyo(t)] = |2

t2
o= 2.

dt

1 +oo
< 2 et l'intégrale de Riemann / ry converge pour « > 1 donc pour
1
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b)

Dong, par théoreme de majoration,

est absolument convergente donc convergente.

Donc le théoréme d’intégration par parties nous donne

L, +0 sint
L’intégrale / T dt est convergente.

uy

2

s
La fonction ¢t — w = 2nt est une bijection C! strictement croissante de ]O, ] sur |0, n7], donc

par théoréeme de changement de variable :

nTosin u
Jn :/ du.
0 U
+° sint

Puisque / — dt est convergente, par composition de limites, on a bien :
0

+o0 sint
lim J, = / g
n—4o0o 0 t

D’apres la question 1.(d), on peut écrire :
T

donc, d’apres les questions 4 et 5.(b) :




