Lycée St Joseph Pour le jeudi 4 octobre 2024
Classe de PC

Devoir de Mathématiques numéro 1

Correction

Exercice 1 (CCINP PSI 2024)
1) Soit 2 € R. Notons f :]0, +0o[— R, la fonction continue définie par f(t) = t* e~

e Etude en 400 : Par croissance comparée,

th(t) — tw—i—le—t m 0

Donc t2f(t) = o(1), et ainsi
1
) = o(5)

t2

+oo

Or / 2 dt converge (Riemann, a = 2 > 1), donc par théoréme de comparaison (fonctions
1

positives),

“+oo
f(t) dt converge
1

e Etude en 0 : En 0, e* =1+ o(1), donc

fO) ~ 7 = o

11
Or / o dt converge si et seulement si « < 1 (Riemann), ce qui équivaut a = > 0.
0

Donc, par théoreme de comparaison (fonctions positives),

1
/ f(t) dt converge si et seulement si z > 0
0

e Conclusion

—+00
/ t*~Le~t dt converge si, et seulement si, z > 0.
0

2) Soit > 0. Effectuons une intégration par parties dans 'intégrale I'(xz + 1). Posons, pour tout ¢t € R* ,
u(t) =t* v(t) = —e7t
u(t) = ot ! V'(t) =e
Les fonctions u et v sont €' sur R’ . Par croissance comparée,

lim wu(t)v(t) =0

t——+o0

Et, en 0, u(t)v(t) ~ t* donc, comme z > 0,

lim u(t)o(t) = 0
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Ainsi, d’apres le théoreme d’intégration par parties, les intégrales /

R}

uv' et / u'v sont de méme
R*

+
nature — convergentes d’apres la question 1. De plus,
“+o0o
Dz +1) :/ tYetdt
0
“+o0o
= [u(t)o(t)]T> — / 27 (—et) dt
0
=zl (2)
Conclusion :
Vo >0, T(z+1)=al(z)]
Montrons par récurrence que la propriété :
Hp: I'(n)=(n—1)!
est vraie pour tout n > 1.
e Hi:0l=1, et
ni .
r() = / et = [—e e =1
0
Donc H;.
o H, = Hpy1 : Supposons H,, vraie.
I'(n+1) =nl'(n) D’apres ci-dessus
=nx(n—1)! D’apres H,y,

=nl!

Donc H,41 est vraie.

e Conclusion : |Vn>1 TI'(n)=(n— 1)!‘

3) Montrons par récurrence que la propriété :

est vraie pour tout n > 0.

e H, : Montrons Hg, c’est-a-dire

I'(1/2) = /;oo \}iet dt = /7

Posons t = op(u) = u?. La fonction ¢ est €', strictement croissante, bijective de ]0, +oo[ dans

+o0o 2
/ 2¢ " du
0

10, +o00]. De plus, dt = 2u du.

Donc, d’apres le théoréme de changement de variables, les intégrales /
0
sont de méme nature — convergente d’apres la question 1.

De plus,

Lot at 2/+OO v du = /7
—=€ = e u = ™
0 \/E 0

La derniere égalité est donnée par 1’énoncé. Donc Hy est vraie.

1
— e tdtet
t
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o H, = Hpy1 : Supposons H,, vraie.

r (n +1+ ;) = (n + ;) r (n + ;) (question 2)
() e

(2n+2)(2n + 1)(2n)!
(2n 4 2)22n+1n| v
2n +2)!

- 227(L+2(n +)1)!ﬁ

2(n+ 1) T

T 2200t ) (n + 1)

Donc H,41 est vraie.

2)  22np)

4) Montrons par récurrence que la propriété :

|
e Conclusion : [Vn >0 T <n + 1) _ @) VT

n—1% n—1
Ho - lnT(n):/l Tntdt+ S p
2 k=1

est vraie pour tout n > 1.
e H; : Comme la somme est sur ’ensemble vide, il vient Z pr = 0. D’ou
ke

1/2
In(T(1)) = 0 = / ntdt+0
1/2

Ainsi, Hg est vraie.
e H, = Hp+1 : Supposons H,, vraie.

n+17% n n—i n—1
[ tmeare Y=

-2 n+t3
lntdt+/ Intdt+pn+ > pi
n- k=1

D=

2 k=1 2 =
n,% n—1
= /1 Intdt +Inn + Z Pk Par définition de p,
2 k=1
=Inl'(n)+1nn D’apres Hy,
=In (nf‘(n))
=Inl'(n+1) D’apres la question 1
Donc Hy 41 est vraie.
n—1% n—1
. 2
e Conclusion : (Vn>1 InI'(n) = /1 Intdt + Z Dk
2 k=1

L’indication nous guide vers une démonstration par récurrence. Mais un calcul direct de la somme donne aussi
le résultat.

5) Soit k € N*. Avec le changement de variable t = k + h, il vient

k+1/2 1/2
/ Intdt — / (k + h)dh
k—1/2 ~1/2

0 1/2
_ / n(k + h)dh + / In(k + h)dh
~1/2 0
0 1/2
= —/ In(k — u)du + / In(k + h)dh En posant u = —h
1/2 0
1/2 1/2
_ / In(k — ¢) dt + / In(k + t) dt
0 0
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6)

7)

1/2
De plus, Ink = / 21n k dt, donc
0

1

P :/: 2Ink —In(k +¢) — In(k — t)) dt

De plus, pour ¢t € [0,1/2],

Par conséquent,

:—ln<1—

2k —In(k+1) —In(k —t) = —In <(’f+t)(’f—t>

e )

t2
k;2>

=

1
1 2
Vk € N¥, pk:/2(2lnk—ln(k+t)—ln(k—t)) dt:/ —1n<1—k2
0 0

) a

Magjorer, pour rendre l'intégrale calculable, sans étre trop précis sans raison.

1
Soit k € N*. Comme u — —In(1 — u) est croissante (dérivée : v — ——) sur [0, 1],

t2 1
Vte[071/2]7 0<—1H<1—k2><—1n(1—4k2>

Ainsi, par croissance de l'intégrale,

De plus, —1n (1

_ 1)
152

L
a2

0< pr < 11(1 1)
SPES T T 2

1
Or Z 72 converge (Riemann, a = 2 > 1).

Donc, par théoréme de comparaison (séries positives), E ——1In (

2

Donc, par théoreme de majoration des séries positives,

Z Pk converge
keN*

1
1-— ) converge.

4k?

n—1

Notons £ = Z pr. € R la limite obtenue a la question précédente : Z pr =L+ 0(1).

keN*

D’apres la question 4,

n
/l
2

2

1

Cntdi = Phlt—t}

n—i n—1 n—i

InT(n) :A

2lnt

21ntdt+2pk:/l

k=1 2

n—1/2

1/2

2

k=1

dt + £+ o(1)

1 1 1 1.1 1
(n—§)ln<n—§)—(n—§>—§ln§+§
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Ou K7 € R est une constante. De plus,

ln(n—%> :lnn—i—ln(l—i)

2n
1 1 , o
=Ilnn— on + 0(—) Développement limité de In(1 + u)
n n
Ainsi, (nous avons déja vu en TD le DL qui perd un ordre via le (n — 1/2) en facteur : Stirling...)
n—3 1 1 1
/ lntdt:(n—f) (lnn——i—o())
1 2 2n n
1 1 . 1N . .y
= (n — 5) Inn — B + 0(1) 1l vous faut le 0<7) a la ligne précédente
n

Ainsi, avec c =0+ K; —1/2 € R,

1
deeR, InT(n)= (n— 2) Inn—n+c+o(l)

1
Ainsi, lim InT'(n) — <(n - 2) Inn—n+ c> = 0. Par continuité de la fonction exponentielle en 0,

n—-+00

lim elnl"(n)—((n—%) lnn—n—l—c) — lim F(n)
n—-+00 n—+oo n”-%e—nec

=1

Ce qui signifie

1

[(n) ~en""2e "

8) Soit z > 0 et n € N*. Posons t = ¢(u) = nu, ot ¢ est €', strictement croissante, de ]0,1] dans ]0,n].
1

D’apres le théoréeme de changement de variable, les intégrales I'y, () et / (nuw)® 1 (1 — u)" n du sont

de méme nature, convergentes car on admet la convergence de I'y,(x). De plus, elles sont égales :

1
In(z) :/0 n"u® (1 — u)" du

Ainsi,

1
Ve >0, Vn e N, T'\(z) = nx/ w11 —w)" du
0

9) Montrons par récurrence que la propriété :

n!
z(z+1)...(x+n)

1
Hp: Vo>0, / w1 —w) du =
0

est vraie pour tout n > 0.
e Hp : Soit x > 0.

1 u”® 1 0!
W ldu=[—j=-= ——
/ h-- -
H x+k
k=0
D’ou 7‘[0.
e M, = Hy41 : Supposons H,, vraie. Soit x > 0. Posons, pour tout ¢ €]0, 1],

flu) =u"/x g(u) = (1 —u)"*
f(u) = u! gu)=-mn+11-u"

Les fonctions f et g sont € sur 0,1]. En u = 0, f(u)g(u) ~ —u®/z o 0 car z > 0.
u—>



Ainsi, d’apres le théoréme d’intégration par parties, les intégrales / f'g et / fg' sont de
10,1] 10,1]

méme nature — convergentes d’apres la question 8. De plus,

1 1
/ w11 —w)" M du = / w11 —w)"H du
0 0

_ [“_m(l _ u)ﬂﬂ]l _ /01 Y+ 1)(1 = w)" du

xT 0 T
1 1
_nt /u””(l—u)”du Carn+1>0etz>0
z 0
n+1 n!
= D’aprés Hp en  + 1
z @rD@+2).. (z+1+n) Pres 7n

(n+1)!
zx+1)...(x+n+1)

Donc Hy,4+1 est vraie.
Autre calcul : sans intégration par parties.

1 1
/ w1 —w) T du = / w1 —w)"(1 — u) du
JO .

0
_ /'l w1 — ) du — /'l (1 — u)" du Linéar{té — les im‘,ég’/;ales
o Jo convergent par hypothése
= " — G D’aprés H,, en x et x + 1
rz+1)(x+2)...(z+n) (z+1)(z+2)...(x+1+n) R
B nl(z+14+n—ux)
Sz + D)z +2)... (z+n)
(n+1)!
z(z+1)...(x+n+1)

n!

z(z+1)...(x+n)
On s’affranchit du n” dans la récurrence, ce qui permet de partir de n = 0 et donc une rédaction plus concise.

1
e Conclusion : Vn > 0 / w11 —w) du =
0

11 est nécessaire d’inclure le Vo > 0 dans ’hypothése de récurrence, car on applique H, en x + 1.

Finalement, d’apres la question 8,

Vn e N, Vo >0, TI,(z)=

10) Majoration : Montrons que
t n
Vn € N*| Vt €]0,n], (1 — —> <et
n

Posons g(u) = 14+u—e" pour tout u € R. Comme ¢'(u) = 1—e" et ¢" (u) = —e" < 0, ¢ est décroissante
sur R. Or ¢'(0) = g(0) =0 :

U —00 0 +0o0

g'(u) + 0 -
0
g / \
g(u) - 0 -
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D’ot, pour tout u € R, g(u) < 0. Ainsi, pour n € N* et ¢ €]0,n|, avec u = —t/n, il vient

0<1—3<e—t/n

3

Comme u — u" est croissante sur Ry (c’est ici que Ihypothése t < n est nécessaire),
t n
Vn € N*, Vvt €]0,n], (1 — > <et
On peut aussi passer au In et montrer nln(1l —t/n) < —t, ce qui vient de In(1 +u) < u sur ] — 1, +0o0], inégalité

de convexité classique. Faites ce qui le plus naturel pour vous.

Théoreme de convergence dominée : Soit x > 0. Posons

Vt €]0,+00[, @(t) =t e

et

n € N*, VE €]0, 400, fult) = Kiguf(t) 71 (1 - ;)

Pour tout n € N*, f, est continue par morceaux sur R’ .
e Convergence simple : Soit ¢ € R fixé. Pour n > ¢, ¥ ,((t) = 1 et

fn(t) =11 (1 — t)n

n

= 7= lenn(1—3) Or In(1 —u) = —u+ o(u)

o (10)

_ tzfleftJro(l) 1ot
n—-+00

Ainsi, la suite (f,) converge simplement vers f = ¢ sur R .
e Intégrabilité : La fonction ¢ est intégrable sur R d’apres la question 1.

e Majoration : D’apres ci-dessus,
Vn S N*, 0 < fn < 2

Conclusion : D’apres le théoreme de convergence dominée, f,, et f = ¢ sont intégrables sur R’} et

im [ fa(t) df = / " dim fa(t) dt = /+Oog0(t) dt = T'(z)
0 0

n—+o0 Jo n—-+o0o

Ainsi,

En remplagant par I'expression de I'),(z) trouvée a la question 9, il vient

T

nn!
N 0, I'(z)= Ili
r>0, T(z) n—1>I—|{loox(a:+1)...(x+n)

11) Soit > 0. Montrons par récurrence que la propriété :

n—1

Hp: T(x+n)= lH(w—i—k)

k=0

I'(x)

est vraie pour tout n > 0.

o Hy : est vraie, le produit vide valant 1.
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e H, = Hpy1 : Supposons H,, vraie. Soit x > 0.

MNz+n+1)=(z+n)(z+n) D’apres la question
= [H(x + k)| I'(x) D’apres H,
k=0
Donc H, 41 est vraie.
n—1
e Conclusion : [Vn >0 I'(z+n)= [H (x + k)] I'(x)
k=0
Ainsi,
Lz+n) zxz+1)...(z+n—-1)(2)
L(n)n® (n—1)n*
z(x+1)...(x+n)'(x) L
N nin® x+n
Oor — 1, et, d’apres la question 10, comme I'(z) # 0 nn! I'(x). Conclusion
ztn o aEp d ’ "z(x+1)...(z+n) '
r
vr>0, lim LEFM _y

n—+oo I'(n)n®

Calcul de e°. Utilisons le résultat de la question 3 :

Pns D)= 20 s

2) = 22y

D’apres ci-dessus, en © = 1/2,
lim I'(n+1/2) 1
n—+oo T'(n)nl/2

Or (attention, trouver la constante dans Stirling est toujours « un peu » calculatoire...)

T'(n+1/2) 2n)l/7

L(n)nl/2 — 220pIT(n)nl/2

_ 2nI'(2n)y/7T

~22npT(n)2nl1/2
ec(Qn)2n71/2672nﬁ
922n—1c2¢cp2n—1p—2ny1/2
92n—1/2,,2n—1/2

—C
€ VT o, 212

~ e Vo

Ainsi, e V27 = 1, puis
e =+2r

Exercice 2 (Centrale PC 2024)

Partie 1 (Résultats préliminaires)
1) Montrons par récurrence que la propriété :

Hp: V(z1,...,2,) € R,

est vraie pour tout n > 1.
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o Hi:|l+az —1] =] =14 |z1| — 1. Dot Hy. (Ho est vraie aussi)
o H, = Hyuy1 : Supposons H,, vraie. Soient (z1,...,%ny1) € R
En développant (1 + 2,41), il vient

n+1 n n
[T+ )= (H 1+, ) +angn [J(L+a)

k=1 k=1
Ainsi
n+1 n n
(H(l +5Uk)> -1 = |<H(1 +96k)> —1+zn1 [J(1+22)
k=1 k=1 k=1
n n
< (H(l + xk)> — 1| + |zppa| [ JT A + 2) Inégalité triangulaire
k=1 k=1
n n
< <H(1 + |xk|)> — 1+ |zpq1] H (14 |zx|) Hp et inégalité triangulaire
k=1 k=1
n+1
< <H (1+ |xk|)> -1 Factorisation
k=1

Donc Hy41 est vraie.

e Conclusion : [Vn > 1, Y(z1,...,2,) € R", ‘(H(l +mk)> -1
k=1

< (ﬁ<1+ rm) -

k=1

2) En posant g(x) = 1+ x — €® pour x € R, on prouve (cf exercice 1, question 10) que
Vx € R, 1+z<e”

Soit (z1,...,x,) € [—1, +00[".

n

ﬁ(l + ) < H et = exp <z”: xk>
k=1 k=1

Partie 2 1) Pour tout ¢t € C, le développement en série entiere de I’exponentielle s’écrit

e = —
|
=0 k!
Soit ¢t € C fixé.
400 tk
1+t—e|= k'
+00 ‘t‘k+2
< (k+2)! (Les sommes usuelles commencent a 0)
k=0 )
< WQZﬁ Car (k+2)! > k!
k=0 "
< [t]?e

Conclusion :

VieC, |(1+1t)—el| <[t
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2) Identité remarquable :

n—1 n—1 n—1
(CL o b) Z akbn—l—k — Z ak+1bn—1—k _ Z akbn—k
k=0 k=0

k=0
n n—1
= Z akprk — Z akprF (écrire avec des « ... » : mémes puissances, télescopage)
k=1 k=0
—a® — b
Ainsi,
n—1
a — bt = (CL _ b) Z akbn—l—k
k=0
Majoration :
n—1
|an _ bn‘ — |a _ b‘ Z akbn—l—k
k=0
n—1
< la —b| Z |a|F || F Orla| < Met |b| <M
k=0
n—1
< Z MEtn=1-k ‘a _ b|
k=0
<nM™ 1t a — bl
Conclusion :

la™ —b"| < nM" |a — b|

3) Soit n € N*. Appliquons le résultat de la question 1 4t =z/n € C :

(1—1—2)—62
n

De plus, le résultat de la question 2 s’écrit, avec a = 14 z/n, b = €*/™ et M = max(|al, |b]) :

2

2 )z
eln

<
n

n
‘(HZ) — &#| < nM! <1+Z) —eh
n n
nflﬁ Izl s N .
<M en D’aprés ci-dessus
n

Calcul de M : Soit t = z/n € C.

1T+t <1+t
t]

/

el

N

D’apres la question 2 de la partie 1
Or, de plus, R(t)? < N(t)? + I(t)? = [t|?, donc |R(t)| < |t|. Ainsi,
] = e

e
R(t)

130
e t

VASV/A

D’apres ci-dessus

Donc M = max (|1 + 1, \et|) < el

Conclusion :

10
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4) D’apres la question précédente,

2
Uy, — €°| < ‘Z—|e|z‘ —0
n—+oo

Donc, par majoration,

’La suite (up)nen+ converge vers e*

Partie 3 (Exemples de calcul de produit infini)

0 ML) I ()

n=2
N

N
[[n-1J[(n+1)

_ n=2 n=2

(N DN +1)!
N 2(N!)2
N+1 N 1

ON 2N 2

1o 1 , 1 1
| | 1—-— ] = Ilim 1—-= ==
n2 N—+o00 7 n2 2

n=2

n=2

Donc

Et pour N > 2, en séparant le produit pour n = 2k (ot n+ (—1)""! = 2k — 1) et pour n = 2k — 1 (ot

n+ (—=1)"* = 2k), il vient :

il <1+ (—1T)Ln+ ) ) (2]1\7)! (nt (C1")

n=2 n=2
T N
— [Tk—1) J]2k)
(2N)! k=1 k=2
2N)! 1
= 2((2N))! =5 Il manque 2 au numérateur
2N+1 (_1)n+1 (_1)2N+2 2N (_1)n+1
Et 1+— =14 —"—— 1+ -—
’ 1:[ ( * n ) ( + 2N +1 )H< * n >
n=2 n=2
= (1 + L > X L 12
B 2N +1) " 2
Donc

Exercice 3 (Mines-Ponts PC 2024 — corrigé UPS)
Début de la partie 1

1) Soit f:R — R, et P: R — R une fonction polynomiale en |z|, telle que :

d
Vo €R, |f(x)] <|P(z)] avec P(z)=7)_ axl|*
k=0

11
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12

2)

d
Notons C' = Z lag|.
k=0
Pour tout z € R tel que |z| < 1, par I'inégalité triangulaire : (distinguer les cas |x| < 1 et |z > 1 est assez
classique)

|P(z)] =

d
Zak\xlk’
k=0

d
<Y ag|al?
k=0

d
<Yl =C <O+ [
k=0
et pour tout = € R, tel que |z| > 1, si k € [0,d], |x]k < \:L‘|d; donc par I'inégalité triangulaire :

|P(x)] =

d
> aglzlt
k=0

d
<Y Jag|zf*
k=0

d
<Y lallz|? = Clal? < C(1 + |z|)
k=0

Par conséquent, pour tout z € R,
()] < |P(x)] < C(1+ 2]

Donc

‘ f est & croissance lente‘

Autre rédaction possible : (autre rédaction en étudiant les limites en +o0 d l'aide de Iéquivalent P(x) ~ aglz|?)

P P
Ona P(z) ~ ag|z|? donc lim | <$)’d — | (x)\d
|z|—+o0 || =400 1 + |.%" 1+ ‘$|
limite finie en 00 donc elle bornée sur R.

lag| : la fonction continue x — possede une

Cette derniere propriété n’étant pas explicitement dans le programme officiel, il faudrait rédiger un
peu plus précisément :
[P ()]

|| =400 1 + ‘.%"d

|P ()]
"1+ |x)d

= |ag| donc il existe A € R, tels que pour tout |z| > A < ag| + 1.

Et z — 1?_(‘:[2’ - est continue sur le segment [—A, A], donc elle est bornée sur [~ A, A] : il existe K > 0
[P ()]

"1+ |zld T

On a alors en posant C' = max(|ag| + 1, K), pour tout = € R, |P(z)| < C(1 + |z|%).

Soit f € C°(R) N CL(R).

La fonction ¢ étant continue sur R, on a fo € C°(R) par produit de fonctions continues.

Soit C' € Ry et k € N tel que pour tout = € R, |f(x)| < C(1 + |z[¥).

Alors pour tout z € R,

tel que pour tout |z| < A

[f(@)p(@)] < C(1+ Jz[*)p(x)

. ; . . 1
On a, par croissance comparée, (comparaison classique . .. | ‘:f <I.? )
T|—T00 L=
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Ca2(1+ |z*)p(z) ~ ClaFT2e /2 — 0
|z|—+o0
1
Donc C(1+ |z[F)p(z) =o (2), et par majoration
|z]|—=+oo \ T
f@e) =0 ()
x)px) =0 (=
v |z|—o00 x2
1
Or la fonction z +— — est intégrable sur [1, +oo[ et sur | — oo, —1] (intégrale de Riemann, a =2 > 1,
parité), donc f¢ est intégrable en +o00 et en —oco d’out fi est intégrable sur R c’est a dire : (les résultats
des questions 1 et 2 vont étre trés utiles dans les questions qui suivent pour justifier l’intégrabilité de certaines
fonctions)
feLl )
3) e la fonction nulle appartient & CL(R).
e Soit f, g deux fonctions appartenant a CL(R) et o € R.
Soit Cr,Cy € Ry et ky, kg € N tel que :
Ve eR, [f@)|<Cp(1+al") et |g(@)| < Cy (14 |uf*)
Alors
Ve eR, |af(x)+g(z)| <laf(z)]+]g(z)]
<lalCy (14 [aftr) + Cy (1+ |2f*)
Donc af 4+ g est majorée en valeur absolue par une fonction polynomiale en |z| donc d’apres la
question 1, af +g € CL(R). (la stabilité par combinaison linéaire s’obtenait assez facilement en utilisant
la question 1)
CL(R) est donc stable par combinaison linéaire, et non vide ; CL(R) est donc un sous-espace vectoriel
de l'espace vectoriel F(R,R).
o Stabilité de CL(R) pour le produit. Soit f,g € CL(R). On garde les notations précédentes,
Cr,Cge Ry et ky kg €N,
Ona:
vz eR, |f(2)g(@)] < CpCy (1+ |2l*) (1+|af)
Donc (I'utilisation de la question 1 était encore utile ici) fg est majorée en valeur absolue par une fonction
polynomiale en |z|, d’ou, d’apres la question 1, fg € CL(R).
‘CL(]R) est un espace vectoriel stable par produit ‘
4) P, est bien définie sur C°(R) N CL(R) : Soit f € C°(R) N CL(R). Soit x € R.
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Notons g, : y +— f (eftx +v1-— 6_2'53/). Montrons que g, € L'(¢).
On a g, € C°(R) par composée de fonctions continues, f étant continue.
De plus, f appartenant CL(R), il existe C' € Ry et k € N tel que :

k k
Vy R, |g(y)|<C (1 + \e*ta: + my\ ) <C (1 + (e*tm + mm) )

Donc g, est majorée par une fonction polynémiale en |y| donc g, est a croissante lente d’apres la
question 1.
Donc g, € C° N CL(R), donc, d’aprés la question 2,

gz € L' (9)

+o0o
Conclusion : L’intégrale /

—0o0

f (e*tm +v1-— e‘”y) ©(y) dy est convergente, ce qui montre que



DL 1

‘ P,(f)(x) est bien définie pour tout z € R

Linéarité de P;. Soit f,g € C°(R) N CL(R) et o € R.
Par linéarité de I'intégrale — toutes les intégrales sont convergentes :

Piaf+g)= [ (af+) (e VI o) ply) dy
=« /+OO f (e*ta: +V1- e—zty) o(y) dy + /_:o g (e*t:v +v1-— e—zty> o(y) dy

—00

= aP(f) + P(9)

‘ P, est linéaire ‘

“+oo
5) Commengons par justifier la convergence de I'intégrale / f(x)d (z)p(x) da.
-0
f’ et g’ sont continues et & croissante lente donc d’aprés la question 3, f'¢g’ est & croissance lente

(et continue par produit de fonctions continues) : f'¢’ € C°(R) N CL(R) donc d’aprés la question 2,
+o00
f'g" € L'(p) d’oti la convergence de l'intégrale / f(2)d (x)p(x) d.

—00

On va effectuer une intégration par parties en remarquant que (f'cp) = L(f). (attention d bien justifier
la convergence de l'une des deuz intégrales, et étudier le crochet pour pouvoir effectuer l’intégration par parties)

On a | llim f'(z)p(x)g(z) = 0 par croissance comparée car f'g € CL(R) par produit de fonctions a
x| —+00

croissance lente.

“+o0o “+oo
Par conséquent, par le théoreme d’intégration par parties, les intégrales / (f'v)g et / flod
sont de méme nature (convergente) et :
+oo +oo ;o\
| T rn@y@ee) de= [ (1) @) da
+oo
~ [ @e@g@]) %~ [ fapla)d @) do
=0
+eo / /
—— [ 1@y @et) do
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