Lycée St Joseph Pour le jeudi 4 octobre 2024
Classe de PC

Devoir de Mathématiques numéro 1

Exercice 1 (Equivalent de Stirling)

—+00
1) Soit € R. Montrer que / t* et dt converge si, et seulement si, x > 0.
0

Pour tout z > 0, on note :
—+00
I'(z) = / t*lemtdt.
0

2) Montrer que pour tout > 0, I'(z + 1) = 2I'(z). En déduire que pour tout n € N* :

I'(n)=(n—1)!.
+o0o
3) On admet que lintégrale / e dt converge et qu’elle vaut \/27?
0
1 2n)!
Montrer que pour tout n € N : T’ (n + ) = (2n) V.
2 22np)
k+3
4) Pour tout k € N*, on note py, = Ink — . Int¢ dt. Montrer que pour tout n € N* :
k=3

1 n—1

InT'(n) :/1 It dt+ Zpk.

2 k=1

On remarquera que pour n = 1, par convention, la somme des py, est nulle.

2 12

5) Montrer que pour tout k € N* :

|—=

ka/: (2lnk —In(k +t) — In(k — t)) dt:/o

6) En déduire que Z Pl converge.
keN*

7) Montrer qu'il existe ¢ € R tel que, lorsque n — +o0 :

InT'(n) = (n— ;) Inn—n-+c+o(1).

En déduire que lorsque n — 400 :
1

[(n) ~en""2e .

n

T,(z) = /Ontv"f—l (1 - :l)n dt.

Montrer que pour tout x > 0 et tout n € N* :

t n
8) Pour tout = > 0 et tout n € N*, on admet que t +— ¢7~! (1 - > est intégrable sur ]0,n| et on note :

1
Lp(z) =n" / w1 —w)" du.
0
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9) Montrer que pour tout n € N* :

n'n!
Ve >0, I')(z) = .
“ (z) z(x+1)...(x+n)
10) (5/2) On définit la fonction 1jg ,,( sur Ry en posant 1) ,(t) = (1) :intoi]o’ nl;

+oo t\"
En remarquant que I'y(z) = / 110,n((t) 1 (1 — ) dt, utiliser le théoréme de convergence
0 n

dominée pour montrer que pour tout x > 0 :

En déduire que pour tout z > 0 :

n*n!
lim .
n—+too x(x +1)...(x+n)

I'(z) =

I'(z+n)
['(n)n® n—too
En déduire que e = v/27 oul ¢ est défini & la question dﬂ
On pourra faire appel auz résultats des questions et Q2]

11) Montrer que pour tout x > 0, 1.

Exercice 2 (Extraits de Centrale)
Cet exercice est incomplet, donc toutes les questions préliminaires ne servent pas forcément dans la suite de
I’exercice.

Partie 1 (Résultats préliminaires)
Soit n € N*.

1) Montrer que, pour tout (z1,...,x,) € R",

(f0+) 1

o)

2) Montrer que, pour tout (z1,...,%,) € [—1, +oo[",
n n
H 1+ 1) < exp (Zxk>
k=1 k=1
Partie 2

Soit z € C. Pour tout n € N*, on pose

n
un—(l—i—Z) .

Le but de cette partie est de montrer que la suite (u,),en converge vers e®.

1) Question réservée aux 5/2. Pour les 3/2, admettre le résultat. Montrer que, pour tout ¢t € C,
(1 +1) — €| < [t]el

2) Soit (a,b) € C* et n € N*. On note M = max{|al, |b|}.

n—1
Montrer que a" — b" = (a — b) Z a®b" 1% En déduire que |a” — b"| < nM" |a — b|.
k=0
2\ " |Z|2
3) Montrer que, pour tout n € N, (1 + > — | < ElelAl,
n n

4) Conclure que la suite (up)nens converge vers e°.

Partie 3 (Exemples de calcul de produit infini)
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“+o00 1 —+00 (_1)n+1
1 - ).
) Calculer H (1 n2) et H 1+ "
n=2 n=2
N 1 2N (_1)n+1
On pourra, pour tout N = 2, établir une expression de H (1 — 2) et H (1 + >
n n
n=2 n=2
Exercice 3 (Extraits de Mines-Ponts)
Notations et résultats admis
1 2
e Soit la fonction ¢ définie sur R par ¢(z) = e /2
@ par ¢(z) Ton
e Pour k € NU {oo}, on pose C*(R) I'ensemble des fonctions de classe C* sur R & valeurs dans R.
e On note CL(R) I'ensemble des fonctions de R dans R & croissance lente, c¢’est-adire :
CL(R) = {f :R—R,3C >0,k € N tel que pour tout z € R, |f(2)] < C (1+[2[) }
e On note L'(yp) = {f e C°(R), f¢ intégrable sur R};
e Soit ¢t € Ry. Pour une fonction f: R — R, on définit si cela est possible la fonction P;(f) par :
+oo
Ve €eR, Puf)(x)= / f (e_tx +Vv1-— e*2ty> v(y) dy.
—0o0
e Pour f deux fois dérivable sur R, on définit sur R la fonction L(f) par :
Vz €R, L(f)(z) = f'(z) — 2f'(2).
e Une fonction P : Ry — R est dite fonction polynomiale en |z| s’il existe d € N et des réels ag, ..., aq
d
tels que pour tout x € R, P(x) = Z ar|x|F
k=0

Début de la partie 1

1)
2)
3)
)

5)

Montrer que toute fonction majorée en valeur absolue par une fonction polynomiale en |z| est a
croissance lente.
Montrer que C°(R) N CL(R) € L'(p).
+oo
On admet dans toute la suite du probleme que / p(t) dt = 1.

—0o0
Montrer que C'L(R) est un espace vectoriel. Montrer aussi que C'L(R) est stable par produit.
Soit t € Ry. Vérifier que la fonction P;(f) est bien définie pour f € C°(R)N CL(R) et vérifier que P;
est linéaire sur C°(R) N CL(R).
Montrer que pour toutes fonctions f, g € CQ(R) telles que les fonctions f, f/, f” et g soient & croissance
lente, on a

+00 400
[ sn@a@e dr= - [ r@)g @) dr.

—00 —0o0



