Lycée St Joseph Pour le jeudi 5 octobre 2023
Classe de PC

Devoir de Mathématiques numéro 1

Correction

Exercice 1 (E3A PSI 2023)

Questions de cours
1) Module : || = 1. Un argument : 6.
2) Comme cos(nm) = (—1)", il vient sin(nm + t) = sin(nr) cos(t) + cos(nm) sin(t) = (—1)" sin(t).

3) a) (ay) est décroissante et de limite nulle donc positive. Ainsi Z(—l)"an vérifie le critere des séries

alternées :
La série Z(—l)”an converge
n>0
+00
b) Si Z(—l)”an converge, le reste d’ordre p — 1, R,_1 = Z(—l)”an, existe pour tout p € N :
n>0 n=p
La série Z(—l)”an converge
n>p
+oo p—1
c) Pour tout pe N, T, = R, 1 = Z(—l)"an - Z(—l)"an.
n=0 n=0
p—1 +oo
Or Z(—l)"an converge lorsque p — +o0, de limite £ = Z(—l)"an. Ainsi,
n=0 n=0

La suite (7})pen converge vers £ — £ =0

d) D’apres le critere des séries alternées, R,, est du signe de uy1, donc T, = R,,_1 est du signe de
up = (—1)Pa,. Comme a, > 0,

’ T, est positif si p pair et négatif si p impair ‘

4) Comme f est continue sur R, elle admet des primitive : soit F' une primitive de f.
La fonction F est €' sur R et F' = f. De plus

\/5
vez0, [T pwat = (PO = P& - FO)

Jz
En posant g : x — /0 f(t)dt, g est de classe C! sur R’ comme composée de fonctions & sur R, et

V>0, ()= 5P VE) =

f(V)
2V

Conclusion :
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N3
T / f(t)dt est de classe C! sur R%, de dérivée z — FV)
0 2,/

kkkkk

5) a) On applique ici le théoréme de dérivation des fonctions définies par une intégrale.
elr(1+t%)
1+12
eir(1+t?)
1+¢2
2(1+12)

Pour tout réel z, la fonction ¢ — est continue (par morceaux) sur [0, 1].

e i 2
est C' sur R, de dérivée z — e+,

Pour tout t € [0, 1], la fonction x

est continue (par morceaux) sur [0, 1].
i eix(l-‘rtQ)‘

Pour tout réel z, la fonction ¢ — ie’

Pour tout couple (¢,z) € [0,1] x R,
est intégrable sur le segment [0, 1].

=1, et la fonction ¢t — 1, indépendante de z,

.
Par conséquent, F est de classe C' sur R et, pour tout réel z, F'(z) = / jei(14%) gz
0

) .
b) Pour tout réel z > 0, F'(z) = ie™” / i’ dt. On effectue le changement de variables u = v/z t,

affine, dans l'intégrale, et on obtient

it (VT
P = [P ot
0

6) Convergence d’intégrales

sin(u) cos(u)
tu i —

Vu v Vu

a) Les fonctions u — sont définies et continues sur |0, 7.

s o e s ™ sin(u)
La premieére se prolonge par continuité en 0, et 'intégrale Ju du converge.
0 u
P .1 . T 1 o :
La seconde est équivalente en 0 a —. Puisque ——du converge (intégrale de Riemann
Vu 0 Vu

sur un intervalle borné, d’exposant strictement plus petit que 1), par comparaison, l'intégrale

T cos(u
/ (w) du converge.
0

Ju
)

NG

—+o00 U +0o0 5 ,1U
s ? ~
firmer que les intégrales / du et / ——du sont de méme nature.
K

r  VJu 2u2
1 oo 1
=| = —=, et l'intégrale / —du converge (Riemann sur un intervalle non borné,
2u?2 2u? T U2
exposant > 1).

b) Puisque admet une limite finie en 400, le théoréme d’intégration par parties permet d’af-

,L'ezu

Or

+o00 ;U
. 1€
Par comparaison, / +du converge, et /

U 2uz T \/ﬂ
+00 eiu

Ja

deux intégrales étudiées a la question 6.1, et

“+oo et

du converge.

U
€ .. e

du converge comme combinaison linéaire des
U

Vu
—+o00 U
. Y

d) On effectue le changement de variables C* et strictement croissant u = v? dans l'intégrale précé-

+oo | +oo 2
e"2d(v/u). On obtient l'intégrale 2 / e dv, qui est donc conver-
0

™
c) Enfin, l'intégrale du converge, car /
0

du converge.

dente, qui s’écrit aussi /
0
gente.

7) a) wg est lintégrale étudiée en 6.1, les autres sont des intégrales d’une fonction continue sur des
segments.
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™ sin(t + mr)dt ™ sin(t)

Vvt+nm = (=" 0 Vi+nm

b) Par le changement de variables indiqué, w,, = dt, et o, =
7 sin(t)

0 Vt+nm

¢) Pour tout entier naturel n, et tout réel ¢ € [0, 7]

dt est un réel positif.

sin(t) - sin(t)

, . Par croissance de
Vi+(n+Dr = Vi+nr

Pintégrale, a1 < .
Ainsi la suite (a,), est décroissante.

d) D’apres ce qui précede, la série E wy, est une série alternée et, pour appliquer le critére spécial,

n>0
il suffit de vérifier que «,, — 0 quand n — oco.
T sin(t 2
OrOSang/ Ldt:——>0.
0 nmw nm

Finalement, la série E wy, converge, et le signe de sa somme est celui du premier terme de la
n>0
série, a savoir positif.

+00 ¢f
e) L’intégrale/ sin(u)

0 Vu
N (N+D)7 sin(u
Pour tout entier naturel N, par la relation de Chasles, Z Wy, = / (u)

n=0 0 \/a

U

du.
ﬁu

+00
du converge, comme partie imaginaire de 'intégrale convergente /
0

du.

T s L R o0 sin(u)
Par passage a la limite quand N — oo, il vient Z Wy, = /
n=0 0 \/’E

du.

NG 2
8) Pour tout réel > 0, notons G(z) = ¢ </ ewzdu> . D’aprés la question 4, G est C! sur RY e,
0

e / e’ du = F'(x).
vV Jo
Donc il existe un réel K tel que pour tout x > 0, F(z) = G(z) + K.

pour tout = > 0, G'(z) =

Lode T

. (Ve N

Finalement, F'(z) = 1 +i </ e du) .
0

+oo |
9) Puisque l'intégrale / e’ du converge, d’apres la question 6, par passage a la limite dans la formule
0

2

+oo |
précédente, et en admettant que lim F(z) =0, il vient : 0 = il +1 < / e“‘zdu> .
T—-+00 4 0

+oo | 2 +oo 1 .
On en déduit que ( / e’ du) = iE, puis que / e dy = j:ﬁ X i L
0 4 0 2 V2

+oo
cos(z?)dz et / sin(z?)dz convergent comme partie réelle et partie
0

+oo
Ensuite, les intégrales /
0

+oo
imaginaire de l'intégrale convergente / e du.
0

+o00 +o00 \/77[-
Donc il existe e € {—1,1} tel que / cos(z?)dx = / sin(z?)dz = ¢ .
0 0 2v/2

20 sin(u
( )du est un réel positif d’apres la question 7, donc

o Vu

/0+OO cos(z?)dz = /O+Oo sin(z?)dz = 2\{/7;

400
Enfin, / sin(z?)dz =
0

Il s’agit des intégrales de Fresnel.

Exercice 2
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1
1) La fonction ¢ — o est définie et continue sur R \{1}. Soit € R} \{1} =]0, 1{U]1, +oo].
n
e Siz€l0,1[,0 < 2? <z <1 donc [2%, 2] CJO,1].

e Siz€]l,+oof, 1 <z < z? donc [z, 2% C]1,+o0.

1

Donc t — — est définie et continue sur le segment de borne z et z? : intégrale existe et f (x) est
n

bien défini :

RE\{1} C 2,

1 1
2) Soit F' une primitive de ¢ — g 5W R*\{1}. La fonction F est € car ¢ i est continue sur |0, 1]
n n
et |1, 400l
Comme pour tout € RI\{1}, = et 2% sont toujours dans le méme intervalle, on peut écrire

donc f est dérivable sur R} \{1} car composée de fonctions dérivables. De plus,

2z 1 2z 1 z—1
R\{1}, f(z) = b o1
ve e R (@) In(z?) Inz 2In(z) Inz Inz
h? 9
3) a) ln(l—I-h):h—?—l—o(h)donc
—1)2
In(z)=(z—1) — (362) + 01((xz —1)?)
b) Avecz =1+ h, on a
1 1
m(l+h) K- B+ o(h?)
1
h(1—%+o(h)
1
5(14— +o(h)) carliu—l—HH—o(u)
1 1
— 4 4ol
h+2+0()
1 1 1
Donc m—x_l—i—i—l—ol(l)
c) Ainsi f’(x)—x_l—l—i—x_l—i—o(m—l) donc | lim f'(z) =1
’ ~ Inz 2 ! ’ z—1 o
1 1 1
— S Lol
P — 2+01()d0nc
. 1 1 1
i (e ~o=1) "2
4) Etude de f au voisinage de 1 :
1 1 1 S
a) ilgll (m - 1) = 5 cequi signifie
V. >OHa>0VxeR*\{1}\x—1\<a:>’ ILE )—1‘<
© + Inz z-1 2| ¢



On choisit € = 1 et un a > 0 qui convient (que I'on peut imposer < 1, quitte a le réduire). On
peut donc récrire ci-dessus ainsi, en enlevant les valeurs absolues

" 1 1 1
Vz € R} \{1} —a<r-l<a= 1<(m—x_1)_§<1
— VreRI\{1} l-a<z<l+a= 1+1<( L 1 )<1+1
v + as® @ 2 " \lnz zx-1/" 2
3 1 1 1 3
= Vrell—a,l 1 2 <(—- <2
el —a 1+al\{l} 2 2 <lnx :U—l) 2
— vz ell —a,1+a[\{1} 1 1 3
X — (0% - _
’ Inz x-1 2

On repasse aux valeurs absolues, et on vient de prouver que

3
Il existe v €]0, 1] tel que pour tout z €]1 — «a, 1 + a[\{1}, < 2

1 1 ’

Inz x-1

b) Soit = €]v1— a,v1+ a[\{1}. Comme V1 —a < 1 < V1 +a, z, z? ainsi que tous les réels ¢

compris entre z et 22 sont dans |1 — a, 1] ou |1,1 4 o (suivant I'emplacement de z). D’apres a),

En intégrant entre z et z2 il vient, si 22 > z (sinon les inégalités changent de sens),

3 z? 3 @2 q 1 @2 3 3
”(x%x):/ ﬂdtg/ ———dtg/ —2dt=2(2® —2)
2 . 2 . Int t—1 . 2 2

Ce qui, en passant aux valeurs absolues, s’écrit (pour tout x cette fois-ci)
3 9
7(@) — (1 +2)| < SJa? — 2l

Par encadrement, le terme de gauche tend vers 0 et donc

:%1311 f(x) =1In2.

c) Enoncé du théoréme : ¢f. cours. La fonction f est continue en 1 (puisque prolongée par continuité),
et d’apres 3)c), lim1 f'(z) =1 donc cette limite existe et est finie.
T—r

Donc, d’apres le théoreme du prolongement ¢,

f est dérivable en 1 et f/(1) = lim f/(x) = 1.

r—1

5) Etude de f au voisinage de 0 :

T dt
a) Soit z €]0,1[. Alors 22 < x et pour tout ¢ € [z, z], —Int > 0, donc f(z) = —/ i >
z2 1N

1
De plus, — est décroissante sur |0, 1], ainsi il vient

In
1 1
vte [z a] — > —
2%, 2] Int ” Inz
T dt —a?
— / — > r-r Par croissance de 'intégrale
2 Int Inx

dt <_;1:(1—33)< x

- f@=-

>Int Inz = Inz

Donc par encadrement lim f(z) =0 et
z—0



DL 1

‘ f est prolongeable par continuité en 0 par 0.

b) La fonction f est continue en 0. De plus lir% f'(z) = 0 donc d’aprés le théoréme du prolongement
T—r
€', f est dérivable & droite en 0 et f'(0) = 0.

6) Etude de f au voisinage de 400 : Si & €]1, +oc], alors z < 22 et donc

2} 1

Vi€ [z,2°] Int<In(z®) = Vte [z, e S Ing

22— |
—_ = / < f(x) Par croissance de l'intégrale
2Inx z 2lnzx

2_1, 562 1’2

et, par croissance comparée, lim = +o0.
z—+oo 2Inx

x
De plus, =L w0 2
© s, 2lnz ™ 2Inx

D’ou, par minoration

o £ #) = o0

7) f' > 0sur R, donc f strictement croissante sur R .

T 0 400
flx)| 0 +
+oo
/
0///////

zlnr —xz+1

zln®x
Or, pour z € R%, ¢'(z) = Inz, d’ou le tableau de variation suivant :

8) Pour tout z € R} \{1}, f(z) = est de méme signe que g(z) =xlnzx —z + 1.

x 0 1 +00
g'(z) + 0 -

. \ /

0
[ (@) + +
+00
p /
0

Car f existe et est continue sur R d’apres 4.
9) Tracé.
10) Calcul d’une intégrale.

est continue sur ]0, 1.

a) La fonction g : t —

Int
Etude en O :
= 1= 1
9= Int Int ¢t—0
1/2 ¢ —
Donc g est prolongeable par continuité en 0, donc I'intégrale / Tt dt est convergente.
0 n
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Etude en 1 : posons t = 1 + h. D’aprés 3b,

1+h—-1
In(1+ h)

1 1
Zh(h+2+0(1))

=1+4+o0(1) —1
h—0

g(1+h) =

1

Donc g est prolongeable par continuité en 1, donc l'intégrale / dt est convergente.

1/2 Int
Conclusion :
14 _
L’intégrale / —— dt est convergente
o Int
b) Soit (x,y) €]0,1[%, le changement de variable t = u? s’écrit
u=1r < t=21’
dt = 2udu 5
u=x < t=u
Et donc
ZB2 dt €T 2 x
/ —:/ u2 du:/ 2 du
2 Int Jy In(u?) y Inu
Ainsi

2

vt odt 22t
f(y)—f(if):/y m—/x It

2 2 2

/x dt +/y dt v o dt +/z dt Chasl fai ” . ;
- Pa— - — P— — NAasStes © jailre apparaitre ce qu on veut
y Int  Jy2 Int « Int J, Int ' Y "

v dt v dt o )
= — — — ... le reste devrait disparaitre
22 Int + Int
vi—1 N
= dt D’apres ci-dessus
z Int

t-1 vit—1
c) / ot dt = lim lim " dt. Donc d’apres b), puis 4) et 5),
0o In

z—=0y—1 J, n

-1 . .
|5 at = lim () — lim f() = £(1) - £(0) = 1
0 y—

Int z—0



