Lycée St Joseph Pour le jeudi 5 octobre 2023
Classe de PC

Devoir de Mathématiques numéro 1

Exercice 1
Dans tout cet exercice, ¢ désigne le nombre complexe usuel vérifiant i2 = —1.

Questions de cours

1) Pour tout réel 8, donner le module et un argument du nombre complexe .

2) Pour tout entier naturel n et tout réel ¢, démontrer que sin(nw + t) = (—1)" sin(t).
3) Soit (ap)nen une suite de réels, décroissante et de limite nulle.

a) Justifier que la série Z(—l)"an converge.
n>0

b) Pour tout entier naturel p, justifier que la série Z(—l)”an converge.
n>p
Sa somme sera notée 7j,.

c) Justifier que la suite (Tp)pen converge et donner sa limite.

d) Rappeler le signe de T}, suivant les valeurs de p.

JE
4) Soit f une fonction continue sur R a valeurs dans R. Justifier que la fonction z +— / f(t)dt est de
0

f(W)
NG

On admet que le résultat reste valable pour une fonction f continue sur R a valeurs dans C.

classe C! sur R’ et que sa dérivée est la fonction x —

kkkkk

ei:v(1+t2)

1
5) Soit F' la fonction définie sur R et a valeurs dans C par F(x) = / dt.

o 1+1¢2
On rappelle que si ¢ est une fonction dérivable sur R & valeurs réelles, alors la dérivée de la fonction
complexe z — €7 est la fonction z — i (z)e™¥®).

a) (5/2) Démontrer que F est de classe €' sur R.

(3/2) On admettra que F est de classe € sur R et que

.
VzeR, F'(x)= z/ e (1H1%) gy
0

b) Démontrer que pour tout réel x > 0,

Fl'(z) = z\ef/ ™ du.
x Jo

6) Convergence d’intégrales

T sin(u T cos(u
a) Montrer que les intégrales / ( )du et / ( )du convergent.
0 0

Vu Vu

b) En effectuant une intégration par parties, montrer que /

~ Vu

+o0 ezu

du converge.

+o0 ezu

c) En déduire que l'intégrale / du converge.

0o Vu
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+oo |
d) Prouver enfin que l'intégrale / e* dy converge.
0

On pourra effectuer un changement de variables.

(n+1)m sin(u)

7) Pour tout entier naturel n, on pose w, = / du.
nmw \/a

a) Montrer que, pour tout entier naturel n, w, existe.

b) On pose, pour tout entier naturel n : ay, = (—1)"wy,.

Prouver que «,, est un réel strictement positif.

On pourra effectuer sur wy, le changement de variables affine t = u — nm.
c) Prouver que la suite (o), est décroissante.
d) Prouver que la série Z wy, converge et préciser le signe de sa somme.

n>0
On pourra utiliser les questions de cours.
= +0 sin(u)

Dé t =
e) Démontrer que Z wp, /0 NG

n=0

8) Montrer que, pour tout réel x positif :

VT
F(z) = % +1 (/ e’quu>
0

On pourra utiliser la question 5b
9) On admet que IEI_POOF(IE) =0.

+oo +oo
En déduire que / cos(z?)dz = / sin(z?)dz = ﬁ
0 0 2v/2

On pourra utiliser la question 6.

Exercice 2 ,

€T
On considere la fonction f définie par : f(z) = / i lorsque ceci a un sens.
a; n

1) Justifier que R’ \{1} est inclus dans le domaine de définition Z; de f.

2) Justifier que f est dérivable sur R \{1} et donner I'expression de f.

3) a) Ecrire le développement limité & Pordre 2 de la fonction In au voisinage de 1.
Indication : On pourra poser x =1+, avec t — 0.

1 1 1
ifi 1 —_= — 1).
b) Justifier alors que s = 21 + 5 +01(1)

Indication : Utiliser t. Ne revenir a des formules en fonction de x qu’d la derniére ligne.
1

1
c) En déduire que les fonctions f’ et z e 11 possedent des limites finies en 1 a préciser.
nr r-—

4) Etude de f au voisinage de 1 :
a) Justifier qu’il existe o €]0, 1] tel que pour tout x €]1 — o, 1 + a[\{1},

1 1

Inz x2-1

3
2

’ ~X

b) En déduire que, pour tout x €]v/1 — o, v 1+ a[\{1},

£(2) ~ a1+ 2)] < SJa? — 2

puis trouver la limite de f en 1.

c) On prolonge f par continuité en 1 et on note encore f ce prolongement. Montrer que f est
dérivable en 1 et préciser f'(1). On énoncera le théoréme utilisé.
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5) Etude de f au voisinage de 0 :

-
a) Montrer que, pour tout z €]0,1[, 0 < f(z) < . et en déduire que f est prolongeable par
nw

continuité a droite en 0.

b) On note encore f ce prolongement. Préciser f(0) et montrer que f est dérivable & droite en 0.
Quelle est la valeur de f'(0)?

6) Etude de f au voisinage de +oo : Déterminer la limite de f en +ooc.

7) Dresser le tableau de variations de f sur R..
8) A laide du signe de f”, montrer que f est convexe.
9) Tracer la courbe représentative de f.

10) Calcul d’une intégrale.

1
a) Montrer que l'intégrale / ] dt est convergente.
0

n
b) Montrer que, ¥(z,y) €]0,1[> /det— xid et en déduire ef()—f()—/yt_ldt
ntrer que, V(x,y AL [ i T u n déduire que f(y x—x .

1 Tt—1
¢) En déduire la valeur de / dt.
o Int



