Lycée St Joseph Pour le jeudi ler octobre 2020
Classe de PC

Devoir de Mathématiques numéro 1

Correction

Exercice 1
Pour n € N, on pose :

L1+ 2\"
an—/o< D) )dt

1) a) Pour tout ¢t € [0,1] et tout n € N, on a

1 1+
0<t<1=0<5<——<1
1+t2 n+1 1+t2 n
:>0< B

En intégrant le dernier encadrement il vient 0 < ay,4+1 < a,,. Ainsi

‘ (an)nen est décroissante‘

b) D’apres ci-dessus, (a,) est décroissante minorée par 0 donc, d’aprés le théoréme de la limite
monotone,

‘La suite (ay,) converge‘

c) Pour tout ¢t € [0,1], 0 < ¢ < 1 donc en multipliant par ¢ > 0 et rajoutant 1,

1+2 <1+t

En divisant par 2, élevant a la puissance n (tout est positif) puis en intégrant il vient

L/14¢\" 1
0<a, < “0) dt= —
fin /0( 2 > on

= 0, donc par encadrement,

(1417

n—+1

2

0 n+1

Or lim
n—+oon + 1

(=0

2) En vue du concours blanc, les 3/2 sont vivement encouragé a lire la correction qui suit, aprés avoir réfléchit a
la question.

Appliquons le théoreme de convergence dominée :

we[0,1],  fult) = (1*;2)”

e Pour tout n € N, f,, est continue donc continue par morceaux sur [0, 1].

Pour tout n € N posons
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e Convergence simple : Soit ¢ € [0, 1] fixé.
Sit=1, fu(l) =1 — 1.

n——+00

Site[0,1], fu(t) =¢" ——— 0 car |q| < 1.
n—-+400

0,1] = R
Donc (f,,) converge simplement vers la fonction f : t—0 sit<l1
1—1
e Domination : Soit n € N. Soit ¢ : [0,1] — R définie par ¢(t) = 1.
1+ ¢

L’encadrement 0 < < 1 du 1)a) nous donne ainsi

vte[0,1], 0< fult) <o(t) =1

Par conséquent, la suite (f,,) de fonctions continues par morceaux converge simplement vers f continue
par morceaux et vérifie ’hypothese de domination

Vn,EIN, |fn|<(p
Avec ¢ =1 intégrable sur [0, 1].

Ainsi, le théoréme de convergence dominée nous dit que les f, et f sont intégrables sur [0, 1] et que

n—-+00 n——+00

1 1
lim /0 Fult) dt = /0 lim f(f) dt

1
Or / f(t)dt =0, donc
0

‘La suite (a,) converge vers ()‘

3) Appliquons le critere des séries alternées :
e Pour tout n € N, a,, > 0 par positivité de U'intégrale (déja prouvé lors de la question 1)b)).
e D’apres la question 1)a), la suite (a,) est décroissante.
e D’apres la question 1)c), la suite (ay,) converge vers 0.

Donc, d’apres le critére des séries alternées,

‘ La série Z(—l)"an converge

4) a) Qui dit calcul explicite d’une série dit presque toujours série géométrique ! Pour tout t € [0, 1] :

n L (1) & 1+¢2\”
S (57) -5 ()

p=0 p=0
1+t2 n+1

1—(—7)
o 14¢2
T+ ==

1

_ 2 e 2 1+2\"

342 3+e2\ 2
b) Pour tout ¢ € [0,1], #* > 0d 2 <g(4""~'"f"/ff/;l’/ onction t ’
our tou , 1, > onc 37253 Au pire on fait une étude de la fonction t — 3+/2.)

Ainsi

Lo a2\ ) 9\ nt1
[ EET R TERT L
0 3'+t2 2 0o 3 2 3
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c) t= V3w donce dt = v/3 du et, en n’oubliant pas les bornes, il vient

b2 A2 2 (v 1 2 1
—— dt = — = V3du=— = du-= Arct _ Arctan (0
/0 3+12 /0 3+3u2f B \/§/o 1wz \/g( retan <\/§) retan ( )>

1
Or Arctan (%

- . - . .
) = G (Vous avez le droit de faire un cercle trigo au brouillon) donc

s

1 9
dt =
/0 3+ 12 3v3

d) Montrons e/li( 1)P 1+t2pdt "_ tend vers 0
ntrons qu - — ——= tend vers 0.
E 0 2= 2 3v3

Soit n € N. D’apres 4)a),

En:(—l)p e N _ g 2 (1P "
2 34+12 3412 2

p=0

Donc en intégrant, puis majorant les valeurs absolues & 1’aide de 4)b), il vient

1z 1+2\” 1 9 1| 1+2\” 2
1) dt—/ 7dt</ —1)P — dt
/OZ( ) ( 2 > 0 3412 0 21 ( 2 342

p=0 p=0

1 9 1 t2 n+1
g/ - L dt
0 3+1t2 2

2
< gan—i-l

Or d’apres 1), lirj{l a, = 0. Donc par majoration la limite, pour n — +o00, de ’expression entre
n—-+0o0

valeurs absolue existe et vaut 0. Par conséquent, d’aprés 4)c)

1 1+42\" L2 m
I —1y dt:/ S dt=——
n—-+o0 Jo g( ) ( 2 ) 0 3422 33

Attention ! Warning! On ne peut pas intervertir limite et intégrale sans utiliser des théoremes. Cf

le théoreme de convergence dominée appliqué au 2) et le cours qui va avec.

e) Pour tout n € N, par linéarité de U'intégrale (bien vérifier que la somme est finie), il vient

n 2\ P n 2\ P n
[ (55 w-geor [(55) w-gor
p=0

p=0 p=0
- ™
Donc d’apres 4)d), lim Z(—l)pap = .
n——+00 =0 3\/§

Exercice 2 (MT 2019 PC)

La fonction f: z +— z%In (z + €**) est continue donc continue par morceaux sur |0, +oo[. De plus f est de
signe constant au voisinage de 0 et de +o00, donc la convergence équivaut a la convergence absolue.
1l n’est pas précisé que o = 0, donc on peut tres bien avoir a < 0.

e Etude en 0 : Effectuons un développement limité, pour obtenir un équivalent de f.

e =1+ azx+ o(x)
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Donc
In(z+e*) =In(l+ (14 o)z + o(x))
=1+ a)z+o(z)
Puis, si a # —1 (Il faut traquer les fractions et les éventuelles divisions par 0. Et, dans la méme famille,
traquer les équivalent a 0.)
fl@) ~ (1 +a)zte
11

Or / 3 dt converge si et seulement si 5 < 1 (Riemann en 0). Donc, par théoréeme de comparaison,

0

1
/ f(x) dz converge si et seulement si 1 + a > —1, c’est-a-dire o > —2.
0

Sia=—1, f(z) = o(z®") = 0(1), donc f est prolongeable par continuité en 0 (par 0), par conséquent
1
/ f(z) dz est faussement généralisée, donc converge.
0

En conclusion

1
/ f(x) dx converge <— o > —2
0

e Etude en +00 :

Comment commencer ? On part toujours de l'intérieur vers Uextérieur, donc de la parenthése a lintérieur du

alphaz.  palphaz = poyr ce faire, on met e en

In. C’est « exponentielle qui gagne », donc on veut montrer x + e

facteur — comme lorsqu’on regarde des limites de fractions rationnelles.
+o0o
Pour a =0, f(z) =In(1l + ) o Too donc () dz diverge grossiérement.
T—+00 1

+00
De méme, pour a > 0, liIJIrl f(x) =400 et / f(x) dz diverge grossierement.
T—r+00 1

ax

Désormais, on suppose a < 0. Comme lim — =0,
r—+00 I

In (x4 €*) =1n (ac (1 + e))
x
e&x
=lnz+In <1+ )
x
=Inxz +o(1)

Donc
1

) ~z%lnr = ——
f(@) r—ln"lg
+oo
Or / VT dt converge si et seulement si o' > 1 ou o’ =1et 3> 1 (Bertrand en +o0o, ce n’est
1 2% In"x

pas du cours). Dong, ici, il y a convergence si et seulement si —a > 1.
“+00
Donc, par théoréme de comparaison z) dz converge si et seulement si o < —1.
b ) 1

Conclusion :

+o0o
/ x%In (x + ) dx converge si et seulement si a €] — 2, —1]
0

Exercice 3

Partie 1 (Préambule)
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1) Pour tout k € N, comme |¢?| = 1 pour tout 6 € R,

1 b -
E/ f/ (t) elkt dt

1
Or klim = 0, donc, par encadrement,
—+00

1 b,
<; [ Irona

1t ,
lim / f () e dt =0

k—+o0

2) Soit k € N*. Intégrons par parties :

)L

ezkb 1kt
= fO 7 —Ha7 /f at
D’ou
f (t) eikt dt < ’ Eﬂb) fk 1kt dt

Or d’apres a), lim z / f(t e* dt = 0, donc par encadrement

k—+o00

b .
lim / f)e*dt=0

k—400 Jq

Partie 2
1) a) Soit n € N* fixé.
10,7/2[ — R

; sin(2nt) est continue donc continue par morceaux sur |0, 7/2].

., 2nt
Etude en 0 : f,,(t) ~ % =2n (# 0 car n > 1). Donc %irr(l) fn(t) = 2n et f, est prolongeable par
—>

La fonction f,, : {
tant

continuité en ¢t = 0 donc / ! fn(t) dt converge.
0

Etude en 5 : Soit ¢t = T_ h.

2

in(h
sin(h) 0

= (=1 sin(2nh) cos(h) h—0

(ME]

Donc f,, est aussi prolongeable par continuité en t =

l\D\:l

t/ fn(t) dt converge.
I
Conclusion :

3 sin (2nt
I, = /2 M dt converge
0 tant
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b) Calculons I; : pour tout t € {0, g},

sin(2t)  sin(2t)cost

tant sint
_ 2sint cos?t
- sint
=2cos’t

= cos(2t) + 1

sin(2t) :or

| =2
2 . 2

c) Sil'on note Zm (z) la partie imaginaire d’un complexe z, on a :

Donc I = [

sin ((2n 4 2)t) — sin (2nt) = ZIm (e2(”+1)it - e2"1t>
avec
p2(nt1)it _ 2nit _ (2n+1)it (eit _ efit)
=2(—sin((2n+1)t)sint +icos ((2n + 1) t)sint)

donc

| sin ((2n + 2)t) —sin (2nt) = 2cos ((2n + 1) ¢)sint. |
d) On en déduit, pour n € N*, par linéarité de I'intégrale :

s

I —1I, = /E 2cos ((2n + 1)t) cost dt.
0
Mais par un calcul analogue au précédent :
2cos ((2n + 1) t) cost = cos ((2n + 2) t) + cos (2nt)

donc, comme 2n # 0 et 2n + 1 # 0,

[VE]

sin ((2n+2)t)  sin(2nt)
2(n+1) * 2n |,

In—l—l I, =

ce qui prouve que la suite (I,,), o+ est constante.
Avec la question (b), on peut conclure que

‘La suite de terme général I,,, n € N*, est constante égale & 7/2. ‘

sin (pt)

0
2) Pour p entier naturel non nul, la fonction ¢ — est continue sur ] 0, 2] comme quotient de telles

fonctions dont le dénominateur ne s’annule pas, et se prolonge par continuité en 0 avec la valeur p.

T . "
L’intégrale /2 sin (pt)

0
C’est vrai notamment pour p = 2n avec n entier naturel non nul ou pour p = 1.

dt est donc convergente, car faussement généralisée.

‘Les intégrales considérées sont convergentes. ‘

3) Comme différence de telles fonctions, ¢ est de classe Ct sur }O, g [

Prolongement par continuité :

s ™ 1 cost
En — : Pour tout ¢ — t)=-— .
e En 5 : Pour tou E}O, 5 [, o(t) T st

: 2 Lo, T 2
Donc lim ¢(t) = — : ¢ se prolonge par continuité en — avec la valeur —.
t—Z s 2 m
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e En0: pourtoutte}o,g[,

(t)_tant—t_t+§+o(t3)—t_§+o(t3)
A= Tant ttan t " ftant

ot

Ainsi ¢(t) ~ =3 P 0 : ¢ se prolonge par continuité en 0 avec la valeur 0.

~ ‘w\”&

~ . U
La fonction ¢ se prolonge en une fonction @ continue sur [O, 2]

. , . T
Caractére €' : Nous allons appliquer & @ le théoréme du prolongement €' en 0 et en —.

Pourte]o,g{,

~,<t)_—1 1+tan®t 1 1
v 12 tan?t tan?t 2
oEnz:
2 4
lim &' (1) =1—
pReW=1-0

t3
e En0: (t—tant) ~ -3 et (t+ tant) ~ 2t donc

1 1 (t—tant)(t+tant) - x2t -2
tan?t 12 t2 tan? t 43
donc 5 )
. ~/ _ _ 2 _
e =1-3=3

7
Donc, d’apres le théoreme de la limite de la dérivée appliqué en a =0 et a =

)

Le prolongement & est de classe C! sur {0, 721

4) Puisque @ est Ct sur {O, ﬂ , il découle du préambule que la suite de terme général

™

o = /5 @ (t)e™ dt
0

converge vers 0, et la suite extraite (as,), également. Il est en de méme de la suite de terme général
(Zm (agn)) car 0 < |Zm (agy)| < |agy|. Or

Tim (aan) = /0 * 5 (t) sin (2nt) dt = J,, — I,

donc

lim (J,—1,) =0

n—-+0o

. sint . . s
5) a) La fonction t — 5 est continue donc continue par morceaux sur |—,+o00|.

, 1 T
Etude en 400 : Posons u : ¢t +— n et v :t— —cost. Ce sont deux fonctions € sur {2, +oo{ et

telles que le produit uv admette des limites finies (nulles) aux bornes de l'intervalle.

1 i _l
Vt€|:7;,+00[, {u(t):t ult)=-1
v(t) =cost  v'(t) = —sint
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b)

—+00
D’apres le théoreme d’intégration par parties, les intégrales /

us

2 2
sont de méme nature.

Or [ (tyo(t)] = |2

t2
o= 2.

1 oo dt
< 2 et l'intégrale de Riemann / Iy converge pour « > 1 donc pour
1

Donc, par théoreme de majoration,

est absolument convergente donc convergente.
Donc le théoréme d’intégration par parties nous donne

T2 sint
L’intégrale / —~ dt est convergente.

™

2

T
La fonction ¢t — u = 2nt est une bijection C! strictement croissante de ]O, 2] sur |0, n7], donc

par théoreme de changement de variable :

nTosin u
Jn :/ du.
0 U

: +oo sint L o .
Puisque 4 dt est convergente, par composition de limites, on a bien :
0

n——+o0o

+00 gin t
lim J, = / e
0 t

D’apres la question 1.(d), on peut écrire :
™

donc, d’apres les questions 4 et 5.(b) :




