Commencer par décrire X (). Utiliser le systéme complet d’événements (X = .'1')‘,.%7_\»(52).
Décrire les événements avant de passer au calcul des probabilités, au moins au brouillon.

(X =2,Y =y) signifie (X =z)N (Y =y).
Grenouille. Soit X le nombre d’oeufs pondu par la grenouille, et Y le nombre d’oeufs éclot.
X(2) =Net Y(Q) =N. Comme X ~ Z(N),
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Comme chaque oeuf éclot avec une loi %B(p) indépendante, k oeufs sachant qu’il y en a n pondus éclosent
selon une loi binomiale A(n,p) :

vneN, Vke[0,n] PY =k|X=n)= (Z)p’“(l —p)"*

La formule des probabilités totales nous donne, pour k£ € N fixé,

+oo
PlY=k)= Z P(X =nY =k) (X = n)pen+ systeme complet d’événements
n=0
+o0
= Z P(X=n)P(Y=k|X=n) Formule des probabilités totales, et k < n
n=~k
+00
A n
—-A k n—k
— R 1 _
S (n)ran
k +0oo n
AP A n—k
— e Mo 1—
‘M % - P
kyk $00 yn +00 A(l—p))n
AP A A n ( A(1—
= TZ@ r(1—p) Or z_:o " = M1-P)
_ _—Ap (Ap)k
B k!

Donc Y ~ Z(Ap).

Loi de X +Y lorsque X ~ Z(\) et Y ~ Z(u), avec A\, u € RY.
Soit X et Y deux variables aléatoires discrétes indépendantes sur (€2, o7, P) espace probabilisé.
(X+Y)(Q) =N



Pour tout n € N, Comme (X = k)en est un systéme complet d’événements,

+
8

PX+Y=n)=) PX=kX+Y =n) Formule des probabilités totales
= Z P(X=kY=n—k) Somme jusqu’a n car Y >0

= Z P(X =k)P(Y =n—k) X et Y sont indépendantes

Done [ X +Y ~ 2(A+ )|

Loi de Z = min(X,Y) lorsque X ~ ¥(p) et Y ~ ¥(q), avec p,q €]0, 1.
Soit X et Y deux variables aléatoires discrétes indépendantes sur (€2, o7, P) espace probabilisé.
Z(92) = N* Soit n € N* fixé. Comme

Or P(X 2n)=(1—-p" tet P(Y >n)=(1-q)" ! : dans la modélisation comme temps du premier
succes, ce sont les événements « il n’y a aucun succes jusqu’au rang n — 1 ». Donc

P(Z2zn)=[1-p)(1-q""
De plus, comme [n, +oo[= {n} U [n + 1, +oof,

Les unions sont disjointes, donc

Puis

Donc ng(l —(1-p)1 _Q))

Fonctions génératrices Vous devez savoir calculer « rapidement » la fonction génératrice d’une variable
aléatoire de Bernoulli, binomiale, géométrique, de Poisson.
Pour X une variable aléatoire discrete a valeurs dans N,

Vte[-1,1], Gx(t)=E (tX) = +f P(X = n)t"
n=0



e Bernoulli : Soit X ~ %(p) avec p € [0, 1].
Gx(t)=P(X=0)+P(X =1)t=|(1—p)+pt

e Binomiale : Soit X ~ Z(n,p) avec p € [0,1] et n € N.
On peut effectuer un calcul direct (via la formule du binéme de Newton), ou utiliser le raisonnement
suivant : Soit (X1,...,X,,) des variable aléatoire discréte mutuellement indépendantes, de méme loi
A (p), telles que

Alors, pour tout ¢t € [—1,1], (tXl, e ,tX”) sont mutuellement indépendantes, et

Gx(t) =E (t¥)
:E(txl) ><~--><1E<tX")

=|(1—-p+pt)" Car, pour tout ¢ € [1,n], E (tXi> =Gx,(t)=1—p+pt

e Géométrique : Soit X ~ ¥ (p) avec p €]0, 1].
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Cette derniére écriture peut étre plus pratique pour calculer G'y, puis E(X).
e Poisson : Soit X ~ Z(A) avec A € RY..
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