Lycée St Joseph Lundi 14 mars 2022
Classe de PC

Epreuve de Mathématiques 9

Durée 4 h

N.B. : le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la rédac-
tion. Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa
copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

L’utilisation d’effaceurs chimiques ou de « vernis » de masquage est interdite. Tous les textes sont obli-
gatoirement écrits a ’encre bleue foncée ou noire. L’usage du crayon a papier est interdit. D’autres couleurs
peuvent étre utilisées pour améliorer la présentation. Il est interdit de coller, couper les copies et adjoindre
des brouillons.

Les calculatrices sont interdites

. —1)n
Exercice 1 1) Justifier que la série Z = converge.
n=1 n
+00 1 ) 1 o
2) a) Démontrer que l'on a (/ (1l —x dx) :/ .
) @ auetona 3 ([ —ayar) = [1550
Indication : On pourra utiliser un théoréme d’intégration terme a terme.
400 (_1)n+1
b) En déduire la valeur de Z —t
n
n=1
+00 xn
3) Déterminer I'ensemble de définition de la fonction ¢ : x +— Z(—l)”“—. Calculer ¢(1).
n=1 n
4) a) Calculer l'inté 1/11_3301
a) Calculer l'intégrale [ —— du.
& o 1+a2
+o0 1
b) En calculant de deux fagons différentes Z(—l)” ( / (1 — ) da:), déterminer la valeur de la
—0 0
+00 (_1)77, "
somme : S = nz::O Gt D@2’ apres en avoir justifié I’existence.

Exercice 2
Question de cours : Soit f une fonction continue sur R et intégrable sur | — oo, —1].

x
1) Soient a € R et F} définie sur R par x +— / f(t) dt.
a
Justifier que Fy est de classe € sur R et déterminer I’expression de F](x) pour tout z € R.

€T
2) Justifier que la fonction F' définie sur R par = — / f(t) dt est définie et de classe €' sur R, et
—0o0

déterminer Pexpression de F’'(x) pour tout = € R.
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Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, on note FE,, ’espace vectoriel des fonctions polynomiales
de degré inférieur ou égal a n.

Pour tout k € [0,n], on note e la fonction réelle de la variable réelle ¢t — t* et B = (ex)kefon] la base
canonique de F,.

On note D I'endomorphisme dérivation de F, et id I’endomorphisme identité de E,.

3) Soit k € N. Montrer que la fonction fi : t — tFe! est intégrable sur | — o0, —1].
4) Soit f € E,. Montrer que 'on définit sur E,, une application linéaire L en posant g = L(f), avec

Ve eR, glx)=e" /z f(t)et dt

5) Soit g € E, telle que g = L(f). Montrer que g est solution sur R de I’équation différentielle v/ +y = f(z).
6) En déduire Ker L.
7) a) Calculer L(ep).
b) Montrer que, pour tout k € [0,n — 1], L(ex+1) = ex+1 — (k + 1) L(eg).
¢) En déduire que L est un endomorphisme de E,,.
8) Prouver que L est un automorphisme de E,,.

9) Recherche des sous-espaces propres de L.
Soit A une valeur propre de L et f un vecteur propre associé.

a) Justifier que A # 0.

b) Montrer que f est solution sur R de I’équation différentielle Ay’ + (A — 1)y = 0. (x).
¢) Résoudre dans R 'équation différentielle (x).

d) Déterminer les solution polynomiales de I'équation différentielle (x).

e) En déduire les valeurs propres de 'endomorphisme L et déterminer les vecteurs propres associés.
L’endomorphisme L est-il diagonalisable ?

10) Comparer L™ et D +id.

11) Déterminer la matrice M de L™! dans la base 4.

12) Déterminer les valeurs propres de L~!. Retrouver alors les valeurs propres de L.

Exercice 3 .

Soient n € N* et E = R,[X]. Pour ¢ € [0,n], on note P;(X) = X'. La base canonique de E est

(Po(X)... Pa(X).
Soit (a;)jefo,n) une famille de réels distincts deux a deux.

Pour tout coule (P, Q) d’éléments de E, on pose : (P|Q) = Z
j=

1) Vérifier que 'on définit ainsi un produit scalaire sur E.
2) Soit P un polynoéme de E. Calculer (P|FP).

3) Pour tout j € [0,n], on considere le polyndéme

Lij(X) = ﬁ g

o G — @k
2]
i o 9 lsit=y
a) Démontrer que, pour tout couple (4, ) € [0,n]", L;(a;) = _
0 sinon

b) Prouver que la famille Z = (L;)e[o,n] st une famille orthogonale pour le produit scalaire (.|.).
¢) En déduire que £ est une base de E et qu’elle est orthonormale.

d) Déterminer les composantes d’un polynéme P de E dans la base £.
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n
e) Déterminer Z L;.
=0

n
4) Soit H l’ensemble des polyndémes P de E tels que Z P(aj) =0.
j=0
a) Montrer que H est un sous-espace vectoriel de E.
b) Déterminer H= et en déduire la dimension de H.
5) Soit @ un polynoéme de E.
a) Déterminer le projeté orthogonal de @ sur H L

b) Déterminer la distance de @) au sous-espace vectoriel H.

Exercice 4 (Etude d’une famille de séries entiéres)

Dans tout le probleme, o désigne un nombre réel. On note D, ’ensemble des réels x pour lesquels la série
n

N X
entiere Z — est convergente et on pose, pour tout = € D,, :
n>1 n
+o0 xn

fa(x) - n=1 nfa

Objectifs

Ce probleme est composé de trois parties indépendantes.

Dans la Partie I, on étudie quelques propriétés élémentaires des fonctions f,.
L’objectif de la Partie II est de construire un logarithme complexe.

Partie 1 (Quelques propriétés des fonctions f,)

1) Déterminer le rayon de convergence R commun aux séries entieres définissant les fonctions f,.

2) Déterminer, suivant les valeurs du réel «, le domaine de définition D, de la fonction f,. On distinguera
les cas a €] — 00,0], a €]0,1] et o €]1,400].

3) On suppose dans cette question « > 0. Déterminer, pour tout x € D,, le signe de f,(z).

4) Expliciter fo, f-1 et fi.

5) Soit @ > 1. Prouver que f, est continue sur D,,.

6) Soit a < 1. Prouver que lir? fa(x) = 4+00. On pourra comparer fo, d fi.
z—1-

On suppose dans les deux prochaines questions qu’il existe un réel A > 0 et une variable aléatoire X4,
définie sur un espace probabilisé (2, A, P) et a valeurs dans N*, tels que la fonction génératrice G, de
X, soit :
Go = Mo
1
fa(1)
8) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que la variable aléatoire X, admette une espérance.
Déterminer cette espérance en fonction de f,(1) et fo—1(1) seulement.

7) Montrer que o > 1 et A =

Partie 2 (Un logarithme complexe)

1) Donner sans démonstration le développement en série entiere au voisinage de 0 de la fonction qui a
x €] — 1,1] associe In(1 + z).

00 n
—z)" —z
Pour tout nombre complexe z, tel que la série E (=2) est convergente, on note : S(z) = — E u
>t n=1 "
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2) Donner le rayon de convergence R de la série entiére définissant S. Pour tout z réel élément de |— R, R|,
déterminer la valeur de exp(S(z)).

Soit zg € C tel que |z9| < R. On consideére la série entiére de la variable réelle ¢ suivante :

Z(—l)”_lﬁt”.

n>1 n

En cas de convergence, on note g(t) sa somme.
On a donc, pour t € R tel que la série est convergente, g(t) = S(tz).

3) Déterminer le rayon de convergence de la série entiere définissant g.
4) Prouver que g est définie et de classe C* sur [0, 1]. Déterminer, pour tout ¢ € [0,1], ¢'(t).
5) On pose h = exp og. Prouver que pour tout t € [0,1] :

o

1 + tzp

h(t).
6) Résoudre I’équation différentielle de la question précédente et en déduire que :
exp(S(20)) = 20 + 1.

FIN DE L’EPREUVE



