Lycée St Joseph Jeudi 11 mars 2021
Classe de PC

Epreuve de Mathématiques 9

Correction

Exercice 1 (E3A PC 2020)
cf Rapport du jury.

Exercice 2 (E3A PC 2020)

Idem.

Exercice 3 (CCINP PC 2020 — UPS)

Partie I - Préliminaires

1)

2)

Soit & > 0.

t — f(z,t) est continue (par morceaux) sur R’} par opérations sur les fonctions usuelles.
sin(¢

Pour tout t > 0, |sin(¢)| < |¢|, donc |f(z,t)| = ﬁe_” <e ™

Or t — e * est intégrable sur R% (car x > 0), donc, par comparaison, t — f(x,t) est intégrable sur
RZ.

/ . 1, 1
e Posons u'(t) = sin(t), u(t) =1 — cos(t), v(t) = Y (t) = —a

u et v sont de classe C' sur RY .
1—cos(t) 1—(1—t*/240(t*) */2+0(t* t

u(t)v(t) = ; ; ; =5+ o(t) e 0.
borné
1 (t)
— COoS
u(t)v(t) = — Nl 0.
N y ) ) oo oo , +oo 1 — cos(t)
D’ou, par intégration par parties, I = / u' (t)v(t)dt et u(t)v'(t)dt = —/ Tdt sont
0 0 0
. ) . [T 1 —cos(t)
de méme nature, donc I converge si et seulement si Tdt converge.
0
1-— t
ot ::;S() est continue (par morceaux) sur R7.
1 —cos(t) 1—cos(t) 1—(1—t%/240(t>) t?/2+0(t> 1 1 — cos(t)
2 2 2 R =g Holl) 2 1/2 donet s ——5—==
est prolongeable par continuité en 0, donc intégrable sur |0, 1].
1—cos(t) O(1) 0 1
2 2 st \£2)7
1 — cos(t)

1
Or t — — est intégrable sur [1,+oco[ (Riemann et 2 > 1), donc, par comparaison, t est

t2

intégrable sur [1, +oo.

1 — cos(t)
t2

d’aprés le premire point de cette question, I converge.

o ) - oo 1 — cos(t)
t— est donc intégrable sur R, donc, en particulier, —————=dt converge, donc,

0 t2
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3) Soit = > 0.
t — u(x,t) est dérivable sur R et, pour tout ¢t > 0,

ou zcos(t) —sin(t) _ xsin(t) + cos(t) _
- t) = — xt _ xt
at o t) 1+a22 ¢ Traz < (oe
_ —xcos(t) + sin(t) + a?sin(t) + wcos(t) _,
B 1+ a2
_ (1 + xQ) Sin(t) efwt — sin(t)efzt,
1+ a2

donc ¢ + u(z,t) est bien une primitive de la fonction ¢ — sin(t)e ™" sur R7.

Partie II - Calcul de F sur |0, +o0]

4) e Soit = > 0.

sin(t)
t

D’on, par l'inégalité triangulaire généralisée et par positivité de 'intégrale convergente (avec "0 <

+00"), on a :

6—xt

Pour tout t > 0, |f(x,t)] = <e ™

@l = | [ rwnal < [Tiseoas [T erta-

T

1
e Or lim — =0, donc, d’apres le théoreme des gendarmes,
T—+00 I

lim F(z)=0.

T—+00
5) Soit a > 0.
e Pour tout x € [a, 400, t — f(x,t) est intégrable sur R* (d’apres la question [1javec z > a > 0).
e Pour tout t > 0, 2 + f(z,t) est de classe C' sur [a, +oo[ (constante fois une exponentielle) et,
pour tout = > a,
af

t— %(x,t) = —sin(t)e

est continue (par morceaux) sur R .
e Pour tout xz > a, pour tout ¢t > 0,

of
%($7t)

ol  est intégrable sur RY (car a > 0).

= | —sin(t)e | < e < e = (1),

+oo
D’ou, d’apres le théoréme de dérivation des intégrales a parametres, F' : x — / f(z, t)dt est de
0

classe C* sur [a, +oo et, pour tout = > a,

Fl(z) = /0 o g;}:(:c,t)dt __ /0 " gin(t)e-tt.

6) F est dérivable sur [a,+oo pour tout a > 0, donc F est dérivable sur | J[a, +0o[=]0,+o0[ et, pour

a>0
tout = > 0,
F’(m) = _ /+OO sin(t)efxtdt = —[u(z t)]+o° = — (0 + 1)
0 70 14 22
B 1
T 1+a22

F est une primitive de F’ sur l'intervalle R’ , donc il existe K € R tel que, pour tout = > 0,
F(x) = — Arctan (z) + K.

Enfin, lim F(z) =0, donc —g + K =0, donc K = g, et, par suite, pour tout x > 0,

Tr—-+00

F(z)= g — Arctan ().
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Partie III - Conclusion

7)

8)

9)

e Pour tout t €]0,1], z — f(z,t) est continue sur [0, 1].
e Pour tout = € [0,1], ¢ — f(x,t) est continue (par morceaux) sur |0, 1].
e Pour tout ¢ €]0, 1], pour tout = € [0, 1],

t

|f (2, t)| = e e < 1= 0(t),

ou ¢ est intégrable sur ]0, 1] (constante sur un intervalle borné).

1
D’ou, d’apres le théoreme de continuité des intégrales a parametre, F; : x +— / f(z,t)dt est continue
0
sur [0, 1].

Soit x € [0, 1].
e Pour tout ¢t > 1,

u(z,t) 1 wsin(t) +cos(t) 4\ 1 B 1
2 2 X <_ 1+ 22 c T2 X t—Qi—oo(l) a t—>9-oo 2)°

1
Or t — — est intégrable sur [1,+oo[ (Riemann et 2 > 1), donc, par comparaison, ¢ —

t2
oo u(,t)
t2

intégrable sur [1, +oo[, donc, en particulier, / dt converge.

1
e Posons w'(t) = sin(t)e ™, w(t) = u(x,t), v(t) =

w et v sont de classe C! sur [1, +ool.

w(tp(t) = 00 Hm( )Hm

+o0 +oo u )
/ w(t)v' (t)dt = / 2 dt converge d’apres le premier point.
1 1

+o0o +oo

D’ot, par intégration par parties, / f(z, t)dt = / w'(t)v(t)dt converge (mais on le savait déja)
1 1

et

oo w(x, t)]T> o u(x
Fo(x) :/j o (#)ot)dt = [<tt) 1 +/1+ (tz’t)dt

in(1 1 oo t
_ xsin(1) + cos( )efx +/ u(m )dt
14 2 1

u(zx,t)

t2

u(z,t)

t2

e Pour tout x € [0,1], t —

est continue (par morceaux) sur [1, +00[.

e Pourtoutt > 1, z —

est continue sur [0, 1].

e Pour tout z € [0, 1], pour tout t > 1,

u(z,t) < 1 z|sin(t)| + | cos(t)
X 9 € X ;90 1
12 12 1+ 22 2 1 t2

ou ¢ est intégrable sur [1, +oo[ (Riemann et 2 > 1).
oo u(x, t)

2 dt est continue

D’ou, d’apres le théoréeme de continuité des intégrales a parametre, x — /
1

sur [0, 1].

xsin(1) + cos(1)

1+ 22
donc F est continue sur [0, 1] comme somme de fonctions continues.

e De plus, z — e~ 7 est continue sur [0, 1] (par opérations sur les fonctions usuelles),
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10)

+o0
e D’ou, pour tout x € [0,1], F(z) = / f(z,t)dt existe (on le savait déja, cfet i et
0

Fla) = /()1f(x,t)dt+/1+oo Fla, t)dt = Fi(z) + Fy(x),

donc F' = F} + F5, donc F est continue sur [0, 1] comme somme de fonctions continues.
e On a donc, par continuité de F' en 0,

I=F(0)= lim F(z)= lim T _ Arctan (x) = g

z—0t z—0t

Exercice 4 (CCINP PC 2020 — UPS)

Retour a l'origine d’une marche aléatoire sur Z.

Partie I - Calcul de p,

1)

Soit n € N*.

n
Chaque variable X; modélise le pas de I'instant k, donc S,, = Z X modélise la positition du pion a
k=1
I'instant n.
Comme Sy = 0, Sy modélise aussi la position du pion a I'instant 0.

2) po = P(Sp = 0) = 1. Comme S1(2) = X1(R2) = {£1}, on a p; = P(S1 = 0) = 0. Enfin, ps = P(Sy =

3)

4)

5)

D’apres la formule des probabilités totales avec le systeme complet d’événements (X1 = k)ex, Q) =
(Xl = —1,X1 = 1), on a

P2 P(Xl—l-XQ:O):P(Xl:1ﬁX1+X2:0)+P(X1:—1ﬂX1+X2=0)

P

=P(X1=1)P(Xo=-1)+P(X; =-1)P(Xo=1) (car X; et X2 sont indépendantes)
1
2

N | —
[\
[\
N | —

n

Si n est impair, alors pour tout w € Q, S,(w) = Z Xk(w) est la somme d’un nombre impair de
I
k=1 e{£1}

nombres impairs, donc est impair.

Par suite, p, = P(S,, = 0) = 0, car I’événement (S,, = 0) est impossible (car 0 est un nombre pair).

X 1 1+1 —1+1
On a Y,(Q2) = ( k; ) Q) = {Jr, ; } = {0, 1}, donc Y}, suit une loi de Bernoulli.

1
De plus, P(Y, = 1) = P< = P(Xy = 1) = -, donc Y}, suit une loi de Bernoulli de

2

parametre 3

e Les variables (Yj)ren+ suivent toutes une loi de Bernoulli et sont indépendantes, donc, pour tout
n>0,27,= zn: Y, suit une loi binomiale de parameétres n et %

i=1
Par suite, Z,,(2) = [0,n] et, pour tout k € [0,n],

e De plus,

donc S,, =27, — n.
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6) Pour tout m € N*, 2m > 0, donc, d’apres la question précédente,

pZm:P(SQmZO):P(QZZm_2m:0):P(ZQm:m)
2m\ [1\%™ 2m)\ 1
-() G =)

0\ 1
Comme ( 0) Yl 1 = pg, ce résultat est encore valable pour m = 0.

Partie II - Fonction génératrice de la suite (p,)nen

7) Pour tout n € N, |p,| = P(S, = 0) < 1, donc le rayon de convergence de anxn est supérieur ou
n=0
égal au rayon de convergence de Z 12", c’est-a-dire R, > 1
n=0

8) Pour tout m € N*, on a :

—-1)m™ 5 1
U (L)
m: 1

3

Q)
LS

= m!2m H (2k — 1)

1 Hk:1(2k — D ITRL.(2k)
i T (2k)

1 IMk
ml2m 2m T k

1 @2m)!  (@em)! 1 <2m> 1

e
Il
—

3

~ El= 3.\H

T mi2m omml bl 2mom gy | qm — P2
9) D’apres le cours, pour tout a € R, pour tout x €] — 1, 1],

ala—=1)..(a—n+1 =1

(1+2)° —1+Z ) (' ):/U":l—l—zjn(a—k—i-l)x"
n! —nl 2

Par suite, pour tout z €] — 1, 1[, comme (—2°) €] — 1,1[, on a
+oo n n
(1—2?) —1—|—Z Hoz—k:—}—l —1—|—Z Ha—k+1

Par ailleurs, avec les expressions trouvées pour p,, dans la partie précédente, on a, pour tout z €] —1,1]
(ona R, >1),

“+o00 “+oo —+00
= ™ =po+ D P2+ > panyr 2!

n=1 n=0 -0
=1+ Z p2nx2n
n n
D’ou, pour a = —1/2, comme po, = H a — k + 1) pour tout n > 1 d’apres la question

précédente, on a f(z) = (1 — z2)~"/2 pour tout x E} - 1,1[.
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Partie III - Loi de la variable aléatoire T

10)

11)

12)

13)

e Pour tout n € N*, T'=n =5, =0, donc (T'=n) C (S, =0), donc P(T =n) < P(S, =0).

Or, pour tout n impair, P(S,, = 0) = 0, donc, pour tout n impair, ¢, = P(T = n) = 0. En particulier,
pour n =1, g1 =0.

e 51 = 0 est impossible, donc, par définition de T, ona T >2et T =2 < Sy =0, donc ¢ = P(T =

1
2)=P(S=0)=p2= 3.
e Pour tout z € [-1,1],
[9n(2)] = lgna”| = P(T = n)|2|" < P(T = n),

donc ||gn |55 < P(T = n).
Or Z P(T = n) converge (et vaut 1 — P(T = +o0) car T(2) = NU {400}), donc, par comparaison,

n=0
Z llgnll™Y converge, donc la série de fonctions Z gn converge normalement sur [—1,1].
n=0 n>=0
e Comme Z gn converge normalement sur [—1,1], Z gn converge simplement sur [—1, 1], donc, en
n=0 n>0
particulier, pour z = 1, Z gn(1) converge, ce qui assure que
n=>0
R, =sup{p>0: Z gnp" converge} > 1.
n=0
f et g sont deux fonctions développables en série entiére au moins sur | — 1, 1, donc, par produit de

Cauchy, fg est développable en série entiére au moins sur | — 1, 1] et, pour tout = €] — 1, 1],

+o00 +oo +o00 n
flz)g(z) = <Z pnw”> (Z qnx”> => (Z pkan> "
n=0 n=0

n=0 \k=0

0 400 n
= <Z pkan) '+ (Z pkan> z"
k=0 n=1 \k=0
+0o0

= Poqo + Z prx”  (d’apres la relation admise pour tout n € N*)

n=1

+o00
=0+ Z Pz
n=1

400
= —1+poz’ + ) ppa”

n=1

+oo
=1 Y = 4 )
n=0

e Comme, pour tout = €] — 1,1[, f(z) = (1 — 2%)~"/? (daprés la question @, la relation obtenue a la
question précédente devient :

Vel —1,1], (1—2?)"Y%gz)=@1-2*)"Y2 -1,

donc, en multipliant de part et d’autre par v1 — 22 = (1 — x2)1/2, on a bien, pour tout z €] — 1,1],

e Pour tout z €] — 1, 1],
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donc, pour @ = 1/2, on a , pour tout = €] — 1, 1[, comme (—z?) €] — 1,1],

W—HZ H(—k+1>( )—1+§(1)nn<;—k+l)x2”,

donc

ou le rayon de convergence de cette série entiére vaut 1.

{2y o :
14) Pour tout = €] — 1,1], = — ——k+1) 27", donc, icité d
) Pour tout z €] an nz::l o kl;[l (2 + )x onc, par unicité du
développement en série entiére sur ] 1,1, on a :
( )n—i—l
qozo, VREN*,(]Q”— H (—k—f-].) et (VnEN,an_i_l :0)
k=1
15) e Comme T'(Q2) = NU {400}, on a
+0o0o “+oo +oo
PT=+400)=1=Y PT=n)=1-> gu=1-> q1"=1—g(1).
n=0 n=0 n=0
e Or, comme pour tout n € N, g, est continue sur [—1,1] et Z gn converge normalement, donc
n=0
+o00
uniformément, sur [—1, 1] (d’apres la questin |11)), la fonction g = Z gn est continue sur [—1,1].
n=0

En particulier, elle est continue en 1, donc

g(1) = lim g(z) = lim 1—+1—22 (d’apres 'expression trouvée en

rz—1~ r—1—

=1-0=1.

e On a donc P(T' = +00) = 1—g(1) = 0, donc 'événement T" = +oo est quasi impossible, donc on est
quasi certain que le pion reviendra a l’origine a un instant donné.

16) Pour me mccmcher au programme, je vais alors considérer que T(€2) = N.
+oo
g:x— Z gnx" Z 2" P(T = n) est la série génératrice de T.
n=0
D’apres le cours, T’ admet une espérance si et seulement si g est dérivable en 1. Or, pour tout x €]—1, 1],

g(x) =1—+/1— 22, donc g est dérivable sur | — 1, 1[ et, pour tout = €] — 1, 1],
2x

"(z) = —  +oo.
g(z) 2V/1 — 22 \/1 22 21~

g est continue sur [—1, 1], dérivable sur | — 1,1[ et lim ¢'(z) = +o0, donc, d’apres le théoréme de la
z—1-

limite de la dérivée, g n’est pas dérivable en 1, et, par suite, T' n’admet pas d’espérance.

FIN DE L’EPREUVE



