Lycée St Joseph Lundi 10 mars 2025
Classe de PC

Epreuve de Mathématiques 8

Exercice 1 (E3A PC 2024)
1. Questions de cours
)\k
1.1. [VE€ X(Q) =N, P(X = k) = e_’\ﬁ, EX)=X\ V(X)=2\
( ‘io :EQTL +o00 x?n—i—l

1.2. |[Vz e R, ch(x)= sh(z) = T

= (2n)! = (2n+1)!
1.3. Deux variables aléatoires discrétes X et Y définies sur 2 sont indépendantes si, pour tout A C

2.

2.1.

2.2,

X(2) et BCY(Q), les événements (X € A) et (Y € B) sont indépendants, c’est-a-dire P((X €
A)N(Y € B)) =P(X € A)P(Y € B).

{Y=0t=J{X=2j} et {Y=1}=J{X=2j+1}

jeN jeN

Y (Q) ={0,1} donc Y suit une loi de Bernoulli. De plus,

+oo
PY =1)=> P(X=2j+1) union disjointe
j=0
+0oo A2k+1
= Z e*’\il loi de Poisson
o (2k+1)!
= e *sh())

Deplus E(Y)=0xP(Y =0)+1xP(Y =1):

3.3.1. T(Q2) = {kn | k € {1,2} et n € N} donc

T(Q) =N

3.2. D’apres la formule des probabilités totales, en utilisant le systéme complet d’éveénements, suggéré

par I'énoncé, (Z = n)necz(),

P(T=k)=P{T =k}n{Z=1})+P{T =k} n{Z =2}

=P{X =k}n{Z=1})+P({2X =k} N{Z =2}) car T =XZ
:%(P(X:k)—i—P(ZX:k)) car X Il Z
Ainsi,
P(T = k) = % (P(X = k) + P(2X = k))
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3.3. Comme (2X =2k +1) =0 et (2X = 2k) = (X = k), il vient

2 \ @) 2 (2k+)!

—A )\Qk k - )\2k+1
Vk € N, ]P’(T:Qk):6< +> et P(T=2k+1)=" 2"

—+00
3.4. Comme {T € 2N} = | J{T = 2k},

k=0
+o0 e—)\ )\2k )\kz

e <+OO >\2k 400 )\k)
RS SE . Sk
> \& e T A

e~

= (ch (A) + e)‘)

T
—e
2
On peut aussi regarder les événements attentivement : 2 divise le produit X Z si et seulement si 2 divise X

ouZ. Dot (T € 2N) = (Z = 2)U(X € 2N) et, par formule du crible, indépendance et calcul de P(Y = 0),

on conclue.

1
P(T €2N) = - + Ach (N

Exercice 2 (CCP 2010 TSI, partiel)

Partie 1 (Etude d'une équation diffétrentielle)
e =
1+t
Etude en +oo : Par croissance comparée, comme 1/x > 0,

1) Soit z > 0. La fonction f : ¢ — est continue, donc continue par morceaux, et positive sur [0, +00].

2f(t) ~te ™/ —— 0
t——+o00

1 oo 1
Donc f(t) = o(—). Or /1 2 dt converge d’aprés Riemann (o =2 > 1).

“+o00
Donc, par théoreme de comparaison, / f(t) dt converge. Conclusion :
0

‘ o(x) existe pour tout z > 0 ‘

2) Rédaction : il faut savoir structurer sa réponse, lorsqu’il y a beaucoup d’étapes dans une question.

e Intégrabilité de ¢ : Posons

v 0 te_t/b
t e |0, , t) = 5=
0400l V(0 = iy
La fonction v est continue sur [0, +00].
Etude en 400 : De méme qu’au 1, par croissance comparée, comme 1 /b >0,
2,01y o #2,—t/b
FYt) ~ e
1 oo
Donc 9(t) = o(t—2>. Or / 2 dt converge d’aprés Riemann (o =2 > 1).
1

“+o00
Donc, par théoréme de comparaison, Y(t) dt converge (absolument, car ¢ > 0).
0
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e Majorations : Soit ¢ € [0, +o00[. Pour tout x € [a, b],

t
0<a<or— 5 < -
x a
Et
t t _t _t
0<x<b:>E<—:>e z L e
T
En conclusion,
te—t/:t te—t/b
=1(t)

< <
~ N
2040 S0 +0)
Quand la majoration n’est pas immédiate, il faut justifier (au moins 1 étape intermédiaire), et il vaut mieux
déplacer les calculs en « préliminaires ».

e Théoréeme de dérivation : Posons

e
1+¢
Avoir une dérivée partielle juste est fondamental. Prenez votre temps, décomposez, mais la dérivée doit

: , O [t 0 .
étre juste. On dérive par rapport a x. e~ = =e", (e") =u'e". — <> =3 —(tz™Y) = —tz™2. Etc.
ox

ox
e Vt € [0, 400], la fonction z + h(z,t) est de classe €' sur [a,b], et

8 |+

V(t,z) € [0, +o00[x[a, b], h(z,t) =

oh te—t/e
v € [a,b], 87;(50775) = 2010

e Vz € [a,b], la fonction ¢t — h(z,t) est intégrable sur [0, +oo] (d’apres 1));
—t/x
€
la fonction ¢ + ———— est continue par morceaux sur [0, +ocl.
z2(1+41t)
e La fonction 9 : [0, +00[— R, définie ci-dessus est intégrable sur [0, +oo[ d’apres ci-dessus
et, toujours d’apres les calculs ci-dessus,

oh
Yo 0) € la.b] x 0,400l |5 (w0)] < wlt)
Donc, d’apres le théoréme de dérivation sous le signe somme (ou théoréme de Leibniz), il vient
% b et o et
t t = —— dt.
© es sur [a,b] et ' (x) /0 2050

3) D’apres la question précédente, la fonction ¢ est €' sur tout segment de R* , donc ¢ est € sur R :

@ est classe € sur |0, +00]

On vous donne l’équation différentielle, vous avez y ety : vérifiez si en remplacant — tout bétement — le résultat
tombe. Au pire, vous aurez des idées pour une éventuelle intégration par parties.
Pour tout z €]0, +o0],

400 te—t/$ +oo ¢ ;
2 1/ 2
v (@) +el) x/o 1+t +/

t
+o0 teT e e~

/ Tt
T+t 1+t

ezdt

e

=T

Conclusion :



DST 8

¢ est solution sur |0, +o0o[ de I’équation différentielle (&) ‘

4) a) Par théoréme de dérivation terme & terme des séries entiéres, F est € sur | — R, R[ (a Pintérieur
du domaine de convergence) et

+o00
Vz €] — R, R|, Fl(z) = Z nayz"
n=0
En remplagant dans (&), il vient
+o00 +o00
Vz €] — R, R, 22 F'(x) + F(z) = > na,z" + > ana”
n=0 n=0
+o0o +o0o
=Y (n—Dag_12" + > apa”
n=1 n=0
+o00
=ag+ Z {(n —1Dan—1 + an] " (décalage d’indices)
n=1
Ainsi, par unicité du développement en série enticre,
—+o00o
F solution de (&) sur | — R,R[ < Vx €| — R,R|, ao+ Z {(n —Dap—1+ an}wn =z
n=1
ag = 0
<— O+ar =1

Vn>2, (n—1)ap-1+a,=0

Conclusion :

ap=0, a1=1 et Vn>=2, an:—(n—l)an_l‘

b) Montrons par récurrence que la propriété :
Hp:  ap=(—1)""(n—1)!

est vraie pour tout n > 1.
e H; : est vraie d’apres a).

e H, = Hp+1 : Supposons H,, vraie. ap+1 = —Na, = (—1)”+2n! d’apres a) (n+1 > 2). Donc
Hpr1 est vraie.

e Conclusion :

ap=0 et ¥Yn>1, a,=(—1)""(n—-1)!

c) Pour tout = € R, posons u, = a,z™ = (—1)""(n — 1)lz".

Un+1
Un

VY #£ 0,

(_1)n+2n!xn+1
T E) (= Dl | nlzl oo Foo > 1

Donc, d’apres d’Alembert, E |u,| diverge grossierement, donc E uy diverge.
Ainsi,
Vu le coefficient, ce n’est pas étonnant. Cf. l’exercice 1 de la feuille sur les séries entiéres.

En conclusion

L’équation (&) n’admet pas de solution développable en série entiére
sur un intervalle | — R, R], quel que soit R > 0.
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Partie 2 (Détermination d’'une valeur approchée de ¢(z))
Soit x € R fixé.

1) Soit n € N et t > 0. Somme des termes d’une série géométrique :

n ko 1 — (_t)nJrl 1 ) il thrl

> () = 1— (=) =13 VT

Par conséquent, en multipliant par 675,

t

ez
1+t

t
il tn+1e—;

n
—DFthes + (—1
(1) the™ + ()"

k=0

2) Soit ke Net n € N.
n+1ef£

Les fonctions t — tkefé ettt — ——m—
1+t

sont continues sur [0, +oo[ et par croissance comparée,

1 -t 3 _t
lim tF+2e7 % =0 et t2tn+ Y e
t——+o00 1+t t t——+o00

+oo 1
Donc ces deux fonctions sont des petits o de 1/t en 400, or / t—zdt converge (Riemann, o« =2 > 1),
1

donc, par théoréeme de comparaison, elles sont intégrables au voisinage de 4+o00. Ainsi,

400 400 thrle—%
/ th e_% dt et / —— dt existent
0 0 1+t

Nous pouvons donc intégrer 1’égalité obtenue au 1). La somme est finie donc par linéarité

L +oo ¢ +oo tn+16_£
the=% dt + (=1 "“/ L dt
+=D 0 14+t

e_t/x +o00
3) @hm={4ml

0
tk’-i—l

E+1

Comme . ligl uv = 0 par croissance comparée, par théoreme d’intégration par parties, les deux
— 400

intégrales /
R

b) Soit £ € N. On effectue une intégration par parties. Soit u = et v=e "

uw'v et / uv’ sont de méme nature — convergente d’apres la question 2. De plus,
R

400 tk—l—l

1 —t/T 4 —
k;—i—l( /x)e dt

(@) = fulf™ - | e @

Conclusion : ‘Ik+1($) = (k+ 1)aly(x) ‘

¢) La relation de récurrence est quasiment la méme qu’en partie 1, question 4a. Et pour cause : on calcule
la aussi le développement en série entiére de w. Ce n’est pas choquant [’obtenir la méme expression. Par
contre, dans cette partie, on maitrise le reste, i.e. [’écart entre ¢ et la somme partielle de la série entiére.

Montrons par récurrence que la propriété :
Hi:  Ip(z) = Kbt

est vraie pour tout k£ > 0.

e Hy : est vraie d’apres a).
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. b
o Hi = M1 : Supposons Hy, vraie. Ij1(z) D (k+1)zI(z) = (k+1)zklz" T = (k+1)lz*+2,
Donc Hyyi est vraie.
e Conclusion : |Vk >0 I(z) = KlaF*!
Vous devez savoir faire le calcul de I (x) sans aucune question intermédiaire : c¢’est un classique.

4) a) Soit n € N.

n +o0o tn—l—le*%
p(x) = Z(—l)kfk(x) + (—1)n+1/ —dt d’apres la question 2
k=0 0 1+¢
n +o00 tn+1€_£
= z:(—l)kk:!zc]“r1 + (—1)"“/ —dt d’apres la question 3c
k=0 0 1+t

t
too gntle—y

D N :—1"+1/
onc Ry(z) = (—-1) : 1

Rawl< [

dt. Ainsi, par inégalité triangulaire,

fn+le=y
1+t

‘dt

1

Or0< 117 < 1 sur [0, +00[, ce qui entraine,

+00 +

Ra()| < [ e bt = Tupa(e) = (0 + Dl
0
Ainsi,
VneN, |Ry(z)| < (n+1)z"?
b) u, #0 et

Uny1  (n4+2)110"2  n42
u, 10" (n+1)! 10
Un+1

Donc pour tout n € {0,...,8}, 0 < < 1 et la suite est décroissante (u,, > 0).

n
Pour n > 8§, Ynt1 > 1 et la suite devient croissante. Donc
n
’La suite (uy,) est minimale pour n = 8‘
1 8
c) ¢ (10) = Z(—l)klk(l/IO) + Rg(1/10), et d’apres a)
k=0
|Rs(1/10)] < 9'(1/10)1% = 3,6288 x 107°
1 8
Donc on peut obtenir ¢ (10) avec 4 chiffres significatifs en calculant Z(—l)kf £(1/10).
k=0

5) Soit z # 0 et vy = (—1)Fk!ZFHL

Vk+1

=(k+1)|z| —— 400 >1
k—4o00

Donc, d’apres le critere de D’Alembert, Z |vg| diverge grossiérement, donc ka aussi.

Ainsi, | Le rayon de convergence de la série entiere z:(—l)kk!z]”“rl est 0
k=0

En particulier cette série n’est pas convergente pour z = 10
On vient d’utiliser une série divergente (et pas qu’un peu divergente) pour approzimer ¢(1/10). Grice a la
maitrise du reste de la série.

La partie 1 montre que @ est solution de & et que & n’a pas de solution développable en série entiére en 0. Donc

nous savions déja que @ n’était pas développable en série enticre.
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Exercice 3 (Mines Ponts PSI 2024)

Une marche aléatoire!

1+ X
1) Soit n € N* et ¥y =~ Comme Y, () = {0,1}, Y, ~ B(p), et p = P(Y, = 1) = P(X,, = 1).
1 1
Or X, est centrée : F(X,) = —§IP’(Xn =-1)+ §IP’(Xn =1)=p—1/2=0. Donc

n

Pour tout n € N*, la variable aléatoire suit une loi de Bernoulli de parameétre 3

2) Un indice d’égalité est un indice de passage par lorigine. Déja fait en exercice.
Soit i € [1,n]. Par définition d’un indice d’égalité, A; = (S2; = 0).
Avec les (Y)gen+ définis & la question précédente, Xy = 2Yy — 1, donc

Sp=Y Xp=2 lZYk] —n
k=1 k=1

Or, par le lemme des coalitions, (Yj)ren+ est une suite de variables aléatoires discrétes indépendantes,

et elles suivent une loi de Bernoulli de méme parametre p = 1/2.
n

Donc leur somme Z,, = Z Y = (Sn +n)/2 suit une loi binomiale de parameétre 1/2 :
k=1

7, = %(sn +n) ~ B(n,1/2)

1 1
Ainsi, comme (So; = 0) = (Zo; = 1) et P(Z, = k) = (Z) ok on—Fk’

P(A;) = P(Soi = 0) = <2z> 2i2

3) Sin —{ est impair, n + ¢ aussi et (S, =) = (Z,

_l+n
)

1 n
P(Sn =0 =5 <(e + n)/2>

Si n — ¢ est pair, (S, =4) = (Z,

) et, d’apres 2,

Sik>nouk<O0, <;1> =0.

4) Comme (cp,) et (dy) sont a termes positifs, le théoréeme de comparaison nous donne Z d,, diverge.
De plus, ¢, ~ d,, s’écrit ¢,, = d,, + o(dy). En notant a,, = ¢,, — dp, il vient
e La suite (a,) n’est pas forcément non nulle... mais (d,,) est.
e D’apres ci-dessus, a, = o(d,),
e Par hypothese, d,, > 0 et Z d, diverge

Donc, d’apres le théoreme de I’énoncé (en ignorant I’hypothese (a,) non nuls),

n n n
Or Zak = ch — de, d’ou
k=1 k=1 k=1
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n n
Z d, diverge et kgl Ch |~ ];1 dp

5) N,(Q)=[0,n], donc N, est finie et admet une espérance.

Soit fa, la variable aléatoire qui vaut 1 si 2¢ est un indice d’égalité de (X7, ..., Xay), et 0 sinonﬂ

Par définition, IV, = Z fa,, donc, par linéarité de I’espérance,
i=0

Or E(fa,) = 1 x P(4;) = 1(?) :

6) a) Soit n € N*. La fonction f est décroissante sur |0, 1] :

Vk e [1,n—1], Vte[k k+1_,f<k+1><f(t)<f(:)

n

k+1

:>Vk:€[[1,n—1]],ﬁn

n

= T () < froa<is ()
= Q)< froas i Ei()

— Lo [rma<iy (b < %f(%) + [ rayar
n 1 n

=1

|

¥ <k‘+1> dt < k " f(t) dt / f (k> croissance de 'intégrale
n k k

De plus, en reprenant les inégalités de gauche pour k = 0, il vient f(1/n) < f(t) sur ]0,1/n] puis

1)</0’11f(t)dt

(Ici, il faut étre tres précis : f n'est pas définie en 0 donc le terme de droite n’existe pas a droite pour

k = 0. Par contre, on ne peut pas se contenter de jeter le résultat pour k = 0 : il nous faut l’inégalité de

gauche.)
D’ou

v f a3 () < [ o

1 1 1
Or l'intégrale converge, donc 11)1;{1 —f(1)+ /1 ft)dt = / f(t) dt. Par encadrement,
n o0 N L 0

1 & k 1
La somme de Riemann — Z f (—) converge vers / f(t) dt lorsque n — +o0.
= " 0

1. Donc elle vaut 1 sur A; et 0 ailleurs : c’est 14,, la fonction indicatrice de A;.
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1 1
b) La fonction f :t — 7i est continue, décroissante et intégrable sur ]0, 1] (Riemann, o = 5 < 1).

Donc, d’apres la question 6a,

lim 1§:\/ﬁz/ltl/2dt:2
n—rfoon k 0

1 &K1
Ainsi, comme A =2 #£ 0, — — ~ 2, puis
v S Al

k=1

LA |
dYo— ~ 2vn
kzl\/En—H—oo

1 (2n (2n)! , ny\"
1 = —_— = —— ¢ irli ' ~/ —
7) Soit d, 52 (n) 2 ()2 Or, d’apres Stirling, n! (e) v 27n, donc
2n\  (2n)!
n)  nl?
2n
(2—”> 47n
e
(2)2" 2mn
e
22n
VTN
D’ou d,, ~ ——. Vu le coefficient est quasiment le méme que pour la question de cours facultative — un

Jrn

classique — le calcul est aussi le méme.
. 1

Ainsi, (d,) et (¢p) = (ﬁ

Et ch diverge (Riemann, o =1/2 < 1).

) sont deux suites de nombres réels strictement positifs tels que ¢, ~ dy,.

n n
Ainsi, d’apres la question 4, Z d,, diverge et Z dy, ~ Z ¢, c’est-a-dire
k=1 k=1

n 1n
E(N,) = > djp ~ —=
()];k \/77;;

<~

En utilisant le résultat de la question 6b, il vient

FIN DE L’EPREUVE



