Lycée St Joseph Mercredi 22 février 2022
Classe de PC

Epreuve de Mathématiques 8

Correction

Exercice 1 (PT 2021)
1) a) Pour tout n € N*, X,,(©) = {0,1} : X,, suit une loi de Bernoulli.
La formule des probabilités totales appliquée au systéme complet d’événements (X = )¢ X1(Q)s

c’est-a-dire ((X1 =0), (X1 = 1)), s’écrit

P2 = P(XQ = 1)
=1 -a)p1+B(1—-p)

Car P(Xo =1|X; =1)=1-P(X3 =0/|X; = 1). Conclusion :

p2=(1—a—B)p+8]

b) Plus généralement, la formule des probabilités totales s’écrit

it = P(Xnp1 = 11X = DB(Xp = 1) + P(Xp 11 = 1| X = 0)P(X,0 = 0)
= (1 - a)pn + B(l - pn)

Conclusion :
[Por1=(1—a—B)p. + 5]

C) Pour étudier une suite arithmético-géométrique u,+1 = au, +b, on commence par chercher le point fize de
fx = ax+b. Cest-a-dire résoudre f() = L. Puis on pose v, = u, — L, qui sera une suite géométrique.
Point fixe : £ =0+ (1 —a— B)¢, ie. £ = f—ﬁ car a >0et §>0.

«
Pour tout n € N*, posons v, = p, — £ :
VneN v,pi=0—-a—8)p,+8—4¢
=(l-a-pPo,+1—-—a-pB)t+p5—1
s
=1l-a—-pB)v,+(~a—p)—— +
=1—-a—p),

Donc, pour tout n > 1, v, = (1 — a — §)" vy, et v; = p; — £. Finalement,

_ B p
Vn>=1l, pp=uvn+l=0—-a—-p8)""1p —
R e L e
d) Comme 0 < a < 1,1 —a €]0,1[, et 1 —a—f €] — 3,1 — B[. Or 8 est une probabilité, donc
J—B,1=p[c]—-1,1[:
lim p, = b
n——+o00 04+ﬁ
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2) a) On suppose que p; = L, donc, d’apres 1c,
a

+
p
Vn > 1, =
" Pn= 0 B
Ainsi,
X5 suit une loi de Bernoulli de parameétre p, = B
a+f

b) (X1, X2)(Q) = {0,1}%

PX;=1,Xo=1)=P(Xo=1|X; =1)P(X; =1) P(X;=0,Xy=1)=P(Xy =1|X; =0)P(X; =0)
=(1-a)p =B(1—p1)
_ (1—0&)6 _ aﬁ
a+p a+pf
P(X;1=1,Xo=0)=P(X5 =0|X; = 1)P(X; = 1) P(X; =0,X,=0) =P(Xy =0|X; =0)P(X; =0)
= ap; =(1-p6)(1—p1)
_ ap _ (-
a+p a+p
Pour vérifier ses calculs, on peut vérifier que P(2) Z (X1, X5)=2)=1.
€{0,1}
(1-a)B ap
PXi=1,Xo=1)=——" P(X;1=0,Xo=1) =
(X1 2=1) Py (X1 2 =1) ot B
af (1- B
P(X1=1,X,=0) = P(X1=0,X9=0)= —"——
(Xq 2 =0) ot B (X1 2=0) P

c) Pour tout n > 1, X, suit une loi &(p,), donc E(X,) = p, et V(X,,) = pp(1 — p,). Comme p,
) p P p P p
est constant,

B af
a+p (a+ )2

d) Les X, sont des variable aléatoire discrete finies, donc Cov (X1, X2) existe et

E(X1) = E(X2) = V(X1) =V(Xg) =

Cov (Xl,XQ) = E(XlXQ) — E(Xl)E(XQ)
D’apres le théoreme du transfert,

E(X1Xy) = ) ij P(X1=iXy=))
(1,4)€{0,1}2
=P(X;=1,Xo=1) Carij=0sii=0o0uj=0
_ (1—-a)p
a+p

On pouvait aussi remarquer que X1 Xo — AB((1 —a)B/(a+ B3)), et en déduire immédiatement E(X;X5).
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Puis

Cov (X3, X2) = (10;025 -(5 -/i 5)2

_ (B-ap)a+p) - p?
(a+B)2

_ Pa—a?f+p2—ap? - B2
B (a+f)?
_ Ba—a*B—ap?
- (a+p)?
aB(l—a—p)

(a4 B)?

Donc

Cov (Xl,Xg) = W

e) Siles variables X et X étaient indépendantes, Cov (X1, X2) = 0. C’est-a-dire « = 0, = 0 ou
1—a— B =0. Or les deux premier cas sont exclus par I’énoncé, donc il reste le cas a+ 5 =1 a
étudier.

La covariance vous donne une indication : si elle est non nulle, alors les variables ne sont pas indépen-
dantes, mais pas la réciproque. Pour prouver l'indépendance, il vous faut, nécessairement, la loi du couple.
Supposons a+ 5 =1:=1—aet p =ps =1— . Donc X,, = (1 — ). La loi du couple
(X1, X2) s’éerit :

P(X;=1,Xo=1)=(1-a)? =P(X; = 1)P(X, = 1)
P(X;=0,X2=1)=a(l —a) =P(X; = 0)P(Xo =1
P(X;1=1,X,=0)=a(l —a)=P(X; = 1)P(Xy = 0)
P(X; =0,X, =0) = a? =P(X; = 0)P(X; = 0)

Donc X et X5 sont indépendantes.
Comme X, (Q) est de cardinal 2, il suffit de traiter un des cas, le reste se déduit en passant da l’événement

contraire. Mais le raisonnement serait aussi long que le calcul direct des différents cas.

‘ Les variables X7 et X5 sont indépendantes si et seulement si a« + 3 =1 ‘

3) Désormais p; = P(X; = 1) = 1. Par définition,
N = inf{n € N*|X,, = 0}
Comme p; =1, N(Q) = [2, +oo[N{oc}. Soit n > 2,
(N=n)=X1=1)nXa=1)nNn---N(Xp1=1)N (X, =0)
Ainsi, par formule des probabilités composées, comme X ne dépend que de Xj_1,

IP)(N = n) = ]P)(Xl = 1) X P(XQ = 1’X1 = 1) X oo X P(Xn_l = 1|Xn_2 = 1) X ]P)(Xn = 0|Xn_1 = 1)

n—2
=N (H P(Xp41 = 1| Xg = 1)) P(X, =0/X,—1=1)

k=1
=(1-a)" %
+o0 +oo o
De plus, nz::z]P’(N =n)= oznz_:o(l —a)' = —(-a = 1, donc par passage a I’événement contraire,
P(N = o0) = 0.
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Par conséquent, la loi de Z = N — 1 est
VneN*, P(Z=n)=P(N—-1=n)=P(N=n+1)=(1-a)"'a

Conclusion :

Z=N-1-9(a)|

4) a) Semblable d la question de cours avec des lois de Poisson, en plus simple. (Y1 + Y2)(2) = [[2, —i—oo[[.
Pour tout n > 2, Comme (Y] = k)pen+ est un systéme complet d’événements,
€ Y
+oo
P(Y1+ Y, =n)= Z P(Y1 =k, Y1+ Y2 =n) Formule des probabilités totales

k=1
n—1

= Z P(Y1 =k Yo =n—k) Somme jusqu'a n — 1 car Y5 > 1
k=1

n—1
= Z P(Yy = k)P(Yo =n — k) Y] et Ys sont indépendantes
k=1
n—1
=Y p1—p)*p(d—p)" !
k=1
n—1
=p?(1-p)" 7?1
k=1

= (n—1)p*(1 —p)"?

Finalement, la loi de Y7 4+ Y5 est donnée par

Vn € [2,4+o0f, P(Y1+Ys=n)=(n— 1)p2(1 —p)n_2

b) (Question de cours). La fonction de répartition Fz de Z est définie par Fz(z) = P(Z < x) pour
tout = € R.

Z(Q) = N*. Soit n € N* fixé. Comme

Et de méme pour Ys. Donc

P(Z > n) = (1-p)>*

>n)=
Par passage a I’événement contraire, (Z < n)=(Z>n)=(Z =2n+1), et

VeeR, Fy(z)=P(Z<z)=P(Z<|z])=1-P(Z>|z]+1)=1-(1-p)?
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De plus, comme [n, +oo[= {n} U [n + 1, +o0[,

Les unions sont disjointes, donc

Puis

Donc | Z < 4(1 - (1 - p)?)

c) T(92) = N*. On procede comme ci-dessus.

Soit n € N* fixé. Comme
(T'<n)=M <n)Nn(Y2<n)

il vient, par indépendance de Y7 et Yo,
OrP(Y1<n)=1-PY1 >2n+1)=1-(1—p)" d’apres ci-dessus, question b. Donc

B(T <n)=[1-(1—p)"

De plus, comme ci-dessus,

Conclusion :

VneN*, P(T=n)=pl-p"! [2 -p(2-p)(1- p)”’l}

5) Si on note N; le numéro du jour ou l'appareil i € {1,2} tombe en panne pour la premiéere fois, alors
N = min(Ny, Na) est le jour de la premiére panne.
De plus, N =1 = min(N; — 1, Ny — 1). D’apres 3, N1 — 1 et Ny — 1 suivent une loi géométrique de
paramétre a, donc d’aprés 4b, N — 1 suit une loi géométrique de paramétre 1 — (1 — a)?.
La quantité demandée est ’espérance de N : par linéarité de ’espérance,

E(NY=E(N-14+1)=1+E(N —1)

L’espérance d’une loi géométrique de parametre p est 1/p, donc finalement

1

Exercice 2 (PT 2021)

5
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Partie I
1)

une base orthonormée.

b) Polynome caractéristique :
z—1 3
xplz)=| 3 -3
1 3 x
1 3
=(x+3)|1 -3
1 3

3 |C1+—C1+Cy+C5

3 L2<—L2—L1
L3<—L3—L1

a) D’apres le théoréme spectral, la matrice B est symétrique réelle, donc g est diagonalisable dans

1 3 1
=(x+3)0 z—-6 2
0 0 x—2

=(x+3)(x—6)(x—2) (triangulaire)

Finalement, les valeurs propres, toutes de multiplicité 1, sont

‘ Sp (g) = {_37 2, 6} ‘

N’oubliez pas de vérifier vos calculs avec la trace, égale a la somme des valeurs propres comptées avec

multiplicité

Sous-espaces propres :

Tt B=1+3+1=5=-3+2+6]

Vous devez étre capable de résoudre un systéme 3 x 3 pour trouver une base de

vecteurs propres. Et étre capable de détecter une erreur lorsque vous trouvez un sous-espace propre réduit

a {0} : pas d’équation qui disparait pour éviter 0, pas de vecteur nul dans la base (!).

Second temps

s wous devez etre capable de rédiger correctement et lisiblement, avec des équivalence et des

ot il faut, pour qu’on en déduise = Vect (...) comme on prouve / via T € / T .
X € ou il faut, pour qu’on en déduise /)y = Vect omme on prouwve A C B viax € A=— x € B

E_3 = Ker (—3[3 - B) :

T
X=|y| €eFE 3
z
et
<~
Conclusion :

E2 = Ker (2[3 — B) :

—4dx+3y+2=0

-4 3 1
3 -6 3 |X=0
1 3 —4

3z —6y+32=0
r+3y—4z=0
15y — 152 =0

—15y + 152 =0
x+3y—4z2=0

Ly +— L1+ 4L3
L2 — L2 — 3L3

x+3y—42=0
y—z=20
<:>{

x
— X=|y
z

r=-3y+4z==z2
y==z

E_3 = Vect

1
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T 1 3 1 r+2z=0
X=|y|l€Fk < [3 -1 3|]X=0 — y=0
z 1 3 1
r=—z
r+3y+2=0 <:>{y:0
<= 3r—y+32=0 Lo<+— Ly —314 T .
r+3y+2=0 Ly =1, — X=|y|= 0 =z
r+3y+z2z=0 z z
—10y =0 -1
<— X eVect | 0
1
Conclusion :
-1
Ey=Vect | 0
1
E¢ = Ker (613 — B) :
x 5 3 1 r+3y+52=0
e
X=|lyleks < |3 3 3|]X=0 y+22=0
Z L35 r=-3y—5z=z2
Sx+3y+z2=0 Ly+— L —5Ly| <~ y=—2z
<~ 3r4+3y+32=0 Lo<+— Ly—3L3 T 5
r+3y+5z2=0 — X=|y|=|-22|==
—12y — 24z =0 z z
— —6y — 122 =0 Lo =214 1
1
Conclusion :
1
FEg = Vect | =2
1

On pouvait aussi remarquer que, vu les multiplicité, et comme 1 < dim Ey < a = 1, les sous-espace propre
sont tous de dimension 1. Or, vu la premiére opération pour calculer le polynome caractéristique,

1 -3 1
Bll]l=|-3]=-3]|1
1 -3 1
1
Donc Vect | 1| C E_3, avec égalité par égalité des dimensions.
1
1 2 1
De plus, en essayant des vecteurs simples, B| 0 | = | 0 |. Donc, de méme, F5 = Vect | 0
-1 -2 -1
La matrice B est symétrique réelle, donc ses sous-espaces propres sont 2 a 2 orthogonauzx. Ainsi, le troisiéme
1 1 -1
sous-espace propre est orthogonal aux deuxr précédent, et | 1| Al O | = | 2 en est une base.

1 -1 -1
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Vous cherchez une base orthonormeée. Il faut donc vérifier orthogonal et normé.

Déterminons une famille orthonormée de vecteurs propres :

e Les sous-espaces propres d'une matrice symétrique réelle sont deux a deux orthogonaux, donc

1 —1 1
la famille (| 1|,| 0 |, [ —2]) est orthogonale.
1 1 1
Si vous me pensez pas spontanément d cette propriété, commencez par vérifier s’ils ne sont pas déja

orthogonauz ((e;,e;)) avant de vous lancer dans un cotteur algorithme d’orthonormalisation.

e Il reste donc & normer les vecteurs trouvés précédemment.

1 1 1
I{LfI1F=3 Ifo|IP=2 [|[-2|P=1+4+1=6
1 1 1

En conclusion, une base orthonormée de vecteurs propres est

(o) 2 2|)
1,\/51’\/61

1

7

c) Dans une base orthonormée,

3
De plus, g(z) = ing(ei) = —3z1e1 + 2x0e9 + 6x3€3. Alnsi,
i=1

(9(x),x) = (=3x1€1 + 2x9e2 + 6x3e3, T1€1 + T2€2 + T3€3)
= —3a% + 223 + 623 Car (ej, ej) = d;5

De méme, par récurrence, pour n > 1 fixé, ¢"(z) = (—=3)"x1e1 + 2" w269 + 6" 2363 €t

(g7 (), 2) = (—3)"a? + 2"} + 6"a3

d) Pour tout n > 1, v, () = (—3)"2? + 2"23 + 6"a2.
e Si T3 7é 0,

vp(x) ~ 6"y

donc lim w,(x) = +oo. Par définition de la limite,
n—+oo

VA >0, Ing € N/ Vn = ng, vy(z) > A

En prenant, par exemple, A = 1, nous venons de montrer que la suite (v,(x)),>1 est non
nulle & partir d’un certain rang.

e Sixzy=0etxyF#0, il vient
vp(2) = (=3)"z? + 2723 ~ 2"2h

et un raisonnement identique nous donne un résultat identique.

e Si xo = x3 =0, comme z # 0, nécessairement x1 % 0. Il vient
v(z) = (=3)"at # 0

Donc la suite (vy,(2))n>1 n’est jamais nulle dans ce cas.
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En conclusion,

‘ Pour tout z # 0, la suite (v, (x)),>1 est non nulle & partir d’un certain rang

e) Soit z € R? tel que 3 # 0.

on(z) _ (=3)"af +2"af + 6"a3 6"z g
vna(@) (=3 Taf 420+ 6nTad  6nlad

Ainsi,

lim vn(2)
n—-+oo Un—1 (;L‘)

=6

2) a) Nous sommes bien d’accord que « C diagonalisable dans % » signifie Mat (h, B) diagonale, et que cette

3
derniére matrice se calcule via h(e;) = g a;je; 2 cf. le rapport du jury.
i=1

1 ! 1 (7
o hie1)=—F4=C|1l]|=—F4]|-3]|=-3ex
v3 ;) V33 h(e1) h(ez2) h(es)
-3 0 0 el
h(es) 10_01 1_03 3 R U
[ ] [ = — = — —_= —9€e
2 \@ . \/5 5 2 0 0 3 €3
1 1 1 1+4-2
o hiez) =—F=C|—-2|=—F%|-2-2-2| =3¢
Ve lr) Volaga4a

Ainsi,

’ La matrice C est diagonalisable dans la méme base orthonormée (eq, ez, €3) ‘

b) Soit n > 1. De méme qu’au 1)c), h"(z) = (—=3)"x1e; + (—3)"x2es + 3"x3e3, et le calcul dans la
base orthonormée (ey, ez, e3) nous donne

wy(z) = (—3)"x} + (=3)"23 + 3"23

Pour z = e; ou x = ey il vient Vi € {1,2} wy,(e;) = (—3)". Donc

lim 711]71(61) = lim 71071(62)

=-3
n—+oo wy_1(e1)  n—+oo wy_1(e2)

Pour z = e3, wy(e3) = 3" et

lim Wn, (63)

=3

c) Soit x € R3, 2 # 0. D’aprés le calcul effectué & la question 2b, pour tout n > 1,
wa(x) = (=3)" |23 + 23 + (-1)"a}]

o Sin=2p, x4+ 23+ (—1)"2f = 2% + 23+ 23 >0 : wyy(z) # 0.
o Sin=2p+1, 27+ 23+ (—1)"2% = 2% + 23 — 23 = 0 si et seulement si w1 () = 0.

Comme z = 0 € D vérifie 22 + 23 — 22 = 0, il vient

D = {x = x1e1 + woes + x3e3 | 22 + 23 — 22 # 0}

e 1 : — P 2 2 : . .
C’est un ouvert, complémentaire de f~*({0}) ot f : x +— 27 + 23 — :z'ﬁ polynomiale donc continue.
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d) Soit zg = €1 + e2 + e3. Alors wy(z9) = (—3)" (1 + 1+ (—1)"). Donc

Vp e N, wap(x0) = (—3)% x 3 =3P et wopyi(wo) = (—3)2PT x 1= 327!
Ainsi, avec u, = M,
wn—l(x0>
w T 32p+1
u2p = 2p( 0> - 1 =-9
wzp_l(.%‘o) —3P
wapy1(wo)  —3%PF!
u2p+1 = = = —1
w2p($0) 32p+1

Donc les deux sous-suites (ugp) et (uzp+1) ont des limites distinctes :

wp (o)

La suite (
Wn—1 ($0)

) ne converge pas
n>1

e) D’apres le calcul effectué a la question 2c,

wp, () (=3)" {x% + 23+ (_1)7%%}
Vn > 2, = =9
Wn=2(T) (=32 23 + 23 + (—1)"a3]

Ainsi,

lim _Wn(®)
n—-+o0 wy_2(x)

Partie 11

1) Dans la base orthonormée de diagonalisation, les calculs sont identiques a ceux des questions I.1c et
d

1.2b, et nous donnes, avec = = E Tie;,
i=1

Dans la suite de cette question, on suppose que x4 = (x,eq) # 0. De plus, 0 < [A\g_1| < |\g| entraine
g # 0.

n LI

=1

Ai
Ad

A . A" 2
< | — — =
SN < 1 donc nhrf ( d) 0 et, comme zy # 0,

Or, pour tout 7 € [1,d — 1],

un () ~ Njg

Un(z
De plus, lirf "(n ) = x2 > 0 entraine u,(z) # 0 & partir d'un certain rang : z € D. En conclusion,
n—-+0o0
d
Un (T
"7) ~ Ay —— Mg
Unfl(‘r) n—+oo

10
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2) En reprenant le calcul précédent, il vient,

k d
up(x) = (Z /\?.%2) + Ay Z xlz

i=k+1

Avec K = Z x? > 22 > 0. De méme que ci-dessus,

i=k+1
up(x) ~ KX
o un(7) . :
puis lim = K > 0 entraine x € D. En conclusion,
n—-+00 Z
Unp (2
unl@) Ad ——— Ad
unfl(fv) n—+400

3) Avec x = egq_1 + 2ey,
WnEN,  un(z) = Ni+ 40 =G ((-1)" +4)

Donc, pour tout p > 0,

up(z)  NPA+4) 5
= \2p—1 =3

ugp-1(z)  AFTH-1+44) 3
’LL2p+1(.T) _ 2p+1( 1 + 4) _ 3)\d

ugp(x) AP (1 + 4) 5

Comme Ay # 0, les deux sous-suites (ugp) et (ugp+1) ont des limites distinctes :

La suite ( n() > ne converge pas
un—l(x) n>1
Partie 111
d
1) De méme qu’a la partie 11, Z:c et ( ,XT) = Z iz
i=1
Si x € Fy;, alors <a:,:c>>Oetx—xkek+ ct xg€q :
d
1=
d
>N\ > a; Cara} >0 et Vizk, A=\
i=k
> M\ (x, z) D’apres ci-dessus
En divisant par (x,z) > 0, il vient
(f(z),z)

Pour tout = € F}, <7> > M\
T,

11
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2) Ce genre d’égalité se prouve par double inégalité — sans oublier de parler de Uexistence du minimum. Une des

inégalité se prouve en montrant que la valeur est atteinte.

s 1, {49

|z € Fy; } est minoré par )\, donc la borne inférieure existe et vérifie

(f@)o) |

inf > M\

zeFy  (z,x)

De plus, z = e, € Fj (non nul car vecteur de la base), et

(f(@),z) _ (f(ex),er)
(z,z) (e, ex)
(Ae€k, ex)

1

Dong, par construction de la borne inférieure,

(@), )
B Ty S

xT),T e ps s . 9
Par double inégalité inf M = M. Cette borne inférieure est atteinte pour x = e, donc c’est

aeFy  (x,x)
un minimum :

. (f(x),z)
Ry %

k
3) Méme remarque : double inégalité. Comme au 1, si x € Ey, x = inei et
=1
k k
(f(z),2) =D Na? <\ Y a? = N\(a, z)
i=1 i=1

Ainsi la borne supérieure existe et

Y@, _

sup S Ak

scB; (T,T)
(f(ex), ex)

< ) = A\, donc, par définition de la borne supérieure,
€k, €k

D’apres ci-dessus,
wp Y@ha)
zeE} <$7 $>

Par double inégalité, sup {f(x), x)

= Ai. Cette borne supérieure est atteinte pour z = e, donc c’est
zeE; AT, )

un maximum :

(f(z), z)
ey

4) a) V + F, c R? done dim(V + F;) < d. Or
dim(V + Fy) = dim V + dim F, — dim(V N F})

Dot
dm(VNE) =k+d—k+1—dim(V+F,)>1>0

Ainsi,

1. Analogue de la double inclusion.

12
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5)

b)

d)

{f(x), z)
(z, )

conséquent sa borne supérieure existe et est finie.

dimV =k > 1, donc V* non vide et { |z € V*} est non vide, majorée par \y. Par

Comme V N F) # 0, on peut choisir y € (V N F})* : par définition de la borne supérieure,

(f(),z) _ (f(),y)
a:SEu‘P* <.CL',$> z <y>y>

Comme y € F};, par définition du minimum,

(f(w),y) min
W) R (@)

Ce minimum vaut g d’apres la question 2, donc

{f(x), z)

sup Z Ak
zeV* <x7 'CC>
o - . f(z), x) o a x
Pour montrer que le sup est un maz, il faut faire de la topologie : ﬁ = (f W W> donc on
T, x x x
peut se restreindre aux vecteurs de norme 1 :
sup () z) = sup  {(f(u),u)
zeve (@, 1) ueV>*NS(0,1)

Ou S(0,1) est la sphére unité de rayon 1. Comme 0 ¢ S(0,1), V* N S(0,1) =V NS(0,1).
V' est un fermé (sous-espace vectoriel en dimension finie) et S(0,1) aussi, donc VN S(0,1) fermé comme
intersection de fermés.

S(0,1) bornée, donc VN S(0,1) bornée.
d

. . . 2 . .
La fonction g : u— (f(u),u,=) E Aiu; est polynomiale donc continue.
i=1
Ainsi g est continue sur le fermé borné V N S(0,1) : elle est bornée et atteint ses bornes. Le sup est donc

un max.

La minoration du 4b est vraie pour tout V' € V;, donc la borne inférieure existe et

inf max 7<f(a:), z)

> A
VeVyzeVs  (x,x) F

De plus, dim E, = k donc Ej € Vj et, par définition de la borne inférieure,

inf max
VevezeV*  (x,x) zeB;  (x,x)
La derniére égalité est donnée par la question 3.
Ainsi, par double inégalité, I'inf est atteint en E} et donc un minimum, et
(f(z), )

2y |

min
VeV

On suit la meme démarche que les questions 4a a 4c : en exercice.
Rappel : (AB)T = BT AT, Ainsi,

A/T — (QTAQ)T —_ QTATQTT — Al

Donc

‘ A’ est symétrique réelle
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b) i) Comme (eq,...,e4) est une base orthonormée,
(w,y) = XY
ii)
(a(z),q(y)) = (@X)T(QY)
= XxTQ"QY Or Q"Q = I
=Xy
= (z,y)

iii) Par linéarité de ¢, q(E}) = Vect (q(€}),...,q(e})). D’aprés ii, pour tout (4,5) € [1,k]?,
(a(ei), a(eh)) = (ei, €f)-
Or (e}, ..., e)) est une famille orthonormée, donc (g(e}), . .., q(e},)) aussi. Ainsi, elle est libre :

dim ¢(E;) = rg (q(el), ..., qle})) = k

14



