Lycée St Joseph Lundi 18 janvier 2021
Classe de PC

Epreuve de Mathématiques 7

Correction

Exercice 1 (PT 2020)

Partie 1
1)
1 64+16+1 0 O
ATA:S—l —8x4+T7Tx4+4 81 0 |=1I,
—8+16—8 0 81
Conclusion :

La matrice A est orthogonale

2) a) La matrice A est symétrique réelle, donc, d’apres le théoréme spectral, est elle diagonalisable.
De plus

’ Ses sous-espaces propres sont deux a deux orthogonaux

[lls vérifient aussi E = @ Ey, mais c’est équivalent a dire que A est diagonalisable.
AeSp (A)

b) Les valeurs propres réelles possibles d’une matrice orthogonale sont

c) La matrice A est diagonalisable, donc ses valeurs propres sont réelles, et valent 1 ou —1 d’apres
la question précédente.
11 reste donc 3 possibilités pour Sp (A) :
e Sp(A) = {1} : A =1 est valeur propre de multiplicité 3.
e Sp(A4) ={-1,1} : il y a deux valeurs propres.
e Sp(A) ={—1} : A = —1 est valeur propre de multiplicité 3.
Dans le premier cas, comme A est diagonalisable, il existe P € GL3(R) telle que A = P1I. 3Pl =15,
Or A # I3. Donc ce cas est exclu.
De méme, le dernier cas est aussi exclu : A # —1I3.

Donc 1 et —1 sont valeurs propres.

1
Ey =Ker (I3 — A) : Attention au 9 !

1 00 1 -8 4 1 1 17 -4 -1
01 0]- 9 4 7 4| = 9 -4 2 -4
0 01 1 4 =8 -1 -4 17
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T 17 —4 -1 x4+ 162 —172 =0
X=|yleB — |-4 2 -4|x=0 — y—dz=0
z -1 —4 17
r—2z2=0
17z —4y—2=0 Ly «— L1 +8Ly ‘E*{y Az — 0
— —2r+y—22=0 T =
o — —
r—4y+ 172 =0 y =4z
z+4y—172 =0 5 1
<— —2x+y—22=0 Lo<+— Lo+ 214 — X=\1421=214
—x—4y+172 =0 z 1
x+4y—172=0 1
9y — 362z =0 <—— X € Vect |4
1
Conclusion :
1
FE{ =Vect |4
1

E_; =Ker(—I3— A) : Vu les calculs pour E1, on pouvait choisir de refaire les calculs pour E_1, pour

vérifier qu’on obtient bien Ef.
Comme A est diagonalisable, £ = E1 @& E_1. De plus, les sous-espaces propres sont 2 & 2 ortho-
gonaux, donc E_; = Ef.

-4y —z —4y —2 —4 -1
z z 0 1

Conclusion :

E_y=Vect(| 1 |, 0]

3) L’endomorphisme f est une symétrie (A2 = ATA = I3) orthogonale (E; L E_;) par rapport a la

1
droite E7 = Vect | 4
1
1
C’est donc aussi la rotation d’axe F1 = Vect | 4 | et d’angle .
1

Partie 2

1) L’application u est inversible s’il existe v € Z(FE) telle que uov =vowu =id g. Ici, uou = id g donc
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‘L’application u est inversible d’inverse elle—méme‘

2) Par définition, B = {z € E |u(z) =x} et B, = {zx € E | u(z) = —x}.

Soit z € E.
u(z4) =u (W) u(z_) =u (:E—u(m))
2 2
1 1
=5 (u(:n) + u2(:n)) =5 (U(l‘) - UQ(JU))
1 1
=3 (u(z) + ) =5 (u(z) — )
=Ty = —X_
Donc |z4+ € Ef Donc |z_ € E;
3) Montrons que E = E + E, :
er:x:m—i—Qu(a;) +x—2u(x) =x4 +a_
= xecEl+E; d’apres 2)

Donc EC Ef + E,,.
Or Ef et E sont des sous-espaces vectoriels de E, donc Iinclusion réciproque est immédiate.

E=El+E,
Montrons que E;f N E, = {0} :

E et E; sont les sous-espaces propres pour les valeurs propres 1 et —1 respectivement, donc sont en
somme directe d’apres le cours :

E; NE, = {0}

Conclusion

E=EloE,

4) Une base de E' compatible avec la somme directe précédente est une base de vecteurs propres :

‘ u est diagonalisable

5) Supposons que u soit une isométrie. Soit x,y € Ef x E; :

(u(z),u(y)) = (x,y) Car u est une isométrie.
= (z,—y) Par définition de E et E .
= —<$, y>

Donc 2(x,y) =0, donc (z,y) = 0.
Ainsi, EF | E,.
Supposons que E;f | E; . Soit x € E.
D’apres les calculs de la question 3),
u(z) =ulry +z_) =24 —2_

Comme E; 1 E, le théoréme de Pythagore s’écrit

lu(@)|? = oy — 2|

= Iz + flz—?
lz]* = llo4 + 2|

=z ]? + [l |2
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Donc [u(z)]| = [l]-
Ainsi, u est une isométrie.
Conclusion :
u est une isométrie si et seulement si E | E
Partie 3

1) e F C R* par construction.
e Soit u = (0,0,0,0). Comme 0 —0—0+0 = 0 et de méme pour 'autre équation, v = 0 € F'. Ainsi,

F#0
e Soit up = (1,y,2,t) et us = (2,9, 2/,t') € F, et X\ € R. Montrons que A\uj + ug € F :
M+2)—Ay+y)— e+ )+ M+t) = e —y—z2+t)+2' -y -2+t =0
et de méme
20 +2) =Mz +2) = (M+t)=A2x —2—t)+22' -2 —t' =0

Donc Auj +ug € F.
Ainsi,

F est un sous-espace vectoriel de R*

. . . L, . . 4
1l y avait au moins deuz autres facon de montrer que F était un sous-espace vectoriel de R* :

. - 2 .
o F =Ker ¢ avec ¢ : R* — R? définie par

T

N | R fr—y—z+1\ . o (1 -1 =1 1
VX = s e R, \’/(X><2.1:zf>‘u‘x avec A\[<2 0 -1 -1

e Résoudre le systéme et trouver, par exemple, F' = Vect ((1,3,0,2),(0,—2,1,—1)).
2) Commel—-1—-14+1=0et2-1-1=0,

\alz(l,l,l,l)eF\

~ 12 1._
Comme [|u1[" =1+1+1+1=4, on pose uy = ;us.

Cherchons les w9 = (z,y, 2z,t) € F orthogonaux a u; :

r—y—2z+t=0 r—y—z+t=0
20 —z—1t=0 = 20+ 2—3t=0
(@iy, Tig) = 0 2+ 3t=0
rT—y—2z+t=0 r=y+z—t=—t
— 20 —z2—t=0 Lo<+— Ly —2I4 — (y=3t
r+y+z4+t=0 Lg<+— L3—1I1y z= -3t
r—y—z+t=0 —t —1
= { 2Y+z-3t=0 e x| 3|43
% +2:=0 Ly Ly— Lo _t?’t ‘13
Donc 1y = (—1,3,—3,1) convient, et dim F' = 2.
Comme ||Ug|? =14+9+9+1=20=4 x5, on pose uy = Lﬁg. Conclusion :

2V5



DST 7

1
2

1
U1, —=(—1,3,—-3,1)) est une base orthonormée de F'

2V/5

(ur,uz) = (

3) Comme F = Vect (ug,usg),

Uz e Ft < Yo e F, (U3,0) =0
<~ (us,u1) =0 et (ug,ug)=0 car v = A\uj + pus
<— 1-1-14+1=0 et —-1-34+34+1=0

Conclusion :

i3 = (1,-1,-1,1) € F*

Autre méthode :
T
Us EFt «— Yo=|y| eF (ug,v) =z —y—2z+t=0

z

Ce qui est vrai par définition de F.
1 _ 1

On pose uz = ——u3 = —us.
[[as]| 2

On cherche u4 = (z,y, z,t) orthogonal aux précédents.

(une méthode consisterait a choisir un eq quelconque hors de G = Vect (u1, us, us), puis appliquer le « pogs » :

Uy = €4 —peleq) = eq — Zz = 13<(74. Wi )Us; ).

Conclusion :

(u1,1u4) =0 t+y+z+t=0

(Ug,ug) =0 — 20—z+t=0

(ug,ug) =0 y=-—z
z+y+z2+t=0 r = -3z
<—  —ax+4+3y—32+t=0 Lo<+— Lo+ L, — t=3z
r—y—2z2+t=0 L3g<— Ls— 14 Yy =—z
z+y+z+t=0 -3
= { dy—-2:42t=0 — x—,| 1
—2y—22=0 :1))

Avec uy = (=3,-1,1,3), (u1,uz,us,us) est une base orthonormée de R*

1
2V5

4) Il y a plusieurs fagon de faire. On peut déterminer la projection orthogonale pr sur F via pr(z) = (x,u1)us +
(x, uo)us, puis utiliser s = 2pp —id g. Ici le sujet pousse a uliliser un changement de base.

La matrice D de s dans la base %' = (uq, ..., uy) est

0 0
0 O
-1 0
0 -1

o O O
O O = O

Et la matrice de passage P de la base canonique % & %' est un matrice de passage entre base
orthonormée, donc orthogonale, et vaut

Vb -1 V5 =3
p_ L |V5 3 Vb -1
T o5 |VE -3 V5 1
vVi 1 V5 3

S ﬁ4(R)
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La formule de changement de base s’écrit M = PDP~' = PDPT .

-2 1 4 2
1{1 2 -2 4
514 —2 2 1

2 4 1 =2

La matrice trouvée est bien symétrique, cf. le cours.

5) Soit Hy = Vect (uy, ua,us) et Hz = Vect (u1,uz,uq) : ce sont deux hyperplans, car engendrés par une
famille libre de 3 vecteurs de R?.

Pour i € {3,4}, notons r; la réflexion par rapport & H; et D; la matrice de r; dans A . Alors

10 0 O 1 00 0
01 0 0 010 O
Ds=10 0 -1 0 et Di=1g 91 o
00 0 1 000 -1
La matrice de r3 o r4 est la matrice D de s trouvée au 4.
Ainsi,
Partie 4
1) Notons H,, la propriété
I1 existe £ réflexions r1,...,7, avec £ < py telles que f = ryora...ory.

Par définition, dim Fy = n — py = n — 1, donc ici Fy est un hyperplan.

Notons F) = Ker (\id g — f) le sous-espace propre associé a la valeur propre A.

Comme f est une isométrie, G = Ff‘ est stable par f, et dimG =n —dim Fy = py = 1.

Soit € G non nul : G = Vect (z). De plus, par stabilité de G, f(z) € G = Vect (z), donc il existe
A € R tel que f(z) = Ax. Soit un tel A € R.

Comme f est une isométrie, A\ = 1 ou A = —1. Or z ¢ Fy = E;, donc A = -1 et G C E_;. Or
dim G + dim Fy = dim E, donc G = E_;.

Ainsi, f est une symétrie orthogonale par rapport a un hyperplan :

Le résultat Hy, est vrai pour py =1

2) Soit k un entier fixé tel que 2 < k < n et supposons le résultat vrai si py < k. Soit g une isométrie
telle que py = k.
a) Montrer que F;‘ # {0}.
b) Soit z € F;‘, xo # 0 et yo = g(zg). Montrer que yo # x¢ et yp € Fgl.
c) Soit r la réflexion par rapport a Vect(zg — o).
Montrer que Fy C Vect(zp — yg)J‘. En déduire F,; C F} puis que Fy C Froq4.
d) Montrer que (2o — yo)-L(x0 + yo)-
Calculer r(xg — yo) et r(xo + yo). En déduire r(yo) = xo.
e) Montrer que prog < Dy-
f) En appliquant 'hypothese de récurrence, a r o g, montrer que g peut s’écrire comme composition
de ¢ réflexions avec ¢ < k.
Exercice 2

Partie 1
1) a) AT = MTM™" = MTM = A, donc A est symétrique réelle. D’apreés le théoréme spectral,
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A est diagonalisable

b) i) [AX = \X]

ii) Comme (X,Y) = XTY,

IMX|?* = (MX)"MX
=XTMTMX
=XTAX
= XTXx Car AX = \X
= A X7

Ainsi,

1M X7 = A x®

iii) Comme X est un vecteur propre, X # 0, et donc

[MX?

=
1112

=0

Conclusion :

Toutes les valeurs propres de A sont positives ‘

Si zéro est valeur propre, alors il existe un vecteur propre X # 0 tel que AX =0, et A n’est
pas inversible.

Or A = MTM avec M inversible, donc det A = (det M)? # 0.
Ainsi,

Zéro ne peut pas étre valeur propre de A ‘

c) D’apres le théoreme spectral, il existe P € 0, (R) et D matrice diagonale telles que

A=pPDpP!
En b), nous avons montré que les valeurs propres (\1,...,\,) de A sont strictement positives.
I 0
Donc, en posant u; = v/ \; > 0, il vient D =
0 I
Conclusion :
It 0
Il existe P € O, (R) et (p1,...,pun) € (RL)" tels que A =P p!
0 1
It 0
d) S2 = PDP'PDP ' = PD?P~! avec D? = , donc, par construction,
0 T
A=5?

De plus, comme P € O3(R), Pt = PT. Ainsi, comme DT = D pour une matrice diagonale,
ST = (pppP")T = PITDTPT = ppP~t =5

Conclusion :
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S est symétrique

16 0 0
2) a) A=M'M=|0 10 6
0 6 10

b) Polynome caractéristique :

x— 16 0 0
xa(z) =det(zls —A)=| 0 x—10 —6
0 —6 x— 10
z — 10 —6
=@=16 7 o o g

= (z — 16)(xz — 10)? — 62

= (2 — 16)*(x — 4)
Tr A = 36 = 16 + 16 + 4, et toutes les valeurs propres sont positives conformément au résultat
de la question 1)b)iii).
Valeurs propres :

e )\ = 16 de multiplicité o = 2
e A\ =4 de multiplicité a =1

Base orthonormée de vecteurs propres :
E4 = Ker (4[3 — A) :

T -12 0 O 0 0
X=|y| €k — 0 -6 -6|X=0 <— X=|—-=z|=2z|-1
z 0 -6 -6 z 1
—12z =0 0
— —6y —62=0 < X e Vect | -1
{x:() 1
—
y=-—=
0
E;=Vect(|-11)
1
0
Comme || | =1 ] ||*=1+1 =2, posons
1
e’*L 01
1_\/§ )

E16 = Ker (1613 — A) : Les sous-espaces propresd’une matrice symétrique réelle sont deux a deux
orthogonaux, et leur somme directe forme tout l’espace, donc

Eis = Ef
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0
Ainsi, dim F1¢ = 3 — dim E4 = 2. 1l suffit de trouver 2 vecteurs orthogonaux & | —1 | unitaire
1
pour obtenir une base orthonormée de Fyg. Posons :
1 1 0
e5= (0 et eéze’l/\e’Q:T 1
0 21
<€’1,€,2> = 0, donc 6/2 € F1g. (On cherche un vecteur €l simple qui vérifie cette condition, par exemple
parmi les vecteurs de la base canonique.)
Par construction du produit vectoriel, e est orthogonal & €| (donc dans Ejg) et (€], e, e5) forme
une base orthonormée directe. Ainsi, finalement,
B = (e, ey, es) est une base orthonormée de vecteurs propres
2 00 L [0 V20
c) Posons D=0 4 0 etP:\T -1 0 1
00 4 2\1 0 1
Par construction, P € 03(R) (%' base orthonormée) et A = PD*P~1,
D’apreés la matrice suivante convient :
4 0 0
S=PDP'=10 3 1
01 3
3) a) det A= (det M)*#0, et det A = (det S)?, donc det S # 0 :

b)

)

’La matrice S est inversible‘

Vérifions que Ut = I, (Si les résultats de tous les calculs étaient évident, ils perdraient de leur utilité :

il faut se lancer, on verra bien.)
Uty = (MS~H)Tms—t
— (5 HTMTMS!
— (§T)"1525-1
_ g-lg2g-1
=1,

Or MTM = §? par construction, et (B~ 1T = (BT)~!
Or S est symétrique

Conclusion :

La matrice U = MS™! est une matrice orthogonale

Par construction, U = MS™!, donc US = M :

‘ Les matrices U et S que nous venons de construire sont une décomposition polaire de M

1 2 0 0
4) Un pivot de Gauss nous donne S™*=-[0 3 —1
8
0o -1 3
1 0 0
Don U=MS'=]0 -1 0
0 0 1
La décomposition polaire de M est
1 0 0 4 0 0
U= -1 0 et S=[0 3 1
0 0 1 01 3
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Partie 2

X
1) |[[Hnll = sup
zerm\{o} IX 1|

2) a)

Montrons que || X || < || X : II existe ig € [1,7n] tel que || X ||ooc = |zi,|, donc

n

X115 = o, < Y _af = 1X]?
=1

Conclusion :

(11Xl < [IX]]]

Montrons que || X|| < v/n||X |« : Pour tout i € [1,n], |z;| < || X, done, en sommant,

n n
X112 =D a? <Y IXI% = nl X%
=1 i=1

Conclusion :
1X]| < vl Xl
e Montrons que | M X||co < n||M ool X oo :

v n

SiY=|: | =MX,alors, pour tout i € [1,n], y; = Zmijxj. Ainsi,
j=1
Yn
n
Vi e [1,n], lyi| = Z mi; T
mm| x |zl Or |mgj| < [[M|lo et |z;] < [|X[|oo

HMHooHXHoo = 1| Moo || Xloo

En passant au sup sur 4, [|Y||eo < n||M||oo||X||oo :

M X oo < 2| Moo | X 1o |

b) D’apres a), il vient

IMX|| < V| MX o
< /| X | o
< nv/nl|X||

[MX||
X

Or, d’apres 2b, pour tout X # 0, {

c) Par définition, ||M]||| = Sup{ | X € Rn\{o}}

IX] | ¢ g
G | X R0} | € [0l o)

Donc la borne supérieure cherchée existe et est inférieure a ny/n||M||~ :
IM]]] « R

[MX] _ |MY |

IXI~ vern\toy 1Y
En multipliant par || X|| il vient || MX|| < |||M]|| || X]|, qui est vrai aussi en X = 0. Conclusion :

3) Pour tout X € R"\{0}, on a = [[|[M]|| par définition de la borne supérieure.

(VX eR", IMX| < (1M1 IX]]

10
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4) a) Comme P € 0,(R), pour tout X € R”, |PX||> = XTPTPX = XTX = || X||* donc
‘X — PX est une isométrie de R" et ||| P||| = 1‘

b) Soit M € 4, (R).

[MPX||
Iepl = sp 1M
xern\{oy X
[MPX]|
= sup (car [[PX]| = [|X])
xerm\fo} |1PX]|
_ MY _ N~ n n
= sup (car X Y = PX est une bijection de R™\{0} sur R"\{0})
verm\{o} 1Yl
= [IlM]]

5) a) D diagonale donc

b) Pour tout X € R",

(ziDe;)|)?

[M]=

IDX|* = |
i=1

n
= Z(l’i)\i)2 (car (eq,...,ep) est une base orthonormée)

n
< p(D)? fo (car A\? < p(D)? pour tout i)

Finalement, | ¥X € R", | DX|| < p(D)|| X]]- |

DX
¢) Par conséquent, pour tout X € R™\{0}, u < p(D). En passant au sup, il vient | ||| D||| < p(D
X =7 4

Si dg est tel que |\, | = p(D), alors d’apres a) De;, = Ay €iq-
DX _

Donc || Deig[| = |Xigllleig | = p(D)l[es, || Ainsi, pour X = ez, XN

p(D). Dou || D[| = p(D).
Conclusion :

IDII = p(D)

6) a) La matrice ‘MM est symétrique donc diagonalisable avec une matrice de passage orthogonale,
et par une démarche identique a celle de la question de la partie 1, toute ses valeurs propres
sont positives — on peut donc les écrire sous forme de carrés.

Il existe P € 0, (R) et D une matrice diagonale & coefficients positifs tels que MM = PD?tpP

b) D’apres les questions 4c et 3 (El), la matrice P! =P étant orthogonale,
p(D) =|D]| = ||ID*P]|
Or, pour tout X € R",
|D!PX|? = XP'DDPX ='X(PD*P)X ='X'MMX = |MX|?

Par conséquent || D'P||| = ||| M]].
Conclusion : ||| M]|| = p(D)

1. On prend P~' = 'P et non P pour des raisons de changement de base : D « vit » dans la base %’ de diagonalisation, et
P prend « en entrée » du %', donc le produit DP n’a pas vraiment de sens vu le contexte (bien que les tailles de matrices ne
posent pas probléme).

11
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7) 1l faut calculer p(D), c’est-a-dire la racine carré de la plus grande valeur propre de ‘MM = (i) 1)

det(*MM — \Iy) = A2 — Tr CMM)X + det(\MM) = X2 — 61 + 4

a pour racines 3 £ /5. Ainsi

Ml = V3 ++5

FIN DE L’EPREUVE

12



