Lycée St Joseph Lundi 20 janvier 2025
Classe de PC

Epreuve de Mathématiques 6

Correction

Exercice 1 (CCINP 2024 PC)
Partie I - Etude d’un exemple

A= ( 4 ) € M3(R)

1) Déterminons le polynéme caractéristique de A :

XA(x) = det(zl3 — A) =(x—4)(r—5)—12
-4 12 =z—-92+8
1 x5 =(x—1)(z—28) (racines évidentes)

Conclusion :

[xa@) = (@ —1)(= —8)]

La matrice A de taille n = 2 possede n = 2 valeurs propres distinctes, donc elle est diagonalisable :

Il existe P € GLy(R), telle que A = PDP~!, avec D = diag (1,8)

2) Soit P € GLy(R) telle que A = PDP™!, B € #5(R) et A € #5(R) telle que B = PAP™".
Supposons que B € .#3(R) est une racine cubique de A : B> = A= PDP™L.
Alors A® = P7'B3P = D. Donc A est une racine cubique de D.
Supposons que A € .#3(R) est une racine cubique de D.
Alors B® = PA3P~' = PDP~! = A. Donc B est une racine cubique de A.

Conclusion :

B € #5(R) est une racine cubique de A si et seulement si P~'BP est une racine cubique de D.

3) Comme A® = D, AD = A* = DA. Ainsi

Les matrices D et A commutent

a c

Soit A = (b d

). L’égalité DeltaD = DA s’écrit

a c\ _ [a 8
8 8d/) \b 8&d

Doub=c=0":
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La matrice A est diagonale

4) Ainsi, avec les notations de la question précédente, A = D équivaut & a® = 1 et d® = 8. c’est-a-dire
a=1et d=8. Ainsi,

0 2

L’ensemble des racines cubiques de D est { (1 O) }

Comme B est racine cubique de A si et seulement si A est racine cubique de D (question 2),

0 2

L’ensemble des racines cubiques de D est {P <1 0> P_l}

Partie 1I - Dans un plan euclidien

5) L’endomorphisme u est la rotation d’angle 6 et de centre 0.

6) Si ug est la rotation d’angle 6 (de matrice M) et ugy la rotation d’angle §'R, alors ugougy est la rotation
d’angle @ + 0" (produit matriciel et formules de trigonométrie).

Ainsi,

cos(0/3) —sin(0/3)
sin(6/3)  cos(0/3)

La matrice M = (

0
) de la rotation d’angle 3 est une racine cubique de M

7) D’apres le cours, une matrice orthogonale de déterminant —1 est une symétrie Orthogonaleﬂ Donc
N? = [,, par conséquent

La matrice N admet une racine cubique : N® = N

Partie III - Racines cubiques et diagonalisation

8) Soit 1 € R tel que p3 = X (unique car t — t3 est bijective de R dans R).

La matrice pul), est une racine cubique de Hy(\) = A,

9) Pour tout i € [1, p], notons p; = dim E}, la dimension du sous-espace propre associé¢ a la valeur propre
A; pour la matrice A.

Comme A est diagonalisable par hypothese, il existe P € GL,,(R) telle que

M, 0 - 0
a=p| 0 | p
: 0
0 - 0 Ml

1. Ce sont exactement les symétries orthogonale de spectre {—1,1}, donc par rapport & une droite. La preuve est dans le
cours.
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10)

11)

12)

13)

6
AL, 0 0\ (M
1 Ip Iy, O -+ 0
s . - 0 T E 0o :
Or, d’apres la question précédente, . =
: . . 0 : . . 0
0 o0 A;/i%]pd 0 - 0 My,
AP, 0 0
En notant A = 0 R : , apres changement de base, il vient
: A 0
0 - 0 AL,

La matrice A admet une racine cubique, PAP™!

Par propriété d’une valeur propre, 0 est valeur propre si et seulement si 0/, — A n’est pas inversible,
c’est-a-dire A non inversible.

Par contraposition, A inversible entraine 0 ¢ Sp (A) :

Les nombres \q,..., Ay sont non nuls ‘

Comme C est algébriquement clos, P = X3 — X admet 3 solutions (avec multiplicité).

Or P' = 3X? a pour unique racine 0, qui n’est pas racine de P (car p # 0) : toutes les racines de P
sont simples. Ainsi,

L’équation 22 = )\ admet exactement trois solutions dans C

L’énoncé nous incitait a étre explicite : soit j = ¥ /3 et 0= ,01/ 3¢10/3 . Alors,
VE€[0,2],  (j%n)® = e Tpe = A

De plus, comme p # 0 et 1, j et j2 sont 2 & 2 distincts, z° = X admet exactement 3 solutions.

Soit k € [1,d]. D’apres la question 10, A\; # 0. Donc, d’aprés la question précédente, X 3 _ A\ est
scindé a racines simples.

Soit k, k" € [1,d]. Soit py soit une racine de X3 — X\, et pp une racine de X2 — Ay

Si py = ppr, alors ,u% = A\ = A\pr. Comme les (\;); sont deux & deux distincts, k = k'

Donc, si k # k', les racines de X2 — A\, et X2 — A sont deux ensembles disjoints : @ a exactement 3d
racines. Ainsi,

Le polyndéme @ est scindé a racines simples sur C ‘

D’apres les théoreme de diagonalisable, si A est diagonalisable, alors P = H (X — A) est un
AESD (A)

polynéme annulateur de A. De plus, Q = P(X?).

Soit B une racine cubique de A. Par définition, B> = A, donc

Q(B) = P(B%) = P(4) = 0

Ainsi, @, polyndéme scindé a racines simples (question 12) est un polynéme annulateur de B : par
théoreme de diagonalisation, B est diagonalisable sur C.

En conclusion,

Toute racine cubique de A est diagonalisable dans ., (C) ‘
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Par contre, B ne sera pas forcément diagonalisable dans R : si A = —I5, et B la matrice de la rotation d’angle
. 3 y . s . . . ) s . . . .
w/3, B> = A. Et pourtant, B n’est pas diagonalisable (matrice As de l'exercice 3 de la feuille réduction).

Exercice 2 (CCINP 2024 MPI)
1) Soit X = 5;) € R2.

= (o) (31)
=22z +y) +y(z +y)

=222 + 22y + 92
:x2+(x+y)2>0

De plus, comme z2 + (x+ y)2 est une somme de termes positifs,

T z=0
r+y=0
Ainsi,
. 2 1 s _
La matrice A = ( 1 1) est définie positive.

2) Sp(A) C RY. Via I'encadrement de (AX, X) (question de cours). cf. cours.

3) Une question du type « il existe xo tel que f(xg) = 0 » mais sans expliciter xo : TVI, ou la version théoréme de
la bijection.
La fonction P est polynomiale donc dérivable, et P'(x) = 3X? — 12X +9 = 3(X? —4X +3).
Racines évidentes de P’ : x = 1 et x = 3. D’ou le tableau de variations suivant :

T —00 0 1 3 +00
P'(x) + + 0 - 0 +
; / 1 +o0
» /_3 \ /

Comme P est continue et change de signe sur chacun des intervalle | — oo, 1], |1, 3] et |3, +o0], d’apres
les théoreme des valeurs intermédiaires, P admet une racine réelle sur chacun de ces intervalles :

Le polynoéme P(X) = X3 — 6X? +9X — 3 admet trois racines réelles distinctes

4) Le sujet nous incite fortement a ne pas chercher de forme factorisée de xp : utilisons Sarrus.
D’apres la formule de Sarrus,
z—1 0 -1
xB(z) =det(xls—B)| 0 =x—2 -1
-1 -1 -3
=x-1)(z—-2)(z-3)+0+0—-(z—-2)—(x—1)—0
=% — 6224+ (2+3+6)r—6—2z+3
= P(z)
Comme P(0) = —3, le tableau de variation précédent prouve que les racines de xp sont dans R :
avec la caractérisation de al question 2,
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5)

6)

7)

8)

9)

‘La matrice B, symétrique, est définie positive ‘

Soit M € . 7T (R). D’aprés la caractérisation spectrale, Sp (M) C R’ . Or la trace est la somme des
valeurs propres (avec multiplicité) et le déterminant le produit des valeurs propres (idem). Ainsi,

[ Tr (M) >0 et det(M) >0

Soit A et p les valeurs propres de M € .#(R), éventuellement identiques.

Alors Tr (M) = A+ p et det(M) = Ap.

Si det(M) > 0, alors A et p sont non nuls de méme signe.

Comme Tr (M) > 0, ce signe ne peut étre négatif : \ et x sont strictement positives.
Donc, d’apres la caractérisation spectrale, M € 5”2++(]R). Ainsi,

‘Un matrice M € % (R) de trace et de déterminant strictement positifs, est définie positive

La matrice M = diag(—1,—1,4) a pour déterminant 4 > 0 et trace 2 > 0, mais n’est pas définie
positive (par caractérisation spectrale).

‘ Le résultat de la question précédente n’est plus vrai pour .#3(R) ‘

Notons 0, le vecteur colonne nul de .7, (R), pour p € N*.
Si k =n, X = Xj convient.

Si k€ [1,n— 1], posons X = ( X ) Soient des matrices B, C, D telles que

Onfk
(M| C

Alors

M| C X
T _ T T k k
- v o) (416 (%)
M X}, 4+ CO,,_
_ T T kA Ek n—k
- (Xk On—k) ( BX}, + D0,,_j; )
= X My X}, +0, , BX},
= X, M}, X,

Un calcul bloc se passe comme un calcul avec des coefficients normauzr, mais en étant trés précis : pas de

précipitation, bien écrire X;, quand on transpose, ne pas changer 'ordre.

X = Xk convient
On—k

Soit M € .7+ (R). Soit k € [1,n]. Pour tout X; € R¥ non nul, on choisit X € R comme ci-dessus
(donc non nul). Alors, comme M est définie positive,

X MpX,=X"MX >0

Donc M), est aussi définie positive. Ainsi, Sp (M}) C R, et, par conséquent, det M}, > 0.
Donc tous les mineurs principaux de M sont strictement positifs. Finalement,



Toute matrice symétrique réelle définie positive vérifie le critere de Sylvester.

10) Un peu d’analyse synthése : on cherche V tel que M,,_1V = U...

Si M, est définie positive, alors elle est inversible (0 ¢ Sp (M,,—1)). Posons

V=-M1U

Alors M, 1V +U = —M,, 1M, ",U + U = 0. Donc le vecteur V qui précede convient.

I,—1 0,— M,_1 U I.— Vv

T o n—1 n—1,1 n—1 n—1
~(In-1 Op-1p M,-1+U0 M,1V+U
—\vT 1 Ul+a0 U'V+a

~(Inc1 Op1a1) (Mp1 Op-1n

“\vT 1 Ul U'V+a
M1 On—1,1

VIM, 1 +U" U'V+a

M,—1  Op-1
01,n—1 U'V+a

Or M,, 1 V+U= On_1’1

Or (My,—1V +U)" =011

Il reste & montrer que 8= UV + a > 0. Calculons det(M) :
det(QTMQ) = det(M,_1)p

car c’est une matrice diagonale blocs. De plus, M,,_; est définie positive, donc, d’apres la question 5,
det(M,_1) > 0. Ainsi, det(Q " MQ) est du signe de 8. Or

det(QTMQ) = det(Q ) det(M) det(Q) = det(Q)? det(M)
La matrice @ est triangulaire blocs, donc det(Q) = det(l,—1) x 1 = 1. Ainsi,
det(M) = det(M,,—1)p3

Par conséquent, det(M) > 0 entraine 8 > 0 :

Q" MQ sécrit par blocs (é\/jnl O"ﬁM) avec 3 > 0
1,n—1

11) Montrons par récurrence que la propriété :

Hy o « YM € 7,(R), M vérifie le critére de Sylvester = M € ., (R) »

est vraie pour tout n > 1.

e H; : Une matrice 1 x 1 est définie positive si et seulement si c’est un réel positif. Et ce réel est
égal a son déterminant. Donc H; est vraie.

e H,_1 = H, : Supposons H,_1 vraie pour un n > 2. Soit M € .#,(R) vérifiant le critere de
Sylvester :
VEk e [1,n], det(My) > 0

En particulier, M s’écrit par bloc comme a la question (10| ci-dessus, et H,_1 appliquée a M,,_1
nous donne M,_; définie positive.
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On peut donc appliquer le résultat : avec la matrice Q € 4, (R) et le 5 > 0 de la question

M,—1 Op_11
01,01 B

Comme M’ est diagonale blocs, x v (x) = (x — B)xa,_, (). Ainsi, Sp (M) = {8} U Sp (M,,_1).
Or Sp (M,,—1) C R car M,_; définie positive et > 0. Donc Sp (M') C R et

M =Q"MQ= (

M € 7T (R)
Or det @ =1 # 0, donc Q inversible, et M = (Q~)TM'Q~!. Puis,
VX eR", X#0, X' MX=X"(Q ) MQ'Xx
= (Q7'X) ' M'(Q7'X)
=Y'MY avec Y = Q71X
>0 car M’ définie positiveet Y =0 < X =0

Donc M est définie positive. En conclusion, H,, est vraie.

e Conclusion :

Toute matrice symétrique réelle vérifiant le critere de Sylvester est définie positive. ‘

12) Appliquons le critére de Sylvester : C(z)" = C(x), det My = [2| = 2 > 0, det(M) = ? 1 =1>0.
detC(z) =2+04+0—-0—22% -1 Sarrus
=222 +1

Ce déterminant est donc strictement positif si et seulement si # €] — 1/v/2,1/v/2[. Finalement,

La matrice C(z) est définie positive si et seulement si €] — 1/v/2,1/v/2]

2 2 1
13) Considérons le mineur M3 =2 3 -1
1 -1 1
1 3 0 Ly«— Ly — L3
detMs=1(3 2 0 Lo +— Lo+ Lg
1 -1 1
=(2-3x3)x1 matrice triangulaire blocs

Donc det(Ms3) < 0. D’apres le critére de Sylvester (contraposée),

‘ La matrice considérée n’est pas définie positive ‘

14) Cette question était déroutante car vous n’avez pas manipulé l’écriture q(x,y,z) = X ' AX comme fonction de

X
x, y et z. Au brouillon on écrit A = (a;j)ij, X = (.1:2) et

T3

Jj=1 3

XTAX =XT : _

3
5 ‘
E a;jT;T; = a11x] + -+ 2a120172 + ...

1=1 j=1
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puis on conjecture A en identifiant a;; dans expression :
2 2 2« . 2 3 2 3 2
4 +y~ + 27 + 20y — 3wz = 4da” + xy — 5.1;: +yr+y” — 5,1 +z
Posons
4 1 -3/2
A= 1 1 0
-3/2 0 1
Alors
dr +y —3/22
XTAX:($ Y z) T4y =42 + 3% 4 2% 4 22y — 322
—3/2x + 2
Or, A" = A, det M1 =4>0,det My =4—1=5>0, et
det A=4+0+0-9/4-0—-1=3/4>0
Donc, par le critere de Sylvester, A est symétrique définie positive. Alors, par définition,
V(x,y,2) € R3\ {0}, XTAX =424y + 2%+ 22y — 322> 0
15) Soit n > 2. En développant par rapport a la premiére colonne,

1lo o -~ 0
11v3 1 :
1

det(Sn+1) = V3det(S,) — | o 0
K o
0|~ 0 1 V3
110 --- 0
*

= \/§det(5n) - g Matrice triangulaire blocs

: n—1
*

= V3 det(S,) — det(S,_1)

En notant u, = det(S,), (u,) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2, avec u; = 1 et ug = 2. Apres
étude (cf PCSI, équation caractéristique, etc), on trouve
s
Uy, = cos(nm/6) + V/3sin(nw/6) = 2 cos ((n — 2)6)
Donc, les premiéres valeurs de det S,, = u,, sont v/3,2,v/3,1,0.
La matrice S, est symétrique réelle, et le critere de Sylvester s’écrit det(Sy) > 0 pour tout k € [1,n].
Donc, d’apres les valeurs précédentes, la derniére étant nulle,

La matrice S, est définie positive si et seulement si n € [1,4] ‘

Une fois obtenue la formule de récurrence, on peut aussi calculer simplement us, uy et us = 0, ce qui donne le

résultat.
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Exercice 3 (Mines Ponts 2024 — PC)
Soit £ = R".

Partie 1 (Matrices de Hadamard)
1> Pour M =(1),ona M M= (1)=1.

Lo (11 1o+ 1(2 0\ , 1 o
Soﬂ:M—(1 _1>.Comme §M M—2<0 2)—[2, \ﬁMEﬁg(R). Ainsi,

1
1

Mz(l)eth(

1
B 1) sont des exemples de matrices de Hadamard

2 > Une matrice M € #,(R) est orthogonale si et seulement si la famille de ses vecteurs colonnes forme
une base orthonormée de R".

1
Soit H une matrice de Hadamard, et (Cy,...,C,) les vecteurs colonnes de TH .
n
e Multiplier une colonne par —1 : Soit H' la matrice H ou la j-éme colonne est remplacée par son
opposée. Tous les coefficients de H' sont égaux a 1 ou —1, et la famille (Cy, ..., —Cj,...,Cp) est une
base orthonormée : || — Cj|| = 1, et pour tout ¢ # j, (C;, —C;) = 0.
Donc H’ est une matrice de Hadamard.

e Echanger deux colonnes : Soit H' la matrice H ot les colonnes i et j ont été permutées. Alors la famille
des vecteurs colonnes reste une base orthonormée (seul l'ordre a changé), et les coefficients sont égaux
alou—1.

Donc H' est une matrice de Hadamard.

1
e Lignes : Si H = H”, alors — H’ est orthogonale et les coefficients de H’ valent 1 ou —1. C’est donc
n

une matrice de Hadamard.

Ainsi, les opérations faites sur les colonnes peuvent étre faites sur les lignes : on effectue les opérations
sur les colonnes de H', puis on transpose la matrice H' obtenue.

Conclusion :

Toute matrice obtenue en multipliant une ligne ou une colonne d’une matrice de Ha-
damard par —1 ou en échangeant deux lignes ou deux colonnes est encore une matrice
de Hadamard.

3> Soit H est une matrice de Hadamard d’ordre n. Soit H' la matrice ou chaque colonne C; est multipliée
par hy;. D’aprés la question 2, H' est encore une matrice de Hadamard, et, par construction, les coefficients
de la premiere ligne valent h?j =1:

S’il existe une matrice de Hadamard d’ordre n, alors il existe une matrice de Hadamard
d’ordre n dont les coefficients de la premiere ligne sont tous égaux a 1

Soit H une matrice d’Hadamard d’ordre n > 2, telle que les coefficients de la premiere ligne soient égaux a
1.
Notons L et Ly les deux premiéres lignes. Comme les lignes forment une famille orthogonale,

(L1,La) =Y hijha, =Y hy, =0
j=1 j=1
Sion note Ioy = {j € [1,n] | hoj = +1}, alors In_ = {j € [1,n] | hgj = —1} = [1,n] \I24, donc

> hy, = Card (I24) — Card (I-) = 2Card (Io4) —n =0
j=1

Ainsi, Card (I2+) = n/2. Or c’est un entier :
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‘ S’il existe un matrice de Hadamard d’ordre n > 2 alors n est pair

41> Soit n > 4. D’apres la question 3, il existe une matrice de Hadamard dont les coefficients de la premiere
ligne valent 1. Soit une telle matrice H.
Notons I;1 = {j € [1,n] | hjj = +1}, pour tout i € [1,n].
D’apres les calculs de la question 3, pour tout i > 2, (L, L;) = 0 entraine Card (1;4.) = n/2.
Comme n > 4 > 2. Ls existe. Etudions (Lg, L3) : notons Sp = Z h3j et Sp = Z h3j.
j€lay ¢y

(Lg, L3y = Y hojhgj= Y hgj— Y hgj=5—5=0

J€[1,n] JEl24 J¢I24
Or (Li,Ls) = > hyjhsj= Y hgj+ Y hgj=S51+5=0
jel,n] Jjelay J¢Iay

En résolvant le systeme obtenu, on trouve S; = Sy = 0.
Donc il y a le méme nombre de 1 et de —1 parmi les (h3;)jecr,, : Card (I24) est pair.
Soit p € N tel que Card (I24) = 2p, alors n/2 = 2p entraine n = 4p :

‘ Si H est une matrice de Hadamard d’ordre n supérieur ou égal a 4 , alors n est multiple de 4

Partie 2 (Quelques résultats sur les endomorphismes symétriques)

51> D’aprés le théoréme spectral, f est autoadjoint donc il existe une base orthonormée de diagonalisation
de f. Quitte a réordonner la base (qui reste orthonormée), on peut supposer que le vecteur e; est associé a
Ai pour tout i € [1,n], ou les \; ont été rangés par ordre croissant.

60> dim7T, =n—k+ 1. Donc,

lel(S]C + Tk) = dim Sy + dim T}, — dlm(Sk N Tk)
=k+n—k+1—dim(S;NTg)

Or Sy + T CR" : dim(Sy +Tx) =n+ 1 —dim(Sy NT;) < n
Ainsi, dim(SE NTy) > 1:

‘ Sk NTy # {0} ‘
7T > 1l est question de (x, f(x)), d’inégalités et de valeur propre : établissons que (x, f(x)) = sup \;x?. L’inégalité
[/
demandée ne semble pas une conséquence directe de la question de cours.
Soit X le vecteur colonne de x € FE dans la base orthonormée Z = (e1,...,e,), et D = diag (A1,...,\,) la
matrice de f dans la base Z. Alors,
(x, f(z)) =(X,DX) Car 2 est une base orthonormée
T A121
= < : ) >
Tn, ALn
n
- S
=1
Comme S;, N T}, C Sk, max (x, f(x)) < max (x, f(x)).
2€SKN T ||z]|=1 z€Sy, |z =1
n

Or x € T}, s’écrit x = inei :pour i < k, x; = 0. Ainsi,
i=k

I
ko

Vo €Ty, (z,f(a)) =) Niai et |z

i
-
<
I
ol

10
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Soit & € T). Minorons (x, f(x)) :
Vi € [k,n], Ai = Mg
= Vi € [k,n], Na? = \a? car z7 > 0
i=k i=k
— (@, f(2)) = Axl]?

Donc, pour tout = € T N Sk tel que ||z|| =1,

(@, f(x)) = Ak

En passant a la borne supérieure,

max (z, f(z)) > max (x, f(x)) = Ak

LL’ESk,”JJH:l IESkﬂTk,HJKHZI

8 > Par double inégalité :
L’inégalité précédente est vraie pour tout Si € mp. En passant a la borne inférieure

inf ( max (x,f(x)))})\k

SpE™TY CCES;C,”IHZI

Comme S = Vect (e1, ..., e;) € T, par définition de la borne inférieure,

TES|lx]|=1 z€S,||zl|=1

s,?;ik( max <x,f<x>>>< max (. f(x))

Calculons ce maximum : de méme que pour x € T}, pour x € S on a
Vo e S, (z, f(z Z)\x et |z|? = ZxQ

Donc, pour tout = € S, (x, f(x)) < Agllz||?, et en passant au maximum,

) <A
e (z, f(x)) < Ak

Donc inf max (z, f(z)) | < max (z, f(z)) < M.
Skem <x€5k,m||:1< i ») peix (@ f(@)) < M

Par double inégalité, il vient I’égalité, qui est atteinte pour Sy = S et x = e, donc c¢’est un minimum :

AL = min ( max <$af($)>>

SpemL \ zESE,||z||=1

9> La premicre partie est trés classique, vous aurez reconnu une question de cours.
D’apres le théoreme spectral, M est symétrique réelle donc diagonalisable dans une base orthonormée : soit
P e 0,(R) et D =diag(\1,...,\,) diagonale avec les valeurs propres sur la diagonale telle que

M =pPDP ' =pPDPT

Supposons de plus M positive. Alors, par critere spectral, les valeurs propres A; sont positives. Notons

= diag (\/)Tl, ooy V Ap). 11 vient

M = PD"?pT
= (PD')(PD")T Car D' =D’
=B'B Avec B = (PD')T

Ainsi,

11
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Si M est positive, alors il existe B € .#,(R) telle que M = B' B

Supposons que M admette une unique valeur propre strictement positive A = \; d’espace propre de dimen-
sion 1 et de vecteur propre unitaire u.

Alors, avec les notations précédentes, les autres valeurs propres Ao, ..., A, sont différentes de \ (sous-espace
propre de dimension 1) et négatives.

Montrons que A = Muu' — M est symétrique positive :

Al ="ty —MT =4

Donc A est symétrique.

De plus, en reprenant P € 0, (R) telle que M = PDPT le premier vecteur colonne, Cy, de P est un vecteur
propre de M pour la valeur propre A.

Or le sous-espace propre de M pour la valeur propre A est de dimension 1 : C et u sont colinéaires. Comme
ils sont de norme 1, C1 = u ou C; = —u. Soit € € {—1, 1} tel que C; = eu.

Les vecteurs colonnes C; de la matrice M forment une base orthonormée : pour tout i > 1, CZ»T u = 0, donc

Plu=@"P)"
W' P=u' i - Oy -
0
:<uTC'1 0 --- 0) = :
:(5 0o -- O) Caru'u=|ul*>=1
Puis,
P'"AP =X P"uwu'P - P"MP
€
0
:)\(5 0 - 0) | -bD
0
= \diag (¢2,0,...,0) — diag (A, Ao, ..., Ap)
= diag (0, = A2, ..., —\pn)
Ainsi Sp(A) = {0,—Xg,..., =My} C R4. Donc A est positive. D’apres ci-dessus, il existe B € .#,(R) telle

que A = B' B. En conclusion,

1l existe B € #,(R) telle que M = uu' — B' B

Partie 3 (Caractérisation des MDE)

1
10> Pl = IJ — —e'Tel = P donc P est symétrique.
n

Montrons que M = Zee! est la matrice de la projection orthogonale sur Vect (e) :
n

1
M? = —2eeTeeT Ore'e=n
n
1
= —ce' =M
n

Donc M est la matrice d’un projecteur. Comme M est symétrique, le projecteur est un projecteur orthogonal.

12
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1
De plus, les colonnes de M sont toutes égales & —e, donc 'image de M est Vect (e) : M est la matrice du
n

projecteur orthogonal sur Vect (e).
La matrice P = I,, — M est la matrice du projecteur sur Ker M parallelement a Im M, donc du projecteur
orthogonal sur Vect (e)® :

4

1
P=1,— ~ee' €.7,(R) est la matrice du projecteur orthogonale sur Vect (e)
n

11> Soit (i,5) € [1,n]*. Par définition,
dij = d(Ay, Aj)°
= ||z — 2
= il = 2(wi, ) + |l

= ||il|* — 22 25 + [l

lzal® -
Notons M = | |lzi||> - - |zil® | € #u(R). Alors M = Ce et
lzall® oo el

D = (dij) ; jyep1,n)?
= (Il e = 263 20 e + 1217 6 e

=Cel —2M My +eCT

Ainsi,

D=Ce" —2Mj My +eC"

e Comme P est la matrice de la projection orthogonale sur Vect (e)L, Pe =0, donc
1
T(D)e = —QPDPe =0

e De plus, pour tout i, 5, d;; = d(A;, A;)* = d;; par symétrie de la distance. Donc D € .#;,(R), et comme
P € .%,(R), un calcul de T(D)" donne

T(D) € .%,(R)
e De plus, Pe = 0 entraine PCe' P = PC(Pe)' = 0, donc
1
T(D)=—5PDP = PMiMsP=B"B avec B=MyP

Or, pour tout z € R",
2" B"Bx = ||Bz|*> > 0
Donc T(D) = B' B est positive.

En conclusion,

Toute matrice D € A,, vérifie T'(D) € Q, ‘

13



DST 6

12 > Soit A = (ai;) € Q. Comme A est symétrique positive, d’apres la question 9, il existe B € ., (R)
telle que A = B" B. Soit un tel B, notons 1, ..., x, ses vecteurs colonnes, et A4; le point de coordonnée z;.
D’apres les calculs de la question 11, pour tout i, € [1,n]

a; = ] @j et lea']ij = ai
Or K(A) =ea' —2A +ae'. Pour tout i, € [1,n], il vient

[K(A))i; = [ea]ij — 2ai; + [ae )i
= a;; — Qaij + ajj
= |l — 22 @ + |||
= |lz; — ;]
= d(Ai, Aj)?

Donc K(A) € A, :

(VA€ Q, K(A)eA,]

13> Soit A € Q,,. Ae =0 donc Vect (e) est stable par A.
Or A € .%,(R), donc Vect (e)! est aussi stable par A.
Montrons que, pour tout € Vect (¢) @ Vect (e)t = R", T o K(A)z = Ax.

e Comme P est la matrice de la projection orthogonale sur Vect (e)*,

1
T(K(A)) = -3 P (ea” +ac” —24) P
= PAP car Pe =0
e Pour x = e, Ae = 0 par définition de €2, et
PAPe=PA0O=0

Donc PAPz = Ax pour tout x € Vect (e).
e Pour z € Vect (e)*, Az € Vect (e)* d’apres ci-dessus, et

PAPz = PAx Car P est une projection sur Vect (e)-
= Ax Car Az € Vect (e) aussi

Donc, par linéarité, T(K(A))z = PAPx = Az pour tout x € E : T o K(A) = A, puis

\ToKzidQn

14 > Soit D une matrice symétrique d’ordre n a coefficients positifs ou nuls et de diagonale nulle.
Supposons que D € A,,. Alors T'(D) € Q,, d’apres la question 11, donc

1
T(D) = —5PDP e ZH(R)

1
Supposons —§PDP € .7 (R). Montrons que D € A,,.

Comme D n’est pas encore dans A, on ne peut pas appliquer T (définie sur A, ) ou, a fortiori, les résultats
des questions qui précedent sur T.

Soit A = PDP,
1 1 1
A=D— =Deel — Ze.e"D+ Te.eTDe.eT
n n n
1 1
=D—— (De.eT — (De.eT)T) + ae.el Avec o = —26TDe eR
n n

14
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Posons A = (ai;), et D = (d;;). Alors, pour tout 4,5 € [1,n],
1 n
ajj = dij - — Z(de + dk;j) +«
"=
Avec K(A) =ea' +ae' —2A, il vient
(K (A)lij = aii + ajj — 2ai
1 n
=dii +dj; —2di; — — > (di + dii + dji, + dyj — 2di — 2dy;)
T n =1
= —2d;; Car D symétrique
1
Donc K(A) = —2D, d’ou K (—2PDP> =D.

1 1
Or —§PDP € Q,, car symétrique positive par hypothese, et vérifiant —iPDPe =0 (Pe=0). Donc,
d’apres la question 12
1
D=K <_2PDP) €A,

Conclusion :

1
D est MDE si et seulement si —§PDP est positive

15>  Question de synthése typique : les hypotheses rappellent deux questions précédentes, essayons de les appliquer.
Soit M une matrice symétrique a coefficients positifs, non nulle et de diagonale nulle, ayant une unique
valeur propre A > 0 d’espace propre de dimension 1 et de vecteur propre e.

Alors, avec u = 1/y/ne, M vérifie les hypotheses de la question 9, donc il existe B € .#,(R) telle que

A
M=Ze" —-B'B

n

1
Montrons que —iPMP € .7 (R) (le 1/2 ne change rien) :

A
~PMP=—-2Pee'P+PB"BP OrPe=0et Pl =P
n
= (BP)'BP

1
Or A" A est symétrique positive pour tout matrice A (X' ATAX = ||AX||> > 0). La matrice —iPMP est

donc symétrique positive, et, d’apres la question 14

| M est MDE |

Partie 4 (Spectre des MDE)
16 > Soit D = (d;j) une MDE. Alors, pour tout i € [1,n], di; = d(A4;, A;)? = 0. De plus les valeurs propres
de D sont réelles (théoréme spectral), donc

n
Y Ai=TrD=0
=1

1l faut savoir chercher les questions faisables, dans un sujet.

2. Dans cette question, vous pouvez abréger ce qui est « élémentaire », vous n’avez plus a faire vos preuve aupres de la
correctrice ou du correcteur : allez a ’essentiel.

15
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17> D’apres la question 11, D s’écrit
D=Ce —2M[My+eCT
Ainsi, pour tout x € Vect (e),

' Dr=x2"Ce'x—20 " MIMy+z"eCTz Ore'z=x'e=0

— 2 Mz <0

Conclusion :

Va € Vect (e), 2" Dz <0.

18 >  FEncore une question de synthése : a priori, il n’y a pas de résultats sur N\, dans le cours. Par contre, il y en a
un dans l’énoncé.

D’apres le théoreme de Courant-Fischer montré a la question 8,

An—1 = min max (z, Dz)
Semp—1 \ zeS,||z||=1

Or S = Vect (e)L € Tp_1, €t max Dz <0 d’aprés la question 17. D’ou
xE€Vect (€)1, ||z||=1

A—1 = min max z' Dz <0
Semn—1 \z€S,||z||=1

Supposons que D a deux valeurs propres strictement positives, A\; et A\2. Notons E, le sous-espace propre
pour la valeur propre u € Sp (D).
Alors F' = Ey, &, E), est un sous-espace vectoriel de dimension au moins 2. Pour z = 1 + 22 € F non nul,

JETDa? = (1'1 + $2)T()\1$1 + )\2%2) = )\1H$1||2 + )\2||I2H2 >0

Or dim(F N Vect (e)1) = dim(F) 4 (n — dim Vect (e)) — dim(F + Vect (e)t) >2—1 = 1.
En prenant x € F' N Vect (e)l non nul, on obtient donc une contradiction avec le résultat de la question 17.
Par ’absurde,

‘D a exactement une valeur propre strictement positive ‘

Partie 5 (Probléme inverse pour les MDE)

19>
e D' =UTATU"T = D donc D symétrique.
| |
e Par construction, H = 1

Ainsi, AH a pour premiére ligne (A --- A1), et pour i-eme ligne, avec i > 2, des coefficients +\;.
n
Donc la matrice H' AH a des coefficients de la forme \; + Z +\;.

i=2
Or les \; sont négatifs pour ¢ > 2, donc

/\1+Zi)\i2)\1+2/\¢20
=2 =2

1
Donc D = —H ' DH est A coefficients positifs.
n

16
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e Si on note H = (hyj)ij, alors, pour tout i,j € [1,n],

[H"DHJij = hiidch;
k=1

En particulier, [H ' DH]; = Z hi N = Z A =0 Car hy; € {—1,1}
k=1 k=1
Donc D est a diagonale nulle.

‘D est symétrique, a coefficients positifs et a diagonale nulle ‘

Par définition d’une matrice de Hadamard, U € &, (R), donc UT = U ! et D = U'AU.

Ainsi Sp (D) = {A1,..., \}

De plus, A1 est valeur propre de multiplicité 1 — elle est strictement positive, et les autres valeurs propres
sont négatives ou nulles.

Donc le sous-espace propre de la valeur propre A\; est exactement de dimension 1.

D a pour valeurs propres Aq, ..., \,, avec A\; d’espace propre de dimension 1

20 > Comme les vecteurs colonnes de U ' forment une base orthonormée, et que sa premiére colonne est

76’
n
1
0
Ue=+n| .
0
1
0 T 1
Puis AUe = \1v/n | . |, et comme la premiere colonne de U ' est Te, il vient
: n
0
1
+10
De = Al\/ﬁU . = )\16
0

Donc e est vecteur propre de A;.
Donc D vérifie les hypotheses de la question 15 :

D est MDE

1 1 1 1
. 1 1 -1 -1 . . :
211> Soit H = 1 1 1 _q|-aw est une matrice de Hadamard, et A = diag (5, —1, —2, —2). Alors,
-1 1 -1 1
d’apres la question 20,

1
D = iH TAH est une matrice de distance euclidienne d’ordre 4 de spectre {5,—-1,-2,-2}
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