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Exercice n°1 : Théoreme de décomposition de Dunford

‘ Si A est diagonalisable, (D, N) = (4,0) ‘ estla décomposition de Dunford de A .
En effet, D = A est diagonalisable, N = 0 est nilpotente, DN=ND=0et A=A+0=D+N.

‘ Si A est nilpotente, (D, N) = (0, A) ‘ est la décomposition de Dunford de A .
En effet, D = 0 est diagonalisable, N = A est nilpotente, DN=ND=0et A=0+A=D+N.

Soit A une matrice trigonalisable dans ./, (K).

Alors il existe P € GL,(K) inversible et T € ./, (K) triangulaire supérieure, telles que PlAP=T.
Les matrices A et T sont semblables donc ont méme polynéme caractéristique : y4 = xr-.
Notons (A4,...,A,) € K" les coefficients diagonaux de la matrice T.

n
Puisque T est triangulaire, y7(X) = H (X — ;) est scindé sur K.
i=1
Donc y 4 = yr est scindé sur K.

Une matrice trigonalisable dans .4, (K) vérifie 'hypothése du théoreme |donc admet une décomposition de Dunford.

(11 ,_ (1 0 , (01
Pos.onsA—(0 2),D—(0 2)etN—(O 0).

D' est diagonalisable (car diagonale), N’ est nilpotente (car (N')?> =0), A= D'+ N’, cependant D' et N’ ne commutent pas :
., (1 00 1) (0 1 . (0 1)(1 0} (0 2
=g 5o o)=lo o/ *¥P'=[ o)lo 2)=[0 o)

1 0} (0 1 1 1
Non, ((0 2) , ( 0 0)) n’est pas la décomposition de Dunford de ( 0 2) car ces deux matrices ne commutent pas.

0 2
donc est diagonalisable dans .4, (R), donc (D, N) = (A, 0) est la décomposition de Dunford de A.

1 1
De plus, la matrice A= ( ) € > (R) possede deux valeurs propres distinctes 1 et 2,

0 1
Soit la matrice A = (_1 0) € > (R). Son polyndme caractéristique y 4(X) = X2 + 1 n’est pas scindé sur R.

Supposons par I'absurde que A admet une décomposition de Dunford (D, N).

D’apres le théoreme, on a de plus y 4 = xp.

Puisque D est diagonalisable, D est semblable a une matrice diagonale (/})1 f ) avec (A1,1) € R?.
2

Son polynodme caractéristique vaut y 4(X) = yp(X) = (X = 11)(X — Ap).

Donc y 4 est scindé sur R, ce qui est absurde.

La matrice A = (_O (1)) € /> (R) n"admet pas de décomposition de Dunford dans .4 (R).

1
3 0 8
Soit A= 3 -1 6 |edsR).
-2 0 -5
Calculons son polynéme caractéristique, en développant par rapport a la deuxiéme colonne :
1aX) = det(XIz—A)
X-3 0 -8
= -3 X+1 -6
2 0 X+5
X-3 -8
= XHD o, x5
= (X+DX%+2X+1)
(X+1)3.

Ainsi| y4(X) = (X +1)%. \
x4 est scindé sur R donc d’apres le théoréme de 'énoncé, A admet une décomposition de Dunford.




Soit (D, N) le couple de sa décomposition de Dunford.
D est diagonalisable et yp(X) = ya(X) = (X +1)® donc Sp(D) = {~1}.
D est semblable a la matrice diagonale avec des —1 sur sa diagonale, donc D est semblable a —I3.

Ainsi 3P € GL3(R), P"'DP = —I3, d’'ot1 D = P(~I3)P~! = —I3. On a, d'ott

( 4 0 8 )
N=A-D=A+I3=|3 0 6 |.
-2 0 -4
On vérifie que (D, N) est la décomposition de Dunford de A (surK =R ouC) :

e A=D+N.

* D = —]3 est diagonale donc diagonalisable.

4 0 8 4 0 8

o N?= ( 3 0 6 ) ( 3 0 6 ) =0. Donc N est nilpotente d’indice 2.
-2 0 —-4)\-2 0 -4

e D=-]3,donc commute avec N: DN =ND=-N.

4 0 8 3 0 8
Ainsi||D=-I3,N=| 3 0 6 |]estladécompositionde Dunfordde A=| 3 -1 6 |.
-2 0 -4 -2 0 =5

7) Soit A€ 4, (K) telle que A%(A—1I,,) =0.
Posons P(X) = X(X —1). P(A%) = A?>(A%> - 1,) = A2(A-T1,)(A+1,) =0(A+1,)=0.

Donc‘ le polynéme X (X — 1) annule la matrice A%, ‘

8) Le polyndme X(X — 1) est scindé a racines simples sur K et annule A%, donc, d’apres la propriété admise dans les rappels,
‘ A? est diagonalisable dans ., (K).

Posons D= A?et N= A— A2,
Vérifions que (D, N) estla décomposition de Dunford de A :

e A= D+ N par construction.

e D= A? est diagonalisable.

o N?=(A-A?)?=A%(I,— A)?= A>(A—I,)(A-1,) =0 car A>(A—1,) =0.
N? =0 donc N est nilpotente.

e DN = A?(A- A%) = A3 — A*(A—- A?) A’ = ND, donc D et N commutent.

Conclusion : ‘ (D= A2, N=A- Az) est la décomposition de Dunford de la matrice A.

3 -1 1
9) SoitA=[2 0 1|eds3[R).
1 -1 2

Calculons son polynéme caractéristique.
On effectue C, — C, + Cs.
raX) = det(XI—A)

X-3 1 -1
= -2 X -1

-1 1 X-2
X-3 0 -1
= -2 X-1 -1
-1 X-1 X-2

X-3 0 -1
= X-1 -2 1 -1
-1 1 X-2

- (X—1)((X—3)(X—1)+1)
= (X-1D(X?-4X+4)

= (X-1)(X-2)7>
Ainsi| y4(X) = (X - 1)(X—2)2. ‘Donc Sp(A4) =1{1,2}.
On a dim(ker(A — I3)) = 1. Calculons dim(ker(A — 213)).
1 -1 1
A-2I3=12 -2 1].
1 -1 0



La matrice (A—21I3) est de rang 2.

Par le théoréme du rang, dim(ker(A-213)) =1<2.

La dimension du sous-espace propre associé a 2 est strictement inférieure a la multiplicité de 2 en tant que valeur propre dans
x4, donc| An’est pas diagonalisable dans .3 (R).

10) Calculons les noyaux des endomorphismes demandés.

2 -1 1 0
A-I3 = 2 -1 1}{. ker(A-13) = vect 1).
1 -1 1 1
1 -1 1 1
A-2I; = |2 -2 1|. ker(A-2I) = vect 1).
1 -1 0 0
0 0 0 1\ (0
(A-21% = |-1 1 0|. ker(A-2L)®> = vect (1 |0
-1 10 o/ 1

Posons alors

0 1 0 01 0
e = 1 , €2 = 1 ,e3 = 0, P=|1 1 0].
1 0 1 1 0 1

P estla matrice de la famille (e, e2, e3) dans la base canonique.
Or det(P) = —1 # 0 donc la famille(e;, €2, e3) est libre et de cardinal 3 = dim(R?), donc c’est une base de R3.
P e GL3(R) est alors la matrice de passage de la base canonique de R3 ala base (e}, e, es).

De plus| ker(u —id) = vect(e;), ker(u —2id) = vect(e,), ker(u — 2id)? = vect(es, e3). ‘
Par construction, on a u(e;) = e; et u(e2) = 2e,. De plus

0 1
u(€3)=A€3=A(0 = (1) = e +2es.
1 2

Ecrivons la matrice de u dans la base (e, e, e3) de R? :

(=B \SEN )
N = O

1
B= Mat(elyez,es)(u) =10
0

11) Montrons que:

1 0 O 0 0 O 1 0 O
D;=|0 2 0O|,Ny=|0 0 1]] estladécompositionde DunforddeB=|0 2 1
0 0 2 0 0 0 0 2
En effet :
e B=D;+Nj.

* D est diagonale donc diagonalisable.
. le =0 donc N est nilpotente.
e D, et N commutent car D; Ny} = Ny Dy =2Nj.



12) e Puisque A et B représentent la matrice du méme endomorphisme u dans la base canonique et dans la base 93, on a la
formule de changement de base P"! AP = Bi.e. A= PBP~!. De plus on obtient I'inverse de P en remarquant que :

1 0 0 -1 1 0
0|l=—ej+es+es,|1|=e1—es3,|0]=es. |[P'=[1 0 o0].
0 0 1 1 -1 1

e Onpose|D = PD1P71 et N = PN1P71. ‘Montrons que (D, N) est la décomposition de Dunford de A :

* A=PBP '=P(D1+N)P'=PD,P'+PN;P"'=D+N.
D = PD, P! est semblable 4 la matrice diagonale D; donc D est diagonalisable.
N?=(PN,P71)? = PNZP~! =0 donc N est nilpotente.

D et N commutent car D; et N; commutent :

*

*

*

DN=(PDP YN, PH=PWD;N)P ' =PWN;D))P~ ' = (PN, P~ Y(PD,P~Y) = ND.

Donc (D, N) est la décomposition de Dunford de A. Calculons ces matrices :

0 1 0y(1 0 0)/(-1 1 O 2 0 0
D=PD,P ' =1 0[f0 2 0] 1 0 Oo]=f1 1 0.
1 0 1)\0 0 2J\1 -1 1 1 -1 2

0 0)/(0 0 0\(-1 1 0
N=PNP'=[1 1 of]o0 1 0 0]=
1 o 1Jlo o oJl1 -1 1

2 0 O 1 -1 1
Finalement (D = (1 1 0) JN = (1 -1 1)) est la décomposition de Dunford de A.
1 0

—

Puis :

p—
(=)
—
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Exercice n°2 : Polynome de Laguerre et méthode de quadrature de Gauss

e r— P(1)Q(t)e"! est continue sur [0, 1], donc intégrable sur [0, 1].
e t— P(1)Q(t)e"! est continue sur [1, +ool.
P(t)Q(t)e‘t = 0 (iz) par croissances comparées.
t—+oo \ !

Ort— t—lz est intégrable sur [1, +oo[ (Riemann et 2 > 1), donc, par comparaison, ¢ — P(£)Q(f)e™" est intégrable sur [1, +ool.

t— P()Q(r)e ! est donc intégrable sur R, donc, en particulier,

I'intégrale définissant (P|Q) est convergente |.

e Lapplication (.|.) est bien définie a valeurs dans R.
* Pour tout (P,Q) € R,[X]?,

+00 +00
(P|Q)=f0 P(t)Q(t)e*fdt=fO Q(1)P(t)e~'dt = (QIP),

donc (.].) est symétrique.
e Pour tout (BQ,R) eR, [X]3, pour tout 1 € R,

+00
MP+Q|R)=f (AP(t) + Q(D)R()e”"dt
0

+00 +00
= /1/ P(H)R(t) e tdr +f Q(t)R(t)eftdt (par linéarité de I'intégrale convergente)
0 0

=A(P|R) + (QIR),
donc (.].) estlinéaire a gauche.
* (.]) estlinéaire a gauche et symétrique, donc bilinéaire.
* Pour tout P € R, [X], pour tout t € R, P2(t)e~! = 0.
D’ot, par positivité de I'intégrale (qui converge), on a:

+00
(P|P) =f P*(pe~!dr=0.
0

(.]|.) est donc positif.
* Enfin, pour tout P € R,[X], si (P|P) = 0, alors f0+°° P2(t)e~tdt=0.

Or t — P2(t)e” ! est continue et positive sur R., les bornes de l'intégrale sont "dans le bon ordre" et fo

donc pour tout t € Ry, P2(f)e! =0, et donc P?(¢) = 0, puis P(¢) = 0.
Le polynéme P a donc une infinité de racines (tous les éléments de R, ), donc P = 0.
(..) est donc bien défini.

e | (.|.) définit donc bien un produit scalaire sur R, [X].

Soit ke [1,n].
Posons u(f) = t5, u'(5) = kt* ", V' () = e !, v(t) = —e~ .
u et v sont de classe € sur [0, +ool.

u(Hv(t) = —tke! e 0 par croissances comparées.
—+00

+00

u(n)v'(ndr et f u'(H)v(r)dt sont convergentes.
0

+00

Enfin, les deux intégrales f
0
On peut donc intégrer par parties etona:

+00 +o0o
f the~tdr = [—tre 117+ ktk~te~tdr
0 0
+oo

+00 k +00 k
Conclusion : f t*eldr = Icf e tdy.
0 0

Montrons par récurrence que, pour tout k € [[0, z]l, (X*|1) = k! (HRy,)
+00

Initialisation : Pour k=0, (X°|1) = (1]1) = f e 'dt =1 (cours), donc on a bien HRy.

0
Hérédité : Soit k € [[0, n — 1]] et supposons HRy. vérifiée.
Alors, d’apres la question précédente, comme k+ 1 € [[1, n]], on a

+00 +00
(X’”Hl):f tk“e*fdtz(kﬂ)f tFemtdr = (k+1)(XF|) = (k+ Dk = (k+ 1)L
0 0 k

On a bien HRy,;.

Conclusion : D’ou, par récurrence,

pour tout k € [[0, n]], (Xkll) =k! ‘

(He~'dt converge,



5) * Pour tout P € R,[X], a(P) = XP" + (1 - X)P' est un polynome.
De plus, comme deg(P') <deg(P)—1<n—-1etdeg(P")<n-2,ona
deg(a(P)) = max(deg(XP"),deg((1- X)P")) <max(1+n-2,1+n-1)<n,
donc a(P) e R,[X].Onadonc a:R,[X] — R,[X].
* De plus, pour tout (B Q) € I]'\Pn[X]z, pour tout 1 € R,
aAP+Q) =XAP+ Q) +(1-X)(AP+ Q)

=XAP"+Q")+(1-X)(AP'+ Q") (parlinéarité de la dérivation)
=AXP"+XQ"+A1-X)P' +(1-X)Q =AXP"+(1-X)P)+(XQ"+(1-X)Q"
=Aa(P) +a(Q),

donc «a est une application linéaire.

* | @ est donc bien un endomorphisme de R, [X].
6) Onaa(l)=X1)"+1-X)(1)' =0, a(X) =XX)"+(1-X)(X)' =1-X et, pour tout k € [[2, n]],
aX5 =X XN+ 1 - XX = Xk(k-DX*2+ (1 - X)kX* = kX% + K2 xFL

Rq : On remarque que cette formule est encore valable pour k = 1, donc on a,

Vke[1,nl, a(X*) = -kXF+k2X*1 er a) =o0.

On adonc
0 1 0 0
0 -1 22
Matq,x,..,xm (a) = Mat,.., Xn)(a(l),...,a(X”))z 0
: —-(n-1 n?
0 e e O —-n

7) Comme Mat(, x,  xn (a) est triangulaire supérieure, son spectre se lit sur la diagonale. On a donc

.....

8) Comme «a est un endomorphisme de R, [X] ayant n + 1 valeurs propres, toutes ces valeurs propres sont simples.
—k est donc valeur propre simple de «, donc‘ dimE_g(a) = dim(ker(a + kidg,,[x))) = 1.

9) * Soit (Qg) une base de ker(a + kidg, (x7) avec Qx # 0.
Notons a le coefficient dominant de Qi (non nul car Qi # 0).

1
Alors Py = —Qy est un polynéme ayant un coefficient dominant égal a 1.
a
1
De plus, Py = EQk e vect(Qy) = ker(a + kidg,[x), donc

(a+ kidg,,(x))(Pr) =0 © a(Pr) + kPr =0 © a(Py) = —kPk.
Il existe donc bien un polynéme Py € R, [X], de coefficient dominant égal a 1, vérifiant a(Py) = —kPx.
* Supposons qu'il existe un autre polyndme Ry € R, [X], de coefficient dominant égal a 1, vérifiant a(Py) = —kPy.
1
Alors Ry € ker(a + kidg, [ x]) = vect(Qy) = vect (—Qk) =vect(Py), donc il existe A € R tel que Ry = APy.
a

De plus, les deux polyndmes Py et Ry ont le méme coefficient dominant (1), donc A = 1, et, par suite, Ry = Py.
On a donc bien I'unicité.

e | Il existe donc bien un unique polyndéme Py € R,[X], de coefficient dominant égal a 1, vérifiant a(Py) = —kPk.

10) Soit d le degré de Py, avec d € [[0, n]] car Py est non nul et Py € R, [X].

d .

1l existe donc (ay, ..., aq) € R+ tels que Py = Z a; X' (etag=1).
i=0

Alorsona:

d .
a(Pp) =) a;a(X') (parlinéarité de a)
i=0
d . .
=0+ Z a; (—iX’ + i2X’71) (d’apres la question 6))
i=1
d

d
Z—i(lin + Z aiiZXl_l.
i=1 i=0



Comme on a par ailleurs a(Py) = —kPy (car Py € ker(a + kidg,[x])), on obtient, en identifiant les coefficients dominants :

—dayg=-ka; © -d=-kod=k,

ag=1

donc| Py est de degré k. ‘

11) * Onaa(l) =0=-0(1) etle coefficient dominant de 1 est 1, donc, par unicité de Py, on a

e OnaaX)=-X+1,donca(X—-1)=a(X)—a(l)=-X+1+0=—(X-1), et le coefficient dominant de X — 1 est 1, donc, par
unicité de P;, on a

e Le coefficient dominant de X2 —4X +2 est 1 et

a(X?—4X+2) = a(X?) —4a(X)+2a(1) = —2X? +4X —4(-X+1)+0=-2X?+8X —4=—2(X*—4X +2),

donc, par unicité de P, on a‘ Py=X?%-4X+2.

12) Soit (B Q) € R, [X]?.

e Par linéarité de I'intégrale convergente,

+0o

+00 +oo
(oc(P)lQ):f (tP”(t)+(1—t)P'(t))Q(t)e_tdt:f (tP”(t)+P’(t))Q(t)e_t—f tP'(H)Q()e ds,
0 0 0

ol toutes ces intégrales convergent d’apres la question 1).

e Posons u/(¢) = tP"(t) + P' (), u(®) = tP' (), v() = Qe ,, V() = Q' (He T - Q(t)e .
u et v sont de classe € sur R,.
u(t)v(t) = tP'(HQ(t)e! e 0 par croissances comparées.

Enfin, toutes les intégrales convergent (toujours d’apres la question 1)).
On peut donc intégrer par parties eton a:

+00 +oo
f (tP"(t)+ P (0)Q(t)e 'dr = [tP’(t)Q(t)e‘f]g""—f tP'(1)(Q' (e " — Qe Hdr
0 0

+0o

+00
=0-0- f tP'(HQ (e tdt + f tP'(HQ(t)e 'dtr (parlinéarité de I'intégrale),
0 0

donc

+

+00 oo
(a(P)|Q) =[ (tP”(t)+P’(t))Q(t)e*f—f tP'(DQ()e 'dr
0 0

+00
= —f tP'(HQ'(He 'dt.
0

Conclusion :| (@(P)|Q) = — 0+°° tP'(HQ'(netdt.

13) Par symétrie des roles de P et Q, on a aussi

+oo

+00
@(QIP) = - f tQ'(OP' (He~'dt = - f P (0Q (e tdr,
0 0

donc, par symétrie du produit scalaire,

+00
(a(P)|Q):—fO tP'(HQ' (e 'dt = (@(Q)IP) = (Pla(Q)).

Conclusion: [ (@(P) | Q)= (P | a(Q)). |

14) e Pour tout (i, j) € [[0, nll?,
(a(Py)|Pj) = (=iP;|Pj) = —i(P;|Pj)
et (a(Py)|P)) = (Pjla(P;)) = (P;| - jP;) = —j(P;|P}),

donc, d’apres la question 13), —i(P;|P;) = — j(P;|P}), donc (i — j)(P;|P;) =0, donc, si i # j, ona (P;|P;) = 0.
La famille (Py,..., Py) est donc orthogonale.



15)

16)

17)

* De plus, elle est composée de vecteurs non nuls (car le coefficient dominant de ces polynémes vaut 1), donc cette famille est
libre.
Comme elle est libre et composée de n+1 polyndmes de R, [X], espace vectoriel de dimension n+1, c’est une base de R, [ X].

La famille (Py, ..., P;) est donc bien une base orthogonale de R, [X].

Remarquons déja que, pour tout k € [[0, n]], f0+°° tke~tdr = (11 X%) = k! d’apres la question 4).

Siun n-uplet (A4,..., A,) vérifie (), alors pour tout k € [[0, n]], en posant P(X) = X¥ € R,,[X], on doit avoir

+00 n n
f the7ldr=Y A;xF, e k=) Aixk
0 i=1

i=1

Le n-uplet (14,...,1,) € R" vérifie donc bien :

1 1 cee 1 M 0!
X1 X2 tee Xn Ag 1!
x? ot x4, ) (=1
Réciproquement, si n-uplet (11,...,1,) € R” vérifie
1 1 cee 1 M 0!
X1 X2 tee Xn ﬂ,g 1!
x{’ L T AV (n—1)!

n +00
alors pour tout k € [[0, n]], 1a ligne k de ce systéme donne Z )L,-xl{‘ =kl= f tFe~tdt.
i=1 0

n
D’ot, pour tout polynéme P = Z arXx*,

k=0
n n
Z/l P(x;) :Z Z)L akx
i=1 i=1k=0
n n k
=) ap ) Aix;
k=0 =1
n +00
= Z ay f tfe tdt
k=0 0
+00 n
- f Y ax t*e'dr (par linéarité de I'intégrale)
0 k=0
+00
=f P(t)e™!
On a donc bien (*).
Conclusion : cqfd.
X1 X2 e Xn
La matrice . . . est une matrice de Van der Monde, donc inversible car les x; sont deux a deux distincts.
n-1 n-1 n-1
x] x2 X
1 1 - 1\ [ 0!
X1 X2 Xn A2 1!
Le systeme . . . = . est donc de Cramer, donc il admet un unique n-uplet solution. D’ol1
x? 1 xg Lo xﬁ_l An (n—=1)!
I'unicité de (14,...,1,) vérifiant (x).

* Soit P = P2, Alors deg(P) = 2deg(P,,) = 2n, donc P € Ry, [X].
* Deplus, t— P(t)e"! = P2(t)e”! est continue, positive et non nulle sur R} (car P, non nul, n’'a pas une infinité de racines),

+00
donc, par stricte positivité de I'intégrale,, f P(t)e”'dt>0.
0



n n
e Enfin, comme x; est racine de P, pour tout i € [[1, n]], x; est aussi racine de P = Pfl, donc Z AiP(x;) = Z 0=0,doncona
i=1 i=1

+00 n
bien f P(te 'dr#0=> A;P(x;).
0 i=1




