Lycée St Joseph Lundi 18 décembre 2023
Classe de PC

Epreuve de Mathématiques 5

Correction

Exercice 1 (EDHEC, ECE 2016)

1)

2)

3)

)

8 —4 4
A2 —4A =8 —4 8| —44=4I;
4 —4 8

Par conséquent | Le polynéme P = X2 — 4X — 4 vérifie P(A) =0

D’apres 1), A> — 4A = —41I3 donc, en divisant par 4,

1 1
(_ZA + I3)A = A(_ZA + I3) =13

1
Conclusion : | A est inversible d’inverse _EA + I3

Division euclidienne : il existe @ € R[X] et R € R[X] tels que
X"=PQ+R avec deg R < deg P (1)
Soit @ € R[X] et R € R[X] qui conviennent. Comme deg R < 1,
R=aX+b
Comme P = (X —2)%, X\ = 2 est racine double de P. Ainsi
P(2)=0 et P(2)=0

Si on dérive Dégalité (1), il vient nX""! = P'Q + PQ’ + R', puis en évaluant (1) et cette nouvelle
équation en X = 2,

2" = P(2)Q(2) + R(2) = R(2) = 2a + b
n2" ' = P'(2)Q(2) + P)Q'(2) + R'(2) = R'(2) = a

En résolvant ce systéme, il vient a = n2" % et b = (1 — n)2", donc

R=n2""1X + (1 —n)2"

Cette méthode est trés générale : lorsque vous avez P tel que P(A) = 0, vous cherchez ses racines Ay, . .., Ak En
effectuant la division euclidienne X" = PQ + R puis en évaluant en X = \; (quitte a dériver en cas de racines

multiples) on trouve le bon nombre d’équations pour déterminer les coefficients de R.

En évaluant (1) en X = A, il vient, comme P(A) =0,

A" = P(A)Q(A) + R(A) = 0+ R(A) = n2" "A+ (1 — n)2" I,

On vérifie que cette formule est vraie en n = 0. Vérification : toujours penser a tester (aw browillon) pour
n=0etn=1.

La aussi, la méthode est généralisable. Attention, les seules racines de P sont des réels ou des complezes.
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5) Dapres 2), AL = —2724 4 I3 = (-1)27'71A + (1 — (=1))27 3. Donc la formule précédente reste
valable pour n = —1.
On montre par récurrence sur n que A" = (—n)2 " 1A + (1 +n)27"I3 (A faire).

Conclusion : |Vn € Z, A" =n2" A + (1 —n)2 13

Exercice 2 (E3A PC 2023)

1) Posons P = X% —3X +2 = (X — 1)(X — 2). P est un polynéme annulateur de u, scindé & racines
simple. D’apres le théoréme de diagonalisation,

‘ u est diagonalisable

2) Si A € Sp (u), alors P(u) = 0 entraine P(\) = 0.
Ainsi, les valeurs propres possibles de 'endomorphisme u sont

‘azl et 622‘

3) a)v—-w=u—aidg—(u—pFidg) =—idg+2idg =id g.
Montrons que E = Im (v) + Im (w) par double inclusion :

Montrons que E C Im (v) + Im (w).
Soit x € E. D’apres le calcul ci-dessus,

r=idg(z) =v(zr) —w(z) € Im v+ Im w

Ainsi, E C Im v+ Im w

Montrons que Im (v) + Im (w) C E.
Im v et Im w sont inclus dans E, donc Im (v) + Im (w) C E.

Ainsi,

’E:Im(v)—l-lm(w)‘

b)

vow=(u—idg)(u—2id )
=u? - 3u+2idg
=0 Par hypothese

Comme v et w sont des polyndémes en u, ils commutent. Ainsi,

‘Uow:wovzo‘

¢) Prouver que Im (w) C Ker (v) et que Im (v) C Ker (w).

d) On peut le faire de deuzr facon : soit avec le théoréme de diagonalisation, mais pour faire les choses
proprement, il faut distinguer les différents spectres possibles : {1,2}, {1}, {2}.
Puis on utilise le fait que u diagonalisable entraine

E= P Ex
AESP (u)

Et que E, = Ker v, EFg = Ker w.
Ou bien, on utilise les questions qui précédent :

D’apres la question ¢, Im (w) C Ker (v) et Im (v) C Ker (w). Done, d’apres a, il vient
E =1Im (v) +Im (w) C Ker (w) + Ker (v)

Comme Ker (w) + Ker (v) C E (sous-espaces vectoriels de F), par double inclusion on obtient

‘E = Ker (v) @ Ker (w) ‘
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4) La aussi, on pourrait utiliser les théorémes de diagonalisation, en faisant toujours attention au fait que vous ne
connaissez pas encore le spectre.
En suivant le sujet, on utilise la somme directe précédente.
Soit %1 une base de E1 = Ker v et %5 une base de Ey = Ker w.
Comme E = Ker (v) @ Ker (w), = %1 U B> est une base de E.
Si e; est un vecteur de %, v(e;) = u(e;) — e; = 0. Donc u(e;) = e;.

De méme, si e; est un vecteur de %o, u(e;) = 2e;. Ainsi,

dim F4 dim FEy

Mat (u, B) = . 1

‘ Une base & compatible avec la somme directe F = FEs & Fo diagonalise u

1
5) a)U’=|0 , donc U? — 3U = —21I5. Ainsi,

-3

[
- O O

u satisfait a la relation (1) ‘

b) Comme V =U — I3 et W =U — 213,

0 1 0 -1 1 0
V=0 10 et W=]10 00
-1 11 -1 1 0
c) e Base #; de Ker (v)
x T =z
X=|y|eKer(v) < VX =0 = y=0
z
T z 1
y=0 | <= X=|y|=(0|=2]0
— y=0 z z 1
—r+y+z=0 1
< X & Vect |0
1
Conclusion :
1
Ker (v) = Vect [0
1
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e Base % de Ker (w)

x — {a::y
X=|y| eKer(w) < WX =0
» T Y 1 0
— X=|y|l=|yl=yl|1]+2]0
—r+y=0 z z 0 1
—x+y=0 1 0
< XeVect([1],]0])
0 1
Conclusion :

Ainsi,

d) Posons

Par construction de 8 = %, N %y, U = PDP .
Exercice 3 (PT 2023 A)

1) Etude d’une matrice semblable & une matrice unipotente.

a) Déterminons le polynéme caractéristique de A :

xa(z) = det(zlz — A) r—3 2 —4
=] 0 r+1 =2 A
2 2 z-5 Ls «— Ls— I, Cr+—C1+Cy
z+1 2 —4 :(93—1)(—1)3+3><1><x_3 2
=| 0 r+1 =2 -2 z+1
—x+1 0 rz—1
(o 1Y(_1)3+3 r—1 2
Ch+—C1+0C5 —(l‘ 1)( 1) x 1 x r—1 z+1
r+1 2 4 —(z—1)2(z+1) -2
=(x-1)| 0 z+1 -2 3{ }
-1 0 1 = (z-1)

Conclusion :

xa(z) = (x —1)°
Ainsi, A = 1 est la seule valeur propre de A, de multiplicité 3.
b) Si A était diagonalisable, elle serait semblable & I3 : il existe P € GL3(R), telle que

A=PLP '=pPP =1
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Ora;; =-1+#1,donc A # I3 :

‘A n’est pas diagonalisable

c) Déterminons Ey = Ker (I3 — A) :

x
X=|yl|lebk < (I3—AX=0
z
20 +2y—42=0 Ly<+— 1/2L,
— 20—22=0 Lo<«—1/2L,
20+ 2y —4z =0
r+y—2z=0
{ y—z=0
Conclusion :

FE1 = Vect

1

d) Résolution :

—2x —2y+4z =2
—2y+22=2
—2z -2y +4z=2

(A-I3X =

{x+y—2z——1 Ly + Ly — Ly

y—z=-—1

Les solutions de ’équation sont les vecteurs de :

0
—1 | + Vect
0

1
1
1

r ==z
{
y==z
X z
— X=|y|=
z z
1
<~ X € Vect |1
1
xr ==z
<>
{y-—l—i—z
X y4
— X=|y|=|-1+=
z z
0 1
=|-1|+=z]1
0 1
0 1
<~ X e |-1]|+ Vect
0 1

Les solutions de u(x) = y sont de la forme Xy + Ker (u) (cf. cours sur les systémes linéaires), donc on

retrouve Ej.

1 0
e) D’apres la question ¢, e; = [ 1| convient. De méme, d’apres d, es = [ —1
1 0

Cf lexercice de TD sur la trigonalisation :

convient.

n’importe quel vecteur ez, tel que (e1,es,e3) soit une base,

donnera une matrice de f triangulaire, donc avec les valeurs propres sur la diagonale. Par contre, pour

avoir f(es) = ("2 + es, il faut résoudre le systéme (A — I3

)X = —2e5. Ou avoir de la chance :

trouve un, on en a trouvé un!

ST on en
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1 1 0 1
Al-1|l=[1|=(2]+|-1
0 0 0 0
1
Donc e3 = | —1 | convient : f(e3) = —2es + e3. Ainsi,
0
1 0 1
(61,62,63):( 1 s —1 s —1 )
1 0 0
f) Posons
1 0 1
P=1]11 -1 -1
1 0 0
Par construction, A = PBP~!.
2) Etude de V.
a) Méthode 1 :
o NCM3(R).
e Aveca=b=c=0,0¢e N donc N # 0.
e Soit A € R, (a,b,c) € R3, (d/,V,) € R3 et
0 a b 0 d b
N=1]0 0 ¢ et M=|0 0 ¢
0 0 0 0 0 O
0 Xa+d Xo+V
Alors \N + M = | 0 0 de+cd | eENavecA=da+d, B=Xb+V et C=MI+C.
0 0 0

Donc AN + M € N.

Conclusion :

N est un sous-espace vectoriel de M3(R) ‘

0 1 0 0 0 1 000
Soient E12 =10 0 O s E13 =10 0 0] et E23 =10 0 1

0 00 0 0 0 000
Par construction de N, N = aF1o + bE13 + cFEs3, donc

N = Vect (E12, E13, Ea3)

Donc N est un sous-espace vectoriel, et la démonstration précédente est inutile. Mais il faut connaitre les
2 méthodes.
La famille By = (E12, E13, F23) une partie de la base canonique de M3(R) donc une famille
libre. Ainsi,

‘,%’N est une base de NV, et dim N = Card By = 3‘
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b) Méthode 1 : soient N, M dans N, on montre que MN € N avec A =0, B=0bc" et C =0 (bien expliciter
A, B et C et donc que MN a la forme d’une matrice de N'). Méthode 2 :
Comme, pour tout (4,7, k,¢) € [[1,3]]4,

Si i 75 k, EijEkg =0eN et E9FEy3 = FEi3 € N

Donc, par distributivité, si N = aFE12 + bEi3 + cFEa3 et N' = a/E19 + b’ E13 + ¢ E»3 sont dans N,
alors NN’ € V. Ainsi,

‘ N est stable par produit

0 0 ac
c) N> =[0 0 0 | puis
00 O

3) Etude de U.
a) Comme 0 ¢ U,

‘ L’ensemble U n’est pas un sous-espace vectoriel de M3(R) ‘

b) Soit U1,Us € U, et N1, Noy € N telles que
Ui=1+N; et Us =1+ Ny

Alors, en développant
U,Uy =1+ N1+ Na+ NiNy

Or N est stable par combinaison linéaire (2a) et par produit (2b), donc N = N1+ No+ NNy € N,
et UyUs =1+ N e U.

‘ U est stable par produit ‘

c) Soit U € U. La matrice U est triangulaire, donc son déterminant est le produit de ses termes

diagonaux :
detU=1+#0
Ainsi, U € GL3(R) :
U C GL3(R)
0 2 0 0 0 —4
4) a) Comme B=I+N,avec N=[0 0 —2|,et N>=[0 0 0 |,
0 0 O 0 0 O
1 20 —2a(a—1)
-1
VaeR B@—1tan+ "Dy [ —2a
2 0 O 1

b) Soit a € R, et N € N telle que U = I + N. Comme N est stable par produit, N* € N, puis N/

ala—1
est stable par combinaison linéaire, donc N’ = aN + gN 2 ¢ N. Ainsi,

VaeR, U®ecy

c) Montrer que pour tout (a,3) € R?, on a

U@®) = ylth) o (Um))(ﬁ):U(am
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5)

En déduire que U = U™, c’est-a-dire que pour tout n € N*, UM =Ux...xU
—_——
n fois

Retrouver que U ) = yr pour n > 2 en utilisant la formule du binéme de Newton. Qu’en est-il
pourn=0etn=17

Montrer que v =yt

En utilisant les résultats de la question 4 , expliciter une matrice C' € M3(R) telle que Cc? = B.
Cette matrice est-elle unique ?

En déduire comment déterminer une matrice D € M(R) telle que D? = A (on ne calculera pas
explicitement la matrice D ).

FIN DE L’EPREUVE



