Lycée St Joseph
Classe de PC

Lundi 29 novembre 2021

Epreuve de Mathématiques 5

Correction

Exercice 1 (ECE - HEC)
L’application f est donc f: X — MX.

1) Ker f :

x x
yleKerf <— M|y]|=0
z z
y/m+z/m* =0
= mzx +z/m =20

m2m+my:0

compliqué : s’en débarrasser autant que possible.

Donc |Ker f = {0}

<~

my+z=20
m?r 4 2=0
m2$+my:0

my+z=0
miz+2z=0
—2z=0

— x=y=2=0

Les fractions, c’est

L3<—L3—L1—L2

Im f : Ainsi, f est injective. Or f est un endomorphisme en dimension finie, donc f est bijective, et

en particulier surjectif : |Im f = R?

Comme f est bijectif,

‘la matrice M est inversible

2 1/m 1/m?
2) M’=|m 2 1/m | =2+ M.
m? m 2

Ainsi, M? — M = 21, puis on fait apparaitre N telle que MN = NM =1 :

M(%(M -1) = (%(M ~D)M =1

1
2

(M —1)

Donc, par définition de l'inverse Mt de M, | M~' = =
1 1 1 1/m 1/m?
3) a) [Mat(p)=-(M+I)==-|m 1 1/m
3 3 2
m m 1

Apres calculs, (Mat (p))? = Mat (p) donc p* = p : ‘ p est un projecteur‘

On peut bien entendu utiliser la relation M?* = 2I + M pour en déduire (Mat (p))

2
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Ker p :
x x
X=|yleKerp<Mat(p)|y| =0
z z
m2:c—|—my+z:0
= mPfr+my+z2=0
m2z +my+2=0
x x 1 0 1
— X=|y|= Yy =z| 0 +y| 1 | €Vect(| 0 |,
z —m x —my —m? —-m —m?
1 0
Donc |[Kerp=Vect (| 0 |,| 1 |)
—m? -m

b)

d)

Im p : D’apres le théoréme du rang, rg p = dimIm p = dimR? — dimKer p =3 — 2 = 1.

Rappel : l'image est engendrée par les vecteurs colonnes.

1 1/m 1/m? 1
Im Mat (p) = Vect m|,| 1 |,|1/m = Vect m
m? m 1 m?

Ce qui est cohérent avec le résultat trouvé par le théoréme du rang.

(Aprés avoir calculé la dimension de Im p, il suffisait de prendre un vecteur colonne non nul de Mat (p)
pour avoir une base de Im p.)

-2 1/m 1/m?
De méme, on trouve | Mat (q) = 3™ —2  1/m | |puis, (Mat (¢))* = Mat (¢) donc ¢> = ¢ :
2
m m -2

‘q est un projecteur‘

On peut remarquer que p 4+ ¢ = id donc ¢ = id —p : ¢ est le projecteur sur Ker p parallelement
a Im p.

Par un calcul matriciel, ‘p oq= O‘ et ‘q op=10 ‘

Pour n = 0, par définition, |p® = ¢° =id g

Pour n > 1, par récurrence (p"™! = p"op =pop=p), et de méme .

Ici, on a une sorte de systéme linéaire (2 X 2) a inverser. On pouvait aussi partir de id g = p + q de la
définition de p ou q.
{p = 1/3(f +1id) = 3f =6p—3q
= —1/3(f —2id
N f+ %d = 3p
f—2id = -3¢

Comme pg = gqp (= 0), on peut appliquer la formule du binéme :

VneN  f"=(2p—q)" = Xn: <n> 2k (—1)"Fphgnh

k=0 k

Or, dés que k£ # 0 et n — k # 0, un produit pg nul apparait donc Zk(—l)”_kpkq"_k = 0.
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Ainsi il reste :

f0 =id et \\m eN* fr=2"p+ (—1)”q\

e) En exprimant p et ¢ en fonction de f et id, la formule précédente nous donne

on gn o (—1)n 2(—1)n . 2n—(—1)"  2n42(—1)"
f p+ (=)= o f+ i g [ ot 3 i
2" — (—=1)" 2"+ 2(—1)"
Matriciellement, cette égalité s’écrit | M™ = é)M + +3()I
2"+ 2(—1)" 2" — (=)™
Donc a, = +3<) et b, = #
) N 1 : ( 1 -1
f) Dapres 2), f = 5(f —id) =gp—q—(p+9) =50 -20)=2"p—q

Donc par des calculs identiques a ceux de la question d), en remplagant 2 par 1/2, on montre que
la formule précédente reste valable si n € Z.
Dans le chapitre « Réduction », on verra que f aurait eu une matrice diagonale dans une base bien choisie,

donc pour n € Z calculer f™ revient a mettre a la puissance n les coefficients de la diagonale.
Exercice 2 (ECT - ESCP)
1) I et J appartiennent a &, s(I) =1 et s(J) = 3.
(Contrairement a ce que j’ai fait, vous devez détailler, au moins le calcul pour la premiére matrice.)

2) K € & équivaut aux 5 équations suivantes :

1+a4+b=-2+54+3=a—-6+5=1-24+a=a+5—-6=b+3+5

Donc6=a—1puisa=7et 1+a+b=6 entraine b = —2.

De plus, ces valeurs vérifient toutes les égalités.

a="7 et b:—2‘

3) a) Soit M, M' € & et A € R. Montrons que AM + M’ € &.

a1 + @y + dag +ab + Xaz +as = Nay +ag +a3) + a) + a + df
= (b1 + by + b3) + by + by + b3
= by + b} + Abg + by + \bg + b

Donc les deux premieres lignes de AM + M’ ont la méme somme.
Les autres lignes et les colonnes se traitent de facon analogue. Donc AM + M’ € &.
De plus 0 € & donc & # (.

En conclusion, ‘é” est un sous-espace vectoriel de .Z3(R). ‘

b) Soit M, M" € & et X\ € R.

SAM + M) = a1+ a} + Xag + a5 + Aas + aj (par exemple)
= Xai +az + a3) +a| +ah + aj
= As(M)+s(M')

De plus s(M) € R. Par conséquent ‘s est une application linéaire de & dans R. ‘

4) a) [C]: Soit A€ &.

a+as+a3 ay+az+az ai+as+as
AJ = by +by+0b3 by +by+0bs by +by+ b3 :S(A)J
c1+co+c3 cp+cat+c3 cp+cog+cs
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a1 +bi+c1 ax+by+ca az+bs+cs
JA=lay+bi+c1 as+by+co az+bs+cs :S(A)J
a1 +bi+c1 ax+by+ca az+bs+cs

Donc AJ = JA = s(A)J. Ainsi,
& C{Aec #R) | AJ=JA}

: Réciproquement, soit A € {A € #3(R) | AJ=JA} : AJ = JA.
Alors, en regardant les premiéres colonnes de AJ et JA, il vient

ap+by+cr=a1+ax+a3=0b+by+bz3=ci+ca+c3
Les autres colonnes donnent, de méme, les égalités voulues. Donc A € & :

{Aec #5(R) | AJ=JAYC &

Finalement,

(& ={Ac.MR) | A =JA}|

b) Lors des calculs de la question précédente, on a montré que A € & =— AJ = s(A)J, donc
& C{Ae M#R) | AJ =s(A)J}
3
5) Méthode 1 : Soit A = (ai]’) et B= (bl]) Alors AB = (CU) ou Cij = Z aikbkj.

k=1

Il faut montrer que les (Z cig) et (Z ng) _sont tous égaux. Pour tout i € {1,...,3}.

=1 " =1 7
3 3 3 3 3
D= ainbu="> aik(zbke) =Y ai(s(B)) = s(A)s(B)
=1 (=1 k=1 k=1 =1 k=1

Le calcul est identique sur les lignes. Ainsi, les sommes des colonnes et des lignes de AB sont égales

et valent s(A)s(B) :
et [s(AB) = s(4)s(B)]

(Comme vous le voyez, avec des notations du type (a;;) — au lieu des aq, by, etc... de Uénoncé — la rédaction

peut étre beaucoup plus efficace et concise. Le principe du « de méme » reste le méme.)
Méthode 2 : En utilisant 4a), ABJ = A(BJ) = A(JB) = (AJ)B = JAB donc AB € &.
Et 4)b) : ABJ = s(AB)J et ABJ = A(BJ) = s(B)AJ = s(A)s(B)J, donc s(AB) = s(A)s(B). Plus
élégant.
6) a)
Ae& = AJ=JA
= J=A"1JA
— JA =471

— (a7 c s

b) Par définition de A™!, AA™! =T
De plus, d’apres la question 5, s(A4)s(A™!) = s(AA™1) = s(I) = 1. Par conséquent,
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7) a) 7 = Ker(s), et s est une application linéaire (question 3b), donc % est un sous-espace vectoriel
de ./13 (R)
De plus, d’apres 5, pour tout (A, B) € #2, s(AB) = s(A)s(B) = 0. Ainsi,

‘ﬂ est un sous-espace vectoriel de .#5(R) stable par produit ‘

b) J € & d’apres 1), et & est un sous-espace vectoriel d’apres 3a, donc
Aprés calculs (ou d’apres 4)b)...), J* = s(J).J = 3.J. Donc, en utilisant 4)b),

BC = B(A - B)
1 1
= i)S(A)J(A — £1))S(A)J)
= gs(A)(JA — gs(A)J2)
_ és(A)(s(A)J —S(A)) =0

De plus, A et J commutent (4)a)) donc |[CB = BC =0,

1
c) D’apres 4), AJ = s(A)J = JA donc, en multipliant par gs(A), AB = s(A)B = BA.
Ainsi, pour tout n € N, A"B = (s(A))" B (par récurrence).
Comme s(B) = s5(A), BJ = s(A) = JB puis de méme B"™ = (s(A))"B.
Montrons par récurrence que la propriété :

Ho: (A—B)"=A"—B"

est vraie pour tout n > 1.
e H; : est tautologique.

o M, = Hyu41 : Supposons H,, vraie (n > 1).

(A-B)""1 = (A" -B")(A-B)=A""' - B"A - A"B + B"!
= A" _5(A)"'BA - 5(A)"B +s(A)"B
An+l _ S(A)nB — An+1 _ Bn+1

Donc H, 41 est vraie.

e Conclusion : ‘Vn >1 (A-B)"=A" — B"‘

d) Comme & est un espace vectoriel et que Bet A€ &, C € &.
1
De plus s(B) = gS(A)S(J) = s(A), par conséquent s(C) = s(A — B) = s(A) — s(B) = 0. Ainsi,

e) On vient de montrer que, pour tout A € & A= B+ C avec B € Vect(J) CE et C € .F C&
(d)). Cest-a-dire & = Vect (J) + F
(La question a se poser est : a-t-on des informations sur la dimension ¢ A priori, non, donc il faut y aller
a la main...)
Montrons que Vect (J) N.% = {0} : Soit A € Vect (J) N.Z.
Donc A = MJ et s(A) = s(AJ) =3A=0. Donc A =0, et A =0.
Ainsi, Vect (J) N.% = {0}.
En résumé, Vect (J) N.# = {0} et & = Vect (J) +.% donc

‘éa:Vect(J)EBﬂ‘
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8) a) Fg = ZNS3(R) et Fy = .% N A3(R) sont des sous-espaces vectoriels comme intersection de
sous-espaces vectoriels.

Si A € .Z, la somme de ses colonnes et de ses lignes est nulles, donc il en est de méme pour ‘A :
"Ae 7.
Notons ¢ : .# — .Z l'application transposition restreinte a .% : o(A) = "A.

Alors ¢ est une symétrie de 'espace vectoriel .%, qui vérifie donc

|7 =Ker (0 —id ) ® Ker (0 +id #) = Fs ® F4|

Car Ker (0 —id #) = Fg et Ker (o0 +id #) = Fa.

b) e Soit A = (a;j) € Fs, avec a;; = aj;. De plus s(A) = 0 donc a1 = —ai2 — ais,
a2 = —a12 — asg3 et ass3 = —ai3 — aoy. AiIlSi,
—ai12 — 413 a2 a3
A = a2 —a12 — a23 a23
a3 a23 —a13 — a23
-1 1 0 -1 0 1 0 O 0
= ap2| 1 -1 O|l4+a3| 0 0 0 |4axs]|0 -1 1
0 0 O 1 0 -1 0O 1 -1

Donc dim Fs = 3 (au passage, on a trouvé une base de Fl)
° De méme,

0 aiz  —ai2
A = |—a2 O a2
a2 —aiz 0
0 1 -1
= aig -1 0 1
1 -1 0

Donc dim Fy = 1.

o dimVect(J)zl.
Or .F# = Fs®F4 d’apres a) donc’dim9:3+1 = 4|, puis & = Vect (J)®.# donc|dimé =1+4 =5

Exercice 3 (PT 2015 A)

Partie 1
-7
1) a) Matriciellement, f(e;) correspond au vecteur colonne 3 de la matrice, donc dans la base
—4
canonique
| fler) = (=7,9,7,-4)]
-7 —-30
. . 2 S 9 —-90 o
De méme, matriciellement f“(e;) = f(f(e1)) s’écrit A - 1= 0l et il vient
—4 40

F2(e1) = (=30, —90, —70, 40)
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-30 -7 —100
-90 9 0

b) Comme o —-10 2 |t 0o |’
40 —4 0

100e; + 10f(e1) + f2(e1) =0

Conclusion : | La famille (e1, f(e1), f2(e1)) est liée

—16 160
) -3 ) ~70

2) De méme f(e2) a pour vecteur colonne g e f4(e2), W0 | donc
-7 70

100eg 4+ 10f(e2) + f2(e2) = 0

Ainsi, | La famille (e, f(e2), f2(e2)) est liée

2

On peut résoudre le systéme E Aif'(e2) = 0 et on trouve des \; qui conviennent, ou en lisant les derniéres

i=0
questions conjecturer que 100,10 et 1 vont convenir.

3) Soit (A1,..., M) € RE

1 -7 0 —16
0 9 1 -3
e + )\Qf(el) + Ageq + )\4f(62) =0 = M\ 0 + Ao 7 + A3 0 + M 4 =0
0 —4 0 -7
A1 =Ty —16MA4 =0
N oy —4M =0
9 +X3 -3\ =0
—4 ) T =0
A1 =Ty —16A4 =0
T —4Xs =0
9
— +A3 (—3 + - ><44))\4 =0
(-7 2) =0
N—_——
£0
A1 =0
N A =0
A3 =0
A =0

Donc (e1, f(e1), e2, f(e2)) est libre.
De plus Card ((e1, f(e1), ez, f(e2))) = 4 = dimR?* donc

(e1, f(e1), ez, f(e2)) est une base de R*

4) Montrons que la relation f2(z)+10f(z) 4100z = 0 est vérifiée pour les vecteurs de la base précédente :
D’apres un calcul effectué au 1),

f?(e1) +10f(e1) + 100e; = 0
Donc, en appliquant f, linéaire, il vient

F(f*(ex) +10f(er) +100er) = f2(f(er)) +10f(f(er)) +100f (e1) = f(0) =0
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Donc la relation est vérifiée par e; et f(ep).
D’apres le calcul effectué au 2), il en est de méme pour es et f(e2).
Soit z € R, comme (e, f(e1), e2, f(e2)) est une base de R* on peut écrire

xr =x1e1 + xaf(e1) + x3ea + x4 f(e2)

D’otl, par linéarité de f et f2, f%(x) + 10f(x) + 100z = 0.
Conclusion : ‘ Pour tout z € R, f2(z) + 10f(z) + 100z = 0‘

5)
f(el) = Oxe+1x f(€1)+0><€2+0>< f(eg)
fAer) = —100e; —10f(e1)
fle2) = f(e2)
fAea) = —100ey — 10f(es)
Donc la matrice de f dans la base £ est
0 —100 O 0
1 -10 O 0
0 0 0 —-100
0 0 1 -10
Partie 2

1) Soit y € E; = Vect ({z,, | n € N}).
Le vecteur y est une combinaison linéaire (la somme est donc finie) de (xy,)nen :

N
Y= Z nTn avec (an) € RN+
n=0
N N
Ainsi, f(y) = Z anf(l‘n) = Z AnTnt1 € By
n=0 n=0

Conclusion : ‘y € E, entraine f(y) € E, ‘
2) Montrons que f(E,) C E, :

z€ f(Ey) = Jy € E,/ z= f(y) Or f(y) € E, d’apres 1
— z €k,

Ainsi, f(E,) C E,, c’est-a-dire

‘Ex est stable par f‘

3) Soit F un sous-espace vectoriel de R? contenant et stable par f.
Par récurrence, I est stable par f™ pour tout n € N.
Donc z € F entraine, pour tout n € N, z,, = f"(z) € F.
Comme F est un sous-espace vectoriel, F' est stable par combinaison linéaire, donc

E,=Vect({z, | neN})CF

Conclusion :

4) a) Comme (xy,)o<n<a est une famille de d+ 1 vecteurs de R?, de dimension d, elle est nécessairement
liée.
De plus g = = # 0, donc (xp) est libre.
Donc I'ensemble A = {p € N|(zo, ..., z,—1)est libre} est non vide et majoré (par d), il admet un
plus grand élément p.
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b) Par définition de p, (zo,...,zp) est liée : soit (ap,...,qp) € RPH tels que
P
Zaixizo et (g, ...,0p) #(0,...,0)
i=0
Montrons par I'absurde que «y, # 0 : Supposons o, = 0. L’égalité ci-dessus s’écrit

p—1
Z ;T — 0
=0

Or (xg,...,zp—1) libre, donc (ayg, ..., ap—1) =0 : ainsi tous les o; sont nuls, ce qui est absurde.

P
s
Donc o, # 0. En posant a; = ——, I'égalité Z a;x; = 0 s’écrit
Ap i=0

p—1
Ty = Z a;T;
=0

c) Soit y € EI, = Vect ({0, ..., Tp—1}).

p—1
Y= Z anTy avec (ag,...,ap—1) €RP
n=0

Ainsi,

p—1
fly) = Z an f(2n)
n=0

=oor1+ -t ap2Tp1 + ap1Tp
p—1
/
=qpr1+ -+ oy 2Tp1 + apq Z a;r; € B,
i=0

Conclusion : | E, est stable par f

d) e D’apres c), E. est stable par f. De plus, z € E., par construction. Donc d’aprés 2)
E, C E.

On pouvait faire cette inclusion directement, mais on vous demande de déduire le résultat de la question
précédente. D’ailleurs toujours traquer les questions en déduire : souvent ce sont des questions

relativement facile, qui teste votre capacité a lire ’énoncé.

o Comme {x,...,2p—1} C {zn | n € N}, en passant aux espaces vectoriels engendrés :

E. CE,

Conclusion : | E, = E.,

Par construction de p, %), est libre. Par construction de E., B, est génératrice de E., c’est donc
une base de E.,.

Comme E, = E,,
La aussi, ¢’était faisable : juste glaner les informations.
5) Pour tout i <p—1, f(z;) = zi11.
p—1

Pouri=p—1, f(xp_1) =2p = Z a;x; d’apres 3)b).
i=0

By = (x0,...,2p—1) est une base de E,
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Alinsi,
0 0 aq
| .
M=y
0
0 0 1 ap_1

6) Soit (Ag,...,A\p—1) € R? tels que
p—1
dNff=0
=0

Par définition de ]? et de z;, f’(x) = z; pour tout i € [0,p — 1]. Donc en évaluant en x 1'égalité
précédente :

p—1 N p—1
Z )\zfl(l‘) = Z )\il‘i =0
=0 =0

Or %, = (xo,...,Tp—1) est libre par construction, donc (Mg, ..., Ap—1) = (0,...,0).

Conclusion : | La famille (id g, f , fz, o ,fp_l) est une famille libre de Z(E,)

La premiere égalité porte sur des fonctions. Quand vous avez des fonctions, vous pouvez toujours les évaluer en

une valeur bien choisie. Ici il 'y a qu’un élément de R? qui a quelque chose de particulier : ¢’est x, choisi et
fizé depuis le début.

7) a) Soit k < p. D’apres 3)b),

p—1
Tp = Z a;T;
=0

p—1
En appliquant f*, linéaire, il vient f* (xp) = Z a; fk(a:l)
=0
. A~ —~ p_l .
Comme z; = fi(z) = fi(z), I'égalité s’écrit fHHP(z) = Z a; f*+(x) puis
=0
~ p_l o~ -~ ~
FP(@r) =Y aif'(xx) = aowy + ar f () + -+ + ap1 P ()
=0

b) D’apres la question précédente, pour tout k € [0,p — 1],

FP(xr) — ap1 fP (k) — - — a1 f(xg) — apid g, (z1) = 0

p—1

Or %, = (x0,...,xp—1) est une base de E,. L’endomorphisme g = f¥ — Z a; f* de E, étant nul
i=0

sur une base de E,, il est identiquement nul :

fP=apafft = —arf —apidpg, =0

Exercice 4 1) Soit (a,..., o) € RF tels que

k
=1

Soit j € [1,k] et x; € F; — {0} (x; existe car F; non nul).
Par définition des projections (p;);, pour tout i # j, pi(z;) = 0 et p;(x;) = x; donc
k

Y aipi(z)) = a;pj(z;) = aja; =0
i=1

10
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Comme x; #, il vient a; = 0.
Donc Vj € [1,k], a; = 0.

Conclusion : ‘ (p1,-..,pK) est libre‘

2) La famille (p1,...,px) est libre, et génératrice du sous-espace vectoriel Vect (p1, ..., pk), donc c’est une
base de ce sous-espace.
Or cette famille contient k éléments.

Conclusion : ‘Vect (p1,-..,pk) est de dimension k:‘

3) a)=>] Supposons que Vi € [1,k], pio f= fop;.
Soit i € [1,k]. Montrons que f(F;) C F;. (On écrit le début, la fin, et on essaye de faire apparaitre

pio f ou fop;. Avec persévérance : si p; o f ne veut pas apparaitre, on essaye avec f o p;)

re f(Fy) = 3wekr, fly==2
= JyeF, flpi(y) ==z  (caryé€ F; doncpi(y) =y)
= pi(f(y) =2  (car fpi=pif)
= pi(x) ==
= zx€F

Donc Vi € [1,k], f(F;) C F;.

Supposons que Vi € [1, k], f(F;) C F;.
Soit i € [1, k]. Montrons que p; o f = f o p;.
k k
Soit x € E. Comme E = @ F}, on peut écrire v = Z xj avec x; € Fj. Par linéarité de f,
j=1 j=1

k k
flx)=f (Z%) = flz)
j=1 j=1
Comme f(F};) C Fj, f(x;) € F;. Donc
pi(f(2)) = pi(f(xi)) = f(xi)

De plus, pi(z) = z; donc f(pi(z)) = f(zi). Ainsi, pi(f(z)) = f(pi(2)).
Par conséquent p; o f = f o p;.
Finalement : Vi € [1,k], piof = fop;.

Conclusion :

[(Vie[LK]l, piof=fop) < (Vic[Lk],/(F)CF)

b) Soit B = (e1,...,€n1,€n141s---,€ny,---,€n,) Une base de £ adaptée a la décomposition de E
suivant les F;.
D’apres 3)a), f laisse stable tous les F;, donc

n;
Vie[1,k], VYpé€ [ni—1+1,ni, flep) = Z ap je;
Jj=ni—1+1
(Avec ng =0)

En notant A; = (ap,j)n;_1+1<p,j<n:, la matrice de f dans cette base est donc diagonale blocs :

A, 0 -+ 0

Mat (f,2) = | 0
R ()
0 -~ 0 A

11
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4) a) Soit u,v € Aet A € R.
Vg € Vect (p1,-..pk), (Au+v)og = Mug+vg = Agu+gv = go(Au+v) (Par linéarité de g)

Donc Au+v € A. De plus Oog=0=go0, donc A # (.

Conclusion : ‘A est un sous-espace vectoriel de Z(E) donc un R-espace Vectoriel‘

k
b) Soit # une base adaptée a E = @ F;.

i=1
Si f € A, alors f commute avec chacun des p;.
Ainsi, d’apres 3)b), tout f € A a une matrice diagonale blocs dans la base %, avec k blocs de
taille n7. Posons ¢(f) = (A, ..., A) la liste de ces blocs.
Montrons que ¢ : A — My, (R) X -+ x My, (R) est un isomorphisme.
L’application ¢ est un morphisme par construction de la matrice d’'une application linéaire dans
une base.
Injectivité : Soit f € A tel que ¢(f) = 0. Donc f a pour matrice la matrice nulle, donc f = 0.
Ainsi, ¢ est injective.
Surjectivité : Toute matrice diagonale blocs de ce type définit dans la base % un endomorphisme
f qui laisse stable chacun des F;, donc qui commute avec les p;, puis par linéarité avec tout g € A.
Donc tout élément de 4, (R) x - -+ X My, (R) a un antécédent par .

Finalement, ¢ est un isomorphisme.

Conclusion : | dim A = dim (.4, (R) x - -+ X My, (R)) =nt 4 -+ n}

FIN DE L’EPREUVE

12



