Lycée St Joseph Mardi 4 novembre 2025
Classe de PC

Epreuve de Mathématiques 3

Correction

Exercice 1 (Centrale PSI 2025)

“+o0o
Soit f la fonction définie par f(z) = Z e "™ oux €R.
n=0

1) Soit = € R fixé. La série Z(e*"” )" est une série géométrique, qui converge si et seulement si ¢ = e * €

] — 1,1[. Ainsi,
@f :]O, +OO[
Et, pour tout x > 0,
+00 1
@)=Y (e =
n=0

2) Comme quotient de fonctions usuelles %" dont le dénominateur ne s’annule pas, f est €' sur Dy et

roon e
Ve >0, fl(x)= ey
3) Nous avons :
2 3
- __ 9 _ s i 3
e 1—z+ 5 " 30 + o(z?)
2 3 2 2 2
L, T\2 _ 2 £ 3 = g2 - = £ 2
(1—e )—(x 2+6+0(x)) —CL‘(l 2+6+0(x))
Donc
e " 1 " 1—z+2%/2+ o(x?)
(1—e )2 227 (1—2/2+22/6+ o(x?))?
1
Or (17)2 =14 2u+3u®+ 0(u2) (ou en développant le carré au préalable puis DL de l )
—Uu — U
Donc, avec u = x/2 — 2 /6 + o(z?) — 0,
z—0
1 r  x? 9 T2
—1+2[2 -2 3(=
I—2/212%/61 0@ 3~ o) +3(3)

13
:1+x+x2(—§+1)+0(ac2)
2

* 1 x 2 5 2 2
(I—c 2 22 1—z+ —+o(z?) 1—|—CL‘+1 x4+ o(x?)
z? (1 2 (%)

12
1 1'2 2
:ﬂﬁ—m+¢”>
1 1
— = +o(1)

T 12
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Donca=1,b=0et c=—-1/12:

e " 1 1
s - 1
Aoz 2 1210

4) Pour tout n € N, posons f, : Rl — R définie par f,(z) =e "".
La fonction f, est €' sur R’ et pour tout z € RY, f} () = —ne

—nx

e Montrons que Z f converge normalement sur tout segment de R% :

Soit [a, b] C R un segment de R’. Soit n € N fixé.

Par décroissance de |f],

1 falloo = me™™

De plus, par croissance comparée (a > 0), lirf 12| f!||oc = 0. Donc
n—-—+0o0

12l = 0(1/n?)

1 . L .
Or Zﬁ converge (Riemann, o = 2 > 1), donc, par théoreme de comparaison, Z oo
converge. Ainsi,
La série Z f1 converge normalement sur tout segment de RY.
e Théoreme de dérivation terme a terme : Soit I = R

e Pour tout n € N, f,, est €' sur I.

o La série Z fn converge simplement sur I d’apres 1).

e La série E f converge normalement donc uniformément sur tout segment de I d’apres
ci-dessus.

Dong, d’apres le théoreme de dérivation terme a terme des séries de fonctions, f est &' sur I (ce

que l'on savait déja) et
+o0
veel, fl(z)=7) fi(z)
n=0

Ainsi, pour tout z > 0,

1 1
n !
-—+ E ne =—— - E f(x)
n=0 n=0

1
=—=- f'(z) D’apres ci-dessus
x
1 e ” s
=— + a 77671)2 D’apres 2
1
BT +o(1) D’apres 3

Finalement,

1 X
: o -nr | _ _
};13% ( 2 +nE:0ne ) 1/12

Le 23 février 1913 Srinivasa Ramanujan écrivit une lettre au mathématicien Godfrey Hardy dans laquelle il présenta

une théorie selon laquelle la somme infinie 1 + 2+ -+ +n + ... vaut —1/12. S’en est suivi tout un ensemble de
recherches sur ce sujet...
00
Si on cherche a attribuer une valeur finie d la somme divergente (infinie) g n, différentes techniques (une seule est
n=1
présentée ici) font apparaitre « -1/12 », qui ne semble donc pas étre fortuit.
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Exercice 2 (CCINP PC 2021)

Partie I - Existence et unicité de la solution du probléme (P)
I.1 - Existence de la solution

1) Soit x > 0 fixé.

1 1

lor(z)] = CEN T

1
Or Z - converge (Riemann, a = 2 > 1), donc, par théoréme de comparaison, ngk(x) converge

absolument donc converge. Conclusion :

La série de fonctions Z ¢k converge simplement sur |0, +00]
k=0

2) Soit x €]0, 40|,

B +o00 )k +o00 (_1)k
plot 1)+l _kzoxﬂcﬂ)? — (z + k)?
B +o00 ( 1)k—1 B +o0 (71)k—1
_,;(x+k)2 i (x4 k)?
1
T a2

Conclusion :

1
Vz €]0, 400, lxz+1)+pz) = =

3) Soit z > 0 fixé.

1 1
e Pour tout k € N, pp(z) = (_ka avec CEsE > 0. Donc Z ok (x) est une série alternée.
1 1
° <) est une suite décroissante car u — — est décroissante sur Rj_.
(x4 k)? u?
1
e lim —— =0.
k—+o00 (x + /{7)

Donc, d’apres le théoréme spécial des séries alternées, Z vi(x) converge (ce que 'on savait déja), et

k
le reste d’ordre n est majoré par |@,11(x)|. Ce qui s’écrit

1
< —
(z4+n+1)2

+oo
Z or(z)

k=n+1

Vz €]0,+00], Vn €N,

4) Montrons que hr}rl o(x) =0:

e Méthode 1 : une majoration. La majoration précédente, en n = 0, s’écrit :

1 1
Vo >0 - | < 3
Ainsi lim —— =0 joration, lim () — = =0
1mnsi1, comime 11m al IMmajoration 11m xXr) — = U.
’ T—>+00 (aj + 1) P J ’ a:—)—&-oo(p 2

1
Puis lim — =0 entraine lim ¢(z) =0
T—+00 I T—+00
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e Méthode 2 : théoreme de la double limite. Montrons que Z ¢, converge uniformément sur |0, 00| :
D’apres la question 3,

Z SOkHOO\ ) n—>+o<>0

k=n+1

Donc, par majoration, nll)riloo |l — Z Vklloo = 0, et Z(pk converge uniformément sur |0, +o00].

Pour une version plus détaillée de la convergence uniforme, voir la question 7.
Appliquons le théoréme de la double limite :
e La série Z ¢, converge uniformément sur |0, +oo] vers ¢.
e Pour tout £k € N, lim ¢x(x) =0 = 4.
T—+00

Dong, d’apres le théoreme de la double limite, Zﬁk converge et hm pz)=0= Z Uy,

De plus, d’apres 1.2, ¢ vérifie la seconde relation de (P). Conclusion :

La fonction ¢ est une solution de (P) ‘

1.2 - Unicité de la solution

5) Soit > 0 fixé. Montrons par récurrence que la propriété :

n = (—1)"* 1 =
Ho:o fl@)= ()" @+ n+ ”,;)(HW
est vraie pour tout n > 0.

1
e Hp :séerit f(z) = —f(z + 1) + —. Clest vraie par définition de la propriété (P).
— x
o H, = Hpy1 : Supposons H,, vraie.
(—1D)F

fl@)= ()" flz+n+1)+ Z d’apres Hy,

P (x + k)2
n _1\k
= (—1)n+1<_ f(x+n+2) + m) (:i'—|—13{j)2 en appliquant (P) enx+n-+ 1
k=0
n+2 = ( 1)k

kO

Donc Hy 41 est vraie.

e Conclusion : |Vn >0 f(z) = (—=1)""flz +n+1) JFZ:ﬂ
= (x + k)2

6) D’apres (P), lim f(z+mn+1)= lim f(¢)=0. Donc, en passant a la limite quand n — +oo dans
n—+oo t—+o00
Iégalité précédente, il vient f = . Ainsi, f solution de (P) implique f = ¢.

Réciproquement, a la question 4 nous avons montré que ¢ était solution de (P). Conclusion :

‘La fonction ¢ est 'unique solution de (P) ‘
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Partie II - Etude de la solution du probléme (P)

7)

8)

Calcul de norme infinie : Soit n € N* fixé. Notons, pour tout x > 0,

n +oo
Su(x) = wrl®) et Ru(z) =¢(@) = Salz) = Y @)
k=0 k=n+1

D’apres la question 3,

1
Vo > ¢ R,(2)|  ——
7 [Fn ()] (z4+n+1)2
1 Lo " 1 ,
Or x — ————— est décroissante sur 10, +00[, donc sa borne supérieure est ———= (on pouvait
(x+n+1) (n+1)
aussi prendre la borne sup sur [e,+00[) et :
< 1
Yz > 07 |Rn($)| < (n+ 1)2

En passant a la borne supérieure sur [e, +o0], il vient

1

<

Convergence uniforme :
Par majoration, lim ||R,|/cc = 0. Comme R, = ¢ — S, nous venons de montrer
n—-+0o

La série de fonctions Z ¢, converge uniformément sur [, +00]
k>0

Pour montrer la convergence uniforme en majorant R,,, il n’est pas nécessaire de se placer sur [, +o00[ : on peut
se placer sur |0, +oo, et prendre n > 1 : la différence ¢ — S, fait disparaitre le probléeme de @q : x —5 non

x
bornée sur |0, +ool.

On pouvait aussi montrer la convergence normale, en calculant ||k |0 = |¢r(e)| = m et en montrant que

Z llkllso converge (Riemann, ou la convergence simple absolue de la question 1 en x = €). Puis la convergence
normale entraine la convergence absolue.
e Pour tout n € N, ¢, est continue sur ]0, +ool.
e D’apres 7, g ¢k converge uniformément sur tout intervalle de la forme [e, +o0o[ de |0, +o0o[, donc
sur tout segment de |0, +o0].

Donc, d’apres le théoreme de continuité,

’ La fonction ¢ est continue sur |0, +o0[ ‘

Comme ¢ est solution de (P),
1
Ve >0, @(x):?*@(ﬂf+1)

Or, d’apres ci-dessus, ¢ est continue en 1 : lorsque x — 0, ¢(x 4+ 1) = (1) + o(1).
1
Donc ¢(x) = i o(1) +o(1) :

p(z) ~ 22




DST 3

9) Convergence uniforme de Z ¢} Soit € > 0, et n € N fixé.

La fonction ¢, est dérivable sur |0, +ool, et

- 2(_1)k+1
!/
Vo > 0, phln(fﬂ) = m
Par décroissance de |¢],| sur ]0, o0,
1
, —
ngnHOO - (€+n)3

L. 1
Ainsi, [|¢@),[|oo ~ 3

1
Comme Z — converge (Riemann, o = 3 > 1), par théoréme de comparaison, Z ) ||loo converge :
n

La série E ¢}, converge normalement donc uniformément sur [e, +oo|

Dérivée de ¢ :
e Pour tout n € N, ¢, est de classe €' sur |0, +o0].
e La série Z ¢p, converge simplement sur |0, +o0o[ d’apres 1.
e La série Z ¢!, converge uniformément sur tout segment de |0, +oo.

Donc, d’apres le théoreme de dérivation terme & terme des séries de fonctions,

—+o00 2(_1)k+1
¢ est dérivable sur |0, +oo| et Va €]0, +oof, ¢'(z) = Y T
= (x+ k)

10) Le théoréme des séries alternées s’applique a la série Zcp;” comme il s’appliquait a Z(pn lors de
la question 3. Une des conséquences est que le signe du reste est celui du premier terme négligé. En

2
considérant R_1 = ¢’ et ¢’ = ¢, la fonction ¢ est du signe de ¢g(z) = —— <0.
x

Donc ¢’ < 0 sur ]0, 4o0] :

‘ La fonction ¢ est décroissante sur |0, 4o00| ‘

11) Encadrons ¢ :

Va €]1, +o0, olx+1) < px) <plz—1) décroissance de ¢ sur |0, +00]
=Va €]l oo, g+ 1)+ p(x) <20(2) < p(z) + p(e - 1)
1 1
=V €]1,4o0], - < 2p(z) < @1 (P)
Ainsi
1
1 <9
Va E] 7+OO[7 T SO(I) (IL’ — 1)2
Puis
2 a?
Vr €]l,+o00], 1< 2z7p(x) < @17
Par encadrement, lim 2z%p(z) =1 :
T——+00
1
p(x) ~ 222
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Partie IIT - Expression intégrale de la solution du probléme (P)

12) Soit k € N. La fonction f : ¢ — ¢t *~11n(t) est continue donc continue par morceaux sur ]0, 1].
Btudeen 0:Sik>1, 2+ k—1> 2 > 0, donc, par croissance comparée,

lim f(t) = 0

Ainsi, f est prolongeable par continuité en 0, donc intégrable sur |0, 1].
Si k = 0, montrons que f(t) = o(1/t'~*/2) : par croissance comparée, comme x/2 > 0,

1—-z/2 _4x/2
1) = £ Int) > 0

L |
Ainsi, f(t) = o(1/t'7*/?). Or / ey dt converge (Riemann en 0, o =1 —2/2 < 1).
0

1
Donc, par théoréme de comparaison, / f(t) dt converge. Conclusion :
0

‘ Pour tout k € N, la fonction ¢ — t*7*~11In(t) est intégrable sur 0, 1] ‘

Vous avez tout de suite reconnu les intégrales de Bertrand. Pour le

1
In(t) qui interviennent (ici, ———— aveca=—(x+k—1) et f=—1).
() ¢ ( ) ( ) )
Vous pouviez aussi effectuer lintégration par parties de € a 1, puis passer a la limite : vous prouvez en méme
temps la convergence, donc lintégrabilité puisque la fonction est de signe constant (négatif).
ta?+/€ b1
u= ? u =t (2 4k #£0)
Effectuons une intégration par parties : T+ )
v = In(t) v = n

Comme x + k > 0, liII(l) uv = 0 par croissance comparée, et le théoreme d’intégration par parties nous
t—

dit que les deux intégrales sont de méme nature, donc convergente d’apres ci-dessus. Et

/ 1tm+k_11n(t) dt = e ln(t)]l — / L dt
0 r+k o Jo Ttk
1 [+ ]!
Ttk otk
_
(z+ k)2
Conclusion :
/1 t* =L In(t) dt = __
0 (x4 k)2
13) La fonction ¢ — ﬂ_ll_il_nt@) est continue sur |0, 1] et, au voisinage de ¢t = 0, tm_llint(t) ~ t*Hn(t).

Or, d’aprés la question 12, la fonction ¢ +— t“~!In(t) est intégrable sur ]0,1] (cas k = 0).
Donc, par théoreme de comparaison,

t*~1In(t)

La fonction t —
1+t

est intégrable sur |0, 1]

Soit ¢ €]0,1]. La série géométrique Z(—t)k converge et

k
+00
1
S0 =i
P 14+t
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Ainsi, en multipliant par t*~*In(t), il vient
+o0 -1
t* In(t
Z(_l)ktz+k71 ln(t) — : Il( )
k=0 +i
Appliquons le théoreme d’intégration terme a terme.
Pour tout k € N, posons f :]0,1] — R définie par fi,(t) = (=1 ***TIn(t).
1 1 1 1
D’apres la question 12, /0 |fe(t)] dt = m ~ Or Zﬁ converge (Riemann, a = 2 > 1),

1
donc par théoreme de comparaison Z / | fx(t)| dt converge.
0

e Pour tout k € N, fj; est continue donc continue par morceaux sur |0, 1].
t*Ln(t)

° converge simplement vers f : ¢ +—
> g p f Tt

sur |0, 1] d’apres ci-dessus, et f est continue.

1
e La série Z / | fx(t)| dt converge
0

Donc, d’apres le théoréme d’intégration terme a terme, f est intégrable sur |0, 1] et

1 +oo 1
/0 foyae=3 / f(t) dt

Or, d’aprés 12 /1f(t)dt (-1)* t op(z) Jrf (-1)* P Squent
r, d’apres 12, =———.¢ x) = ———. Par conséquent,
P o Tk @tk T k) d

Lgz=1n(t)
=— | ——Zdt
o) /0 1+t

Exercice 3 (CCINP PC 2021)

Partie I - Approximation de la racine carrée d’un réel positif

L1 -
1)

2)

Convergence de la suite (fi)ren

2 _1 T - 2_$
(fr(2))” =2 =7 (f’“‘l( )+ fk1(95)>
_1f x T - z
=1 (fk—l( )+2 +f]§_1( ) 4 )
:1<f2 (x)—2w+2>
1 (k= ]3_1(33)
1 X :
=1 (fk—l(m)_fk_l(x)>
>0

Donc (fi(z))* = 2. Comme z > 0 et f > 0, il vient

Vk € N, fe(z) =V

1
Siz =0, pour tout k € N, fr11(0) = ka(()) : la suite est géométrique et décroissante.

Et six # 07 Que faire ? C’est la question 2. Pas d’idées... la question 1 semblait sortie de nulle part : essayons
de l'utiliser.
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Si x>0, d’apres 1, fiy(x) > v/ > 0. En passant a I'inverse,

1 < i
fele) = Va
— fkg(vzn) <V < fi(x) toujours d’apres 1
= fin@) = 5 (A0 + 775 < 3Ul@) + @) = ila)

Ainsi,

‘ La suite (fx(z))ken+ est décroissante ‘

3) Soit x € Ry fixé. La suite (fx(z)) est décroissante (d’aprés 2) minorée par /z (d’apres 1), donc,
d’apres le théoreme de la limite monotone, elle converge. Notons f(x) = khrf fr(x) sa limite.
—+00

Si > 0, la minoration f(z) > v/x nous donne f(z) > 0. En passant & la limite dans la relation de
récurrence, il vient

D'ott f(z)? = z, puis f(z) = /.
Si z = 0, La suite géométrique (f;(0)) de raison 2 converge vers 0 = /0.
Finalement,

L) keN converge simplement vers f : Ry — R définie par f(x) = +/x pour tout x € R
+ +

1.2 - Majoration de ’erreur

4) Soit k € N.
fr(x) =V VT 1 ( z . R .
A A = fu(x) — vV —Vr+ développer plutot que factoriser
2 fu@y) ~ 2 fi@) )
1 T
= —\/.E + = (fk x) + )
5 (/) Jr(x)
= frr(z) =V
1l est rare d’obtenir une relation de récurrence (lien entre fi et fri1, plus généralement entre la valeur au rang

k et celle au rang k + 1) par récurrence. Cette relation, par contre, servira pour faire des récurrence dans peu
de temps

2

VKEN,  fip(e) - va= E VT (1— VI )

5) Montrons par récurrence que la propriété :

14z
Hy |fk($)*\/5| <2T
est vraie pour tout k > 1.
1
e H; : Comme fy=1, fi(z) = 5(1 + %), donc +H; est vraie.
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o Hj = Hjy1 : Supposons Hy, vraie. Comme fi(z) > vz (et fr > 0), VT

R e
1+zx vz
e (1 B fk(ﬂ?))
1+
h QTJ car 1 —

Donc Hpyy1 est vraie.

1
e Conclusion : |Vk > 1 \fk(x)—\/gﬂg%

FIN DE L’EPREUVE

d’apres 4

Hy,

VT
fe@) S



