Lycée St Joseph Mardi 5 novembre 2024
Classe de PC

Epreuve de Mathématiques 3

Correction

Exercice 1 (CCINP MP 2024)

AT . , . g \ —x\/1n . —z/t
Nommez les objets : « soit fr(x) =e V"™ », ou « soit g(t) =e "V

».
Pour la comparaison série/intégrale, gardez « g » le plus longtemps possible : ¢’est plus léger, et ¢’est toujours la méme
rédaction. L’expression de g ne sert a rien.

1) Convergence simple : Soit = € R. Posons f,(z) = e *V",
e Siz=0, fr,(0) =1et Z fn(0) diverge grossiérement.

e Siz <0, lim fy(z)=4o00et an(x) diverge, aussi, grossiérement.
n—-+00

e Si x > 0, par croissance comparée,

1 1
Donc fp(z) = o(ﬁ). Or Z 3 converge (Riemann, a =2 > 1).

Donc, par théoreme de comparaison des séries positives, E fn(z) converge.

Conclusion : Z fn converge simplement sur R et diverge ailleurs.

Iy =Ry

2) Convergence normale : Soit @ > 0. Montrons que Z fn converge normalement sur [a, +o00].

Soit n € N. La fonction f,, est décroissante sur [a, +oo| (exponentielle est croissante), donc
falloo = fala) = e™®V"

De plus, d’aprés Z fn(a) converge.

Donc Z || frlloo converge.
Conclusion

Z fn converge normalement sur [a, +00[

Théoreme de continuité : Soit 1 = R,

e Pour tout n € N, f,, est continue sur I.
e D’apres ci-dessus, Z fn converge normalement donc uniformément sur tout segment de I vers f.

Dong, d’apres le théoreme de continuité des séries de fonctions,

‘ f est continue sur %y

3) Théoréme de la double limite :
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)

5)

o D’aprés Z fn converge normalement donc uniformément vers f sur [1, +o0[
e Pour tout n € N*, lim fp(z) =0=1/,, et lim fo(z)=1=14p.
r—+00 T—+00

D’apres le théoreme de la double limite, an converge, f admet une limite en +oo et

A S =x£f£m2fn karfmfn Zf

Ainsi,

lim f(x)=1

T—+00

Effectuons une comparaison série / intégrale. Soit x > 0 fixé. Posons, sur R,

g:t|—>e_xﬁ

Comme composée de ¢ — v/t croissante sur Ry et de u — e~ décroissante sur R, la fonction g est
décroissante sur Ry.

Soit n € N.
vVt € [n,n+ 1], n<t<n+1
= Vten,n+1], g(n+1) <g(t) < g(n) Décroissance de g
n+1 n+1 n+1
== / g(n+1)dt < / g(t)dt < / g(n)dt Croissance de l'intégrale
= g(n+1) < / g(t) dt < g(n)
n

Soit N € N. En sommant entre n =0 et n = N, il vient

N+1 N

N N+1
Do)=Y g < [ gwde< Y g
n=0 n=1 0

De plus, pour tout n € N, g(n) =e A = fn(z). Donc Zg converge vers f(x).
La fonction g étant continue, positive, decrmssante, par théoréeme de comparaison série/intégrale,

+oo

/ g(t) dt converge. Toujours étudier ’existence avant d’écrire une limite, ou une intégrale généralisée.
0

On peut aussi étudier directement la convergence de l'intégrale, c’est quasiment instantané.

Ainsi, en prenant la limite lorsque N — +o0, il vient
+oo
f@)-1< / g(t) dt < f(2)

L’inégalité de gauche s’écrit aussi f(z) <1+ / t) dt Ainsi,

+o0 +o0
Vo € Dy, / eVt < flz) <1 —i—/ eVt dt
0 0

Effectuons le changement de variable u = v/t : t — /t est €', strictement croissante et bijective de
10, +o0] dans |0, +ool.

+o0
Comme t = u?, dt = 2u du. D’aprés le théoréme de changement de variable, / eV At et
0

—+00
/ e~ *2u du sont de méme nature, convergentes d’apres la question précédente. De plus,
0

+o0 “+o0
/ eVt qt = 2/ ue " du
0 0

1. Tout intervalle dont 400 est le bord convient. Vous pouvez prendre [2024, +00] si vous voulez.



DST 3

Effectuons une intégration par parties. Posons

V=1 v =1
1 Tu / —Tu
w=——ce w =e
T
+oo
Par croissance comparée, lir}rl vw = 0. D’apres le théoreme d’intégration par parties, / ue " du
U—+00 0
1 [+
et —— / e~ " du sont donc de méme nature — convergentes. De plus,
T Jo
+o00 U +oo 1 400
/ ue " du = [—e_w + —/ e " du
0 z 0 xJo
1 1 ]
=04+ —|——e "
i xr 0
=
Ainsi,

/ +OO Vg = 2
0 2

On vérifie : on calculait intégrale d’une fonction positive, a-t-on obtenu quelque chose de positif ¢ Une erreur
de signe est vite arrivée, et facilement rectifiable.

L’encadrement de la question précédente s’écrit alors

2 2

ﬁgf("r)gl‘Fp
2 2

Donc, comme x2>0,1<f(x)><%<%+1.

1.2

2
Or lim — + 1 =1, donc, par encadrement, lim f(z) x — =1, et
z—0 T z—0 2

Exercice 2 (d’apres ESSEC 2016)
Partie 1 (Etude de la fonction )

2x
n2 — 2

1) Comme z € 2, z ¢ Z, et pour tout n € N, n? — 22 # 0 : u, () existeﬂ

up(z) =

2
Lorsque n — 400, |up(x)| ~ —g (pour x #0).
n

1 - ,

Or Z — est une série convergente (Riemann, a = 2 > 1).
n

Donc, par théoreme de comparaison, Zun(:v) est absolument convergente donc convergente.

Si xz =0, la série est de terme général nul, donc converge.

Conclusion : ‘La série de terme général u,(x) est convergente. ‘

On vient d’étudier la convergence simple de E U, -

2) Imparité et periodicité de .

2. Souvenez-vous : une barre de fraction = réflexe : le dénominateur peut-il s’annuler ?
3. Méme réflexe, mais avec des ~
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a) Soit z € 2. Comme x ¢ Z, —x ¢ Z non plus (par ’absurde : Z est stable par passage a 'opposé).

p(~x) =——Z — =———Z = —¢(z)

b) C’est une décomposition en éléments simples, mais comme on nous la donne, autant utiliser le résultat.

11 nt4z—(n—z) 2z
n—x n+x (m—-z)(nt+z) n2-zx

Ve e 9

2 = UTL(‘T)

c) Pour x € ¥ et N € N*, d’aprés la question précédente,

1 X 1 1 1 X1 N
QDN(QJ):E_Z< B )ZE_Zn—x+;n+w

1 1
d) Le point délicat : la série E nta’ tout comme la série E ——, diverge. Donc on ne peut pas couper
n+x n—ax

n>1 n>1
en deux sommes infinies, et faire deux changements d’indices. Pour ne prendre aucun risque, il faut revenir
a des sommes finies, et passer a la limite a la fin.
Plus généralement, il est souvent sage, lorsqu’on manipule des sommes infinies, de commencer par mani-

puler la somme jusqu’a N, puis prendre la limite : dissocier les deux opérations, somme et limite. Questions

1[2q (ici) et 2[4d

Comme z + 1 € Z entraine x € Z, par contraposition, x € 2 entraine z + 1 € 2.

Soit x € 9,
1 Yoo al
1) = —
(T +1) z+1 ;n—l—m ;Tl+l‘+1
N-1 oy 1 N+1 oy o ‘
= — Z + + (Avec des pointillés tout est clair)
— n—x 1+2 — n+x
n=0 2
N-1 N+1
1 1 1
- LYy
-r ‘n—x ‘= ntx
(2) + 1 n 1
= x
N N—-z N+zx
1
I _ I _ I _ $ 1a limi
Comme L 0, L e 0 et phm on(z) = p(x), en passant a la limite

dans 1’égalité obtenue :

Vee 2 plz+1)=p(x)

Donc ¢ est périodique de période 1.
3) Continuité de ¢.

a) Soit n > 2. La fonction z — — est définie sur R — {—n,n}, donc en particulier sur [0, 1].
— n

— 2
2(n? — x?) + 422 n? 4 x?
/
Vz € [07 1]7 un(x) = (1’L2 _ 1‘2)2 = 2(n2 _ 1‘2)2 >0
x 0 1
uy, () +
2
v / -l
0
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b) Par parité, pour n > 2,

[tnlloo = sup |un(z)| = sup |un(z)|
z€[—1,1] xz€[0,1]

D’apres le tableau de variations de la question précédente, pour n > 2

2
-1

[unlloo = un(l) = n2

2
Ainsi [luplloo ~ —5, qui est le terme général d'une série convergente (Riemann, o =2 > 1).
n

Donc, par équivalence, Z ||tn||co converge.
n>2

Conclusion : | La série E uy, converge normalement sur [—1, 1]
n=2

c) La série E uy, converge normalement sur [—1, 1], donc converge simplement sur cet intervalle :
n=2

+o0
sa somme g(x) = Z up(z) est définie pour tout x € [—1,1].
n=2

Montrons la continuité de g sur I = [—1,1] :

e La série E uy converge normalement sur I d’apres [3b, donc converge uniformément sur cet
n=>2
intervalle.

e Pour tout n > 2, u, est continue sur I.

Ainsi, d’apres le théoreme de continuité des séries de fonctions, sa somme ¢ est continue sur I.
En résumé :

’ La fonction g est définie et continue sur [—1, 1] ‘

d) Soit z €]0, 1], par définition de ¢ et de g,

(2) 1 = 2 1 2z ()
x)=— — —_— == —g(x
1.4 x n:1n2—x2 r 1—zx2 g

On vient donc de transformer notre somme infinie de fonctions, v, en une somme finie : tout devient plus

simple.
e) D’apres ¢ est une somme finie de fonctions définies et continues sur |0, 1[, donc ¢ est continue
sur ]0, 1[. De plus, d’apres @ est 1-périodique, donc

‘ La fonction ¢ est continue sur &

4) Etude de ¢ au voisinage de 0 et de 1.

a) D’apres (3¢, g, définie sur [—1, 1], est continue en 0, donc

+o0o 2
x 0
lim g(x) = ¢g(0) = — =0
lim o) = g(0) = Y 5
n=2
Attention, la premiére égalilé est exactement la continuité de g, qui n’est pas automatique — ici elle a

été obtenue par la convergence uniforme. On se place sur [—1,1] pour avoir la limite en 0, et non pas

uniquement la limite en 0T .

1 2
D’apres |3d| pour tout x €]0, 1] ¢(x) — — = — . ° 5 — g(z). Cette formule reste vraie sur | — 1,0,
T —x

ainsi
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1
b) D’apres o(z) — _= o(1). Donc
1

p(r) = —+o(1)
T
Ceci s’appelle un développement asymptotique — c’est une généralisation des développements limités, que
vous pratiquez déja lorsqu’on fait « un DL en — ». Ici, nous obtenons d’ailleurs un résultat plus fort que
T

2
o o - 1 1
léquivalent : I'équivalent nous dit juste o(x) = — + o( —).

x x

(@) ~ -

T

c) Etude ailleurs qu’en 0 (ou +00) ? poser x = a + h.

1
Posons = 1 4 h. Par 1-périodicité de ¢ et d’apres o(l+h)=p(h)~ W donc
(@)= plo— 1)~ —
xTr) = xr — ~
P ¥ r—1

Partie 2 (Etude de Popérateur T')
. T r+1
1) Siz€(0,1], 5 € [0,1] et

€ [0,1] aussi : T est bien défini.

e Montrons que 1" est linéaire :

Je rappelle la méthode : 2 temps. D’abord écrire avec les notations du cours :
Pour tout \ € R, tout (x,y) € E?, f(Ax +vy) = M (x) + f(y).
Puis identifier E, x, y, et traduire dans les notations de l’énoncé.

Soit AeR, fetge F.

$—|—1)

) ($—{—1)

vz e (0,1, TO\f+g)(x) = (Af+g)(§)+(Af+ 9)

x
= M(5) +o(3) +20 (55
= AI(f)(z) + T(g)(x)
Donc T(Af +g) = AXT(f) + T(g) : T est linéaire.
e Montrons que T : K — E : Soit f € F.
Lafonctioanf(2)+f($+1

continues sur [0, 1].
Donc T(f) € E.

) = T'(f)(z) est continue sur [0, 1] comme composée de fonctions

Conclusion : ‘T est un endomorphisme de F ‘

2) Etude du noyau de ’endomorphisme (2id g —T).

a) Par définition du noyau,

feEE, = (QidE—T)(f) =0
= 2f-T(f)=0
= T(f)=2f

Et réciproquement, T'(f) = 2f = f € Es. En conclusion,

2 2

f € Ey, < Yxel0,1], f<x>+f($+1> =2f(x)
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b) En considérant f = 1, la fonction constante égale a 1,

() 21(332)os-seans

c) Soit f € E, fixé.

La fonction f est continue sur le segment [0, 1], donc elle est bornée et atteint ses bornes :

Ainsi, d’apres2a), f =1 € Es et

Il existe zg € [0,1] et x1 € [0,1] tels que f(xg) =m = m[ionl] f(z)et f(x1) =M = m[%)i] f(x)
xze|0, zel0,

d) Supposons f (3;20> #m.

1
Comme m est le minimum de f, f (?) > m. De méme, f <x02—|— > > m. Ainsi,
1
f<l“20) +f<$02+ > >m+m=2m

De plus, f € E5 :

£(2)+ (%) =2f(a0) = 2m

Ce qui est absurde, donc

e) Montrons par récurrence que la propriété :

M, - f(xo)—m

est vraie pour tout n > 0.

e H : est vraie par définition de xg.

~ x , . ~ ,
o H, = Hpy1 : Supposons H,, vraie. En posant g = 2—2, H,, s'écrit f(Zo) = m, et le résultat
de la question [2d] appliqué a Zg s’écrit

Zo zo
Or —

5 = il Donc H, 41 est vraie.

e Conclusion : |Vn > 0 f <§2> =m

n—-+oo n—-+o0o n

f) La fonction f est continue en 0, et lim x—g =0, donc lim f <x0> = f(0).
N . Zo p N
Or, d’aprés la suite ( f (2n>> est constante égale & m. Donc
n

f(0) =m

g) On peut appliquer le résultat trouvé (fn(}, la fonction —f de minimum —M , on trouve alors —f(0) = —M,
donc f(0) = M. Ou bien on peut refaire le raisonnement.

Montrons par récurrence que la propriété :

est vraie pour tout n > 0.
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e M : est vraie par définition de xy.

o H, = Hnpy1 : Supposons H,, vraie et H, 1 fausse. Comme f € Fo,
2"+ 1
f( i >+f<xl/+) > M+ M=2M

2n+1 2
T
= 2f| =) =2M
f<2">

Ce qui est absurde. Donc H,,41 est vraie.

on
Par continuité de f en 0, de méme qu’en f(0) = M. Conclusion :

e Conclusion : |Vn > 0 f <x1> =M

m=M

h) Savoir détecter les questions faciles : tout le monde sait faire cette question.

Par définition du maximum M et du minimum m de f sur [0, 1],
Vz € [0,1] m< f(z) <M

Donc si m = M, f(x) = m pour tout x, et

‘ La fonction f est constante. ‘

i) Montrons ’égalité par double inclusion.

D’apres

f € By = f est constante

Donc Ey C {f € E | f constante }.

On a en fait déja montré cette inclusion en 2b, car 1 € FEy et Ey sous-espace vectoriel entraine
Vect (1) C Es.

f = m constante — Vz € [0,1], f(;)+f(x;1>:2m:2f(x)

= fe€ kb, (2&)

Donc {f € E | f constante } C Es.

Conclusion :

‘EQZ{fGE | fconstante}‘

3) Etude de la fonction cot.

a) La fonction cot est définie dés que le dénominateur ne s’annule pas, c’est-a-dire pour 7x ¢ 7Z,
ce qui signifie z € 2.
De plus, la fonction cot est alors continue comme quotient d’une fonction continue par une autre
fonction continue, qui ne s’annule jamais.
La fonction cot est le quotient d’une fonction paire par une fonction impaire, elle est donc impaire.
cos(mx + ) — cos(mx)

De plus, Vo € &, cot(x +1) =7 = cot(z).

sin(rx +7)  —sin(mx)

La fonction cot est définie et continue sur 2, elle est impaire et périodique de période 1
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b) Un DL! Autre question faisable perdue dans cette partie. Surtout : prendre son temps, ne pas sauter d’étape.

Les développements limités de sin et cos nous donnent

2 3
cos(mz) =1— (W;) +o(x?) et sin(mz)=mz — (7?') + o(x?)
D’ou
1— w2, 2 + 2
cot(x) =m 233: o)
mr — T ad 4 o(x?)
Lo- T 4 o) ! (pour fai it )
=—(1——z"+o(z our faire apparaitre
x 2 1-— %21:2 + o(2?) P pp 1+u
= l(1 - ﬁxQ + 0(562)) (1 + 229:2 + 0(952))
T 2 6
1 2 2
== <1 - %xQ + %x2 + 0(w2)>
1 72

1l faut savoir faire un DL. Ce n’est pas négociable.

c) Posons x = 1 + h. Comme d’apres [3a] cot est 1-périodique,

ﬁ
3

h+ o(h)

Sl

cot(l 4+ h) = cot(h) =

d) Soit z € 2. Si g =k € Z, alors = 2k € 27 est un entier (pair), ce qui est absurde.

z+1
De méme, si =k € Z, alors x = 2k — 1 € —1 + 27 est un entier, ce qui est absurde.

1
Conclusion : g € 9 et % €9

. o x r+1 . C e
e) Soit © € 2. D’apres ci-dessus, 5 € P et — € 9, donc la formule a montrer est bien définie.

2 ~ U sin (% + cos (%F)
1 cos (Z£) — sin (22)
D’ou t (= t < > _ 2 5
co < > + co Wsin (%m) + cos(%)
cos? (Z£) — sin? (Z£) ‘
- Sin (27%) cos (%)2 (FOI"IDUIGS de trigo :
2 cos(mz) . .
=Ty savoir qu’elles existent)
sin(mx)
= 2 cot(x)

1
Ve € 9, cot (;) + cot (ac—2i— ) = 2cot(x)

4) Calcul de ¢.
a) Soit x € 2 fixé. D’apres 12D} on a
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Comme z/2 et (x4 1)/2 € 2, il vient

Dans cette question, les pointillés vous sauvent, puis il faut savoir le rédiger avec des E .

n=1
N
1 1 1 i ]
=2 —Z( — ) On reconnait ! — ! : bien!
r = 2n—x 2n+cx p—x p+uw
N
z+1 2 2 2
w( 2 >_x+1_nz::1<2nxl_2n+x+l>
9 N 9 N 9 , ,
= —(Z—Z) Décalons : on veut ! - — l.
x+1 —@2n-1) -z ‘Z(@2n+1)+a p—r p+a
2 = 2 i\’: 2
x4l —@n+l)—z Z@2n+1)+z
2 = 2 2 L2 2
S r+1 = @2n+l)—z (2n+1)+z 2N+14z z+1
L Nz‘:l 1 B 1 N 2
B — 2n+1)—2 (2n+1)+z) 2N+1+uz
n=0
D’ou
x 41 1 1 1 ! 1 1 2
il =92 = — — —
S0]\7(2>—HPN< 2 ) <x ;(271—95 2n+x) 72(2714—1—37 2n+1+w)+2N+1+x>
1 2 1 2
=9 _Z( _ )+
T Ag\p - p+x 2N+1+z
N
TN T ON T 1

Toujours les mémes idées :
o utiliser des sommes finies, pour la sécurité des calculs;
e ¢écrire les sommes avec des pointillés — bien clairement, en prenant la place qu’il faut sur la feuille de
brouillon — pour comprendre ce qui se passe.

Ainsi, en passant a la limite lorsque N — +o0,

w(ﬁ) +w<x;1> = 2¢(z)

b) La fonction h = ¢ — cot est continue sur |0, 1] comme différence de fonctions continues sur |0, 1[.
De plus, d’apres 1[4a] et 2[3D] au voisinage de z = 0,

1 1
o(x) = —+o(1) et cot(z) = — + o(1)
x x
Donc h(xz) = o(1) : c’est-a-dire lin% h(z) = 0. Donc h se prolonge par continuité en 0 par
T—
h(0) =0
De méme en z = 1, les développements asymptotiques sont

1 1
e(1+h)= 7 +o(1) et cot(l+h) = 7 +o(1)
Donc h est prolongeable par continuité en z = 1 par h(1) = 0.

+

Comme la limite obtenue en 0 est une vraie limite en 0 et non en 07, on pouvait aussi utiliser la 1-

périodicité pour en déduire la limite en 1, sans refaire les calculs.

Conclusion : | La fonction h = ¢ — cot se prolonge par continuité sur [0, 1] ‘

10
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c) Pour tout z €]0, 1, d’apreés respectivement 2[4a] et 2[3¢]

") (g) +¢ (w ;— 1) =2p(x) et cot (;) + cot (x;l) = 2 cot(x)

Done Vz €]0,1[, h (”23) +h (x ;r 1) = 2h(z).

Par continuité de h en 0 et en 1, cet égalité reste vraie pour x =0 et z = 1.

Par conséquent, h, qui est continue sur [0, 1], appartient & Fs :

La continuité de h sur le segment [0,1] — et le fait qu’elle vérifie I'équation sur [0,1] — est centrale. En
effet, cot vérifie aussi l’équation, mais seulement sur |0, 1] : ¢’est ce qui lui permet de ne pas étre constante,
contrairement aux fonctions de Fo. Donc, non seulement le fait d’étre sur un segment est au coeur de la
preuve de la question 2[2d, mais, en plus, en supprimant cette hypothése, une fonction qui vérifie l’équation

de Fo n’est plus forcément constante.

d) D’apres la question E» est I'ensemble des fonctions constantes. Donc h, qui appartient a Eo
d’apres est une fonction constante. Or d’apres le calcul effectué au h(0) = 0. Donc h = 0.

C’est-a-dire Vz €]0, 1[, ¢(x) = cot(z).
De plus, d’apres 12d] et 2[3a] ce sont des fonctions 1-périodique. Donc par translation de 1 sur
la variable x, I’égalité est vraie sur Z. Ainsi,

5) Application.
. 1 72
a) D’apres 2f3b| cot(x) = — — 3% + o(x). Donc
x

1—zcot(x) 1—(1— %2162 +o(2?) 72

= = — 1
227 227 g "ol
. l—zcot(x) =2
Done Iy~ = 7§

Un calcul de limite d’une fonction composée de fonctions usuelles : on peut généralement en venir a bout
avec un DL.
1 11
b) Notons fn(l') = m pour tout n = letxel= —57 5 .
La fonction f,, est définie et continue sur I. De plus elle a pour tableau de variations

x |-1/2 0 1/2

2z
(n? — 22)?

fu(@) - 0 T Veel f(z)=
fn(1/2) fn(1/2)

fn \1/2/

1 1 1
Donc || fullee = fn(i) = 1 Or [[folleo ~ 3 terme général d'une série convergente

1/

(Riemann, a = 2 > 1). Ainsi, par comparaison, Z | fnllco converge.

Donc la série E fn converge normalement, donc uniformément, sur 1.
n=1
Comme les f,, sont continues, c’est aussi le cas de la fonction somme :

11
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11
La fonction S est définie et continue sur [—2, 2}

c) La fonction S est en particulier continue en 0 : lirrb S(z) = 5(0). Ce qui s’écrit :
z—

+oo +0o0
> =
im = —
20 n?—ax? = n?

d) En remplagant ¢ par son expression, on a

1 — xp(x) 1 X ow
D’apres [Ad], cot = ¢. Donc [5a] s’écrit

. L l—azp(x) 7
mS@) =l —r— =%

+oo
1
S . _ 1 .
Ord apres ill}%) S(z) = E 3 Par conséquent,

n=1

Partie 3 (Développement eulérien de la fonction sinus)
2
T

1) Les conditions imposées au couple (n, x) entrainent — < 1, donc
n

2
xr
1-—>0
n2

Ainsi, vy, est bien définie sur I = [0,1] (I = [0,1] si n = 1). De plus elle est dérivable comme composée
de fonctions dérivables et

Ve el vl (1) = —

Prendre son temps, In(u) = T/I avec u = ... donc u' = ....
2) Soit z € [0, 1]. Appliquons le théoréme d’intégration terme & terme sur [0, z].
e D’apres 1 la série Zun converge uniformément vers g sur I = [0, 1] donc sur [0, z].
e De plus, pour tout n € N, les u,, sont continues sur [0, z].

D’apres le théoreme d’intégration terme a terme,

T +oo
Ve € [0,1], / g(t)dt:Z/o un(t) dt

0

Or v}, = —u, donc / up(t) dt = [—v,(t)]g = —vn(z) car v,(0) = 0. Ainsi
0

+o0

Ve € [0,1], /Oxg(t) dt = -3 vy (x)

n=2
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DST 3

1 2
3) a) D’aprés 1 pour tout z €]0, 1], p(x) — — = —1 i 5 — g(z).
T -z
2
La fonction = — —17332 — g(x) est continue sur [0,z] (car x < 1), et d’apres la question
-z

T too
|- - a0 dt = Y @)

n=1
. N - 2t 1
En considérant 'intégrale précédente sur |0, x], on peut remplacer 1opg g(t) par p(t) — - :
I'intégrale existe (fonction prolongeable par continuité en 0) et
T 1 +o0
| e =5 dt =Y vnla) = B)
0 n=1
b) D’apres la question [4] de la partie 2,
Vre (2) = cot() = 7 223T%)
x x) = r)=m
’ 4 sin(mx)
i cos(mz) : : .
Pour z €]0, 1[, une primitive de 7 est In |sin(mz)| = In(sin(7x)) (on reconnait la forme

sin(7x)

1
u'/u, avec u > 0). De plus, une primitive de x — — sur |0, 1] est In. Ainsi, pour z €]0, 1|
T

/Oac o(t) — % dt = In(sin(rz)) —Inx + K = In (Sm(m) K

T

Avec la constante K telle que le membre de droite soit nul lui aussi lorsque z — 0.

Or en 0, sin(z) ~ 1, donc par continuité de In en T,
lim In (sm(w:p)) = In(n)
z—0 x
Par conséquent K = — In 7. Finalement,
vz €]0, 1], / ot —fdt (sm( )>
72
4) a) Soit x € [0, 1[. Pour tout n > 1 — — | > 0, par conséquent
n?

N xQ
In(Py(x) ln<7rxH<1—>> :ln(wx)—FZln(l—M)
n=1

2 .

x sin(ma

La série E In {1— — | converge et elle a pour somme $(z) = In (()> d’apres le résultat
n>1 n? T

de la question BB} Donc, en passant a la limite dans 1’égalité précédente,

i In (Py(@)) = In(re) + A(z) = In(sin(re))

Par continuité de la fonction exponentielle, on en déduit que

La suite (Py(z))n>1 est convergente de limite P(z) = mze®®) = sin(7z)

13



DST 3

2 2

x x
b) Pour n > |z|, on a — < 1, donc I'expression In (1 - 2) est bien définie.
n? n

x? x?
De plus, & z non nul fixé, In {1 — — ~ .
n n—+oo0 1N
Or la série Z —5 converge (Riemann, aw = 2 > 1) , ainsi, d’apres le théoreme d’équivalence des
n=>1

2
séries a termes positifs, la série E In (1 — 2) converge.
n

n>|xz|
22
Autrement dit, lim Z In (1 — ) existe dans R.

N— n?2
too N=n>|z|

2
x
Par continuité de la fonction exponentielle, on en déduit que lim exp ( E In (1 — >)
N—+o0 n
N>n>|z|
existe dans R, c’est-a-dire que

2
x
lim H (1 — 2) existe et appartient a R
N—+4o00 n

N>n>|xz|

2 2
Or, pour N > |z|, Py(z) = 7x H (1 - > H <1 — 552>7 donc on en déduit que
n

n2
1<n<|z| N>n>|z|

= constante/N

La suite (Py(z)) converge

N>1

c) Soit N e N* et z €] — N,NJ[, on a

2

AT p—
:1:):779:1:[1( 3 ) Or n? — 22 = (n — z)(n + )

N N N
:ﬂxU(n—x)H(n+x 1:[

Dong, en remarquant que x # N donc N — x # 0,

1
n?

N N
1
Pn(xz+1) Hn—x—l H(n—l—ar—i—l)Hﬁ
n=1 n=1 n=1
N—1 N1 N o
m(x+1) H — ) H p+ ) H— (k=n—1,p=n+1)
k=0 p=2 i
. N N N o
( xH —a:) (z+ )N +1+2) [[(p+2) Hﬁ (but : Py(z))
k=1 p=2 n=1
(N+1+z) & N AR
= N ﬂxgn :U};[l(n—i-:v)nllTLQ
(N+1+2x)
= P,
N-—z n (@)
Conclusion :
N+1+z
P 1 P,
wr1)= "1 o)
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d)

f)

Soit z € R. Par définition, on a P(x) = lim Py(z) et P(x +1) = lim Py(z + 1). Puis,
N—r+o00 N—r+o00
N+1+x

lim ————— = —1, donc en passant a la limite si N — 400 dans ’égalité de la question
N—+o0 N —=x

précédente (on a le droit, car si N — +o00, on peut supposer N > |z|), on obtient

|P(z+1)=—P(a)]

Donc, pour tout = € R, en appliquant la relation de la question précédente a x + 1 au lieu de =z,
on a P(x +2)=—P(x+1). Et la relation de la question précédente s’applique encore et donne

Pz +2) = =(— P(x)) = P(z)

C’est vrai pour tout z € R, donc

‘P est 2-périodique sur R‘

Soit N € N*, alors pour tout z € R,

X (e Yo a2
Py(—zx) = m(—x) H (1 - ) = —Tx H <1 - nz> = —Pn(x)
n=1

En passant a la limite quand N — 400, on en déduit P(—z) = —P(z) pour tout € R (autrement
dit, P est impaire).

Puis, la question [4a donne P(z) = sin(wz) pour tout x € [0, 1]. Par imparité, on a alors
Vo € [-1,0], P(x)=—P(—x)= —sin(r(—2z)) = —( —sin(rz)) = sin(rx)

(Pavant derniere égalité provenant de I'imparité de sin).
Donc P(z) = sin(mx) pour tout x € [—1,1]. Comme P et x — sin(mz) sont 2-périodiques, on
conclue :

‘P(ZL') = sin(7wz) pour tout z € R‘

FIN DE L’EPREUVE



