Lycée St Joseph
Classe de PC

Epreuve de Mathématiques 2

Correction

Lundi 7 octobre 2024

Exercice 1 (E3A PC 2024)

1) Pour 0 <z <1, comme x >0, 0 < x? < z. Pour 1 < z, il vient z < z2. Ainsi,

1:>:U2<x

0<zx
1 2

NN

r=—zxr<x

2) a) La fonction ¢+ e*™% est "> sur R* comme fonction usuelle. Donc

’f : > sin(t%) est dérivable sur [1,4o00] ‘

De plus, pour ¢t > 1, f/(t) = v/ cosu avec u = t* et ' = at®!. D’ont

f'(t) = at® L cos(t%)

b) La fonction ¢ est dérivable en tant que quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne

s’annule pas. Comme (t) = t 1 f(t),

¢ (t) = —t?sin(t*) + at® 2 cos(t%)

c) Soit t € [1,+o0].

[¢'(1)] = |~ sin(t*) + at° 2 cos(t*)

<72 |sin(tY)| + at® 2 |cos(t)] Inégalité triangulaire, et a > 0.

~

Conclusion,

14 at®

vie Lol [o()] < oy

d) Soit n > 1, et t € [n,n + 1]. La fonction ¢ est €' sur [n,t] C [1, 400, donc l'inégalité des

accroissements finis entre ¢t et n s’écrit

lp(t) = ()] < Il 157 |t =7l

. 1 o

Or, d’apres 2c, |¢'(z)] < e + —3=g Pour z € [n, t].

1
De plus, les fonction z — — et @ — —— sont décroissantes (2—a>1>0,donc

x x

1 1 1 1
Vz € [n,t], ﬁ g ﬁ et x27_a n2_a
D’ou
, 1 o
Vo € [nat]a ’SO ($)| < ﬁ + n2—o
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Donc, en passant & la borne sup, I'inégalité étant vraie pour tout = € [n,t],

1 o
lolld < 5+
Conclusion,
1 Q
Vi1 e el — )] < (op 4 )l

3) Soit n > 1. Pour tout ¢ € [n,n+ 1], t —n > 0. Donc I'inégalité précédente s’écrit
1 o 1 o
vie[nn+1], -5+ (t—n) <o) =) < 5+ 55| (E—n)

n2 n?—a n? n2—a

En intégrant de n a n + 1, il vient

1 a n+1 n+1 n+1 1 Q n+1
—(2+2_a)/ t-ndt< [ pwdi- | <p(n)dt<(2—|—n2_a>/ t—ndt
n n n n n n n

1 ‘_ 2n+1 1
Or/ t—ndt:[(;l)] — . d'ot

Ainsi, comme 1/2 < 1, (notre majoration est trop précise !
) s ] pr

1 n o
n2 ana

V=1, |up—ap| <

cost
4) a) La fonction t — - est continue sur [1, +ool.

Etude en +o0o : Pour tout ¢ >1,

cost| |cost| 1

Dt R <
t2 12

AN

$+2
+oo 1

Or / o) dt converge (Riemann, o =2 > 1).
1

- : +o0 cost o .
Donc, par théoréme de comparaison, R dt converge absolument. Ce qui s’écrit aussi :
1

cost

La fonction ¢t —
t2

est intégrable sur [1, +o0o[

b) Posons

u=—cost u =sint
1 , 1
v=- V= ——
t t2
De plus, la majoration
—cost

t

1
Vit > 1, \uv]:‘ <E

) . . e s . ) T sint +0© cost
donne lim ww = 0. D’apres le théoreme d’intégration par parties, ——dt et —
t—+-o00 t 2

sont donc de méme nature — convergentes d’apres la question 4a :

T gint
/ 4 dt converge
1
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Attention a la terminologie ! La convergence n’est pas absolue (cf exercice fait en TD), donc la fonction
n'est pas « intégrable » sur [1,400].

5) Posons u = 1(t) = t*. Comme o > 0, la fonction 1, €', est strictement croissante et bijective de
1
[1, +o0[ dans [1, +oco[. De plus, du = at® ' dt, donc dt = ZuIme)/a gy,
«@
Ainsi, d’apres le théoréme de changement de variable, les intégrales

+00 gin (¥ 1 [t sinu
/ (%) dt et —/ . waldu
1 t a J1 Ua

+ sinw

sont de méme nature. Or la seconde intégrale est / du, convergente d’apres 4b :

1 U

o0 gin (%)

dt converge

L’intégrale /
1

6) Soit n > 1. D’apres la relation de Chasles,

n n+1
Z U = / o(t) dt
k=1 1

" sin(t%)

s . . T sin(t”) . :
D’apres la question 5, lim dt existe et € R, donc lim

dt aussi, c’est-a-dire
T—+00 Jq n—+oo J1

‘La série de terme général u,, converge ‘

(0}

n2fa

1 1
7) D’apreés Riemann E —etg converent:2>1et2—a>2—1:1.LasérieE — +
) p ’ n2 . . . 7 . g 7’ . n2
converge donc, comme combinaison linéaire de série convergentes.

n2foz

D’apres la majoration trouvée a la question 5, le théoréeme de majoration des séries positives entraine
que

‘ La série de terme général u,, — a,, converge absolument ‘

8) Pour tout n € N*, a,, = u, + (a, — uyp). Or Zun converge (question 6) et Z(un — ay) converge
(question 7). Ainsi, comme somme de séries convergentes,

La série E an converge
n=1

9) a) Comme |sin| < 1, d’aprés la question 1

-2 « : o
wnen, 030 s
n n

Or Z |an| converge par hypothese. Donc, d’apres le théoréme de majoration,

. sin?(n®)
La série Z ——— est convergente
n
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b)

sin(2t
Reprenons la démarche de la question 4. La fonction ¢ — 27(52 ) est continue sur [1, +oo].
Etude en +o0o : Pour tout ¢ >1,
sin(2t) ‘ 1
< J—
2t2 2t2

+oo 1
Or / o) dt converge (Riemann, o =2 > 1).
1

, ) o0 sin(2t)
Donc, par théoréme de comparaison, / 52 dt converge absolument.
1
Posons 1
u = %sin(Qt) u' = cos(2t)
1
/
v=- V= ——
t 2

1
La majoration |uv| < % donne t_lgrn uv = 0. D’apres le théoreme d’intégration par parties,
o

T2 cos(2t 00 gin (2t
/ L dt et / 252 ) dt sont donc de méme nature — convergentes d’apres ci-dessus :
1 1

dz converge
x

/+°O cos(2x)
1

En suivant 'indication, pour tout n > 1,

cos(2n®) 1 2sin?*(n%)

n n n

2sin?(n®
Or, d’apres 9a, Z 7( converge, et on vient d’admettre que 'on peut démontrer que

Z cos(2n®)

1

converge. Donc E — converge, comme somme de série convergentes, ce qui est
n

absurde.

Finalement, par I’absurde,

La série E a, converge, mais ne converge pas absolument
n>1

Exercice 2 (CCINP PC 2024)

Partie 1 (Une expression intégrale d’une série)

1) Les deux questions qui suivent sont extrémement classiques.

Soit k € N fixé, f : ¢t — tFe~! est positive, et continue par morceaux sur R4 car composée de fonctions
continues sur R.

Etude en 400 : par croissance comparée

lim *tFet =0
t——+o0

1
E_—t _
the _O(ﬁ)

donc,

1
Ortw— o) est intégrable au voisinage de +o0o (Riemann o =2 > 1), donc
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2) Montrons que la propriété :
H(k): Ix=k!
est vraie pour tout k > 0.
o Ho:Ip=[-e']{® =1=0!, donc Hg est vraie.

o Hj; = Hypy1 : Supposons Hj vraie. L’intégrale I, 1 converge d’apres ci-dessus. Effectuons une
intégration par parties, posons

w=tF W = (k+ 1)tk
—t ——

v=—e
: 4 - _ 1 k+1,_—t _
Par croissance comparée, lim wv = lim "7 e " = 0.
t——+o00 t——+o00

Donc, d’apres le théoreme d’intégration par parties, les intégrales Iy, et Ix11 sont de méme nature
(convergentes d’apres 1), et

—+o0
Iy = / thtlet qt
0

+ oo
— [—tkﬂ X e—t}o e / (k + 1)tket dt
0

:(k+1)lk Oer:Ik:k!
— (k+1)!

e Conclusion : ‘Pour tout £ > 0, I, = k‘!.‘

X n
3) Comme P = <1 + ) est un polynome, il se développe en
n

x\» <
P = <1+) =Y apx*
n k=0

ou d = n est le degré de P. Ainsi, I'intégrale étudiée est une combinaison linéaire des intégrales Iy
précédentes, par linéarité de 'intégrale :

+0c0 t\"
(1 + ) et dt converge
n

L’intégrale /
0

Certes, le binome donne les ay, mais ce n’est pas utile pour la question précédente.

La formule du binome de Newton s’écrit

- n! 1
=y
O(n —0)!'nt

Donc, par linéarité (toutes les intégrales ont été étudiées et convergent) :

+o0o £\ "™ n nl 1
1 — —t dt = 771
/o ( +n> ¢ Z%m(n_g)znﬂ
n
n‘ 1 7 \ .
- Z (n—0)! Y D’apres la question [2], I, = ¢!
/=0
Conclusion,
Z(n_g)|né:/0 <1+) et dt
=0
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Partie 2 (Un équivalent)

1) Posons t = n+v, cest-a-dire v = (t) = t —n. La fonction ¢ est €, strictement croissante et bijective

de [n,+oo[ dans [0, +oc[. De plus, dt = dw.

L’intégrale commence a t = n, on veut la faire commencer a0

, donc on poset = n+uv

Dong, d’apres le théoreme de changement de variable, les intégrales

“+oo t\" “+oo
/ (1 + ) e”tdt et / (1 +
n n 0

n—i—v)”
n

e~ (1) qy

sont de méme nature, donc convergentes d’apres 1.4. De plus, elles sont égales :

+oo v n
Jn = e*”/ (2 + > e ’dv
0 n

2) Soit n € N*. L’intégrale K,, converge car K, =¢"2™"

YoeRy 0< 1+f en
2n

n
— Yv € Ry 0<<1—|—v> <e
2n

ol

wje

n
= Vv € Ry 0<<1+;> e’ <e”
n

too v \" too
= Vv € Ry 0§/ <1+> e_“dvg/ e 2 dv
0 2n 0

Cette derniere intégrale converge d’apres le critere des exponentielles (

too
Ainsi, (K,,) est bornée par / e 2dv:
0

‘ La suite (K,) est bornée ‘

3) Soit n € N*. D’apres la question 1,

Or (K,) est bornée, et ¢ = 2/e € [0, 1[. Donc, comme produit d’une suite bornée et d’une suite de

limite nulle,

» qui converge d’apres 1.

On applique 1 +z < €

Par croissance de u +— u"* sur R

Par

‘La suite (Jp,) converge vers 0‘

4) Soit n € N*, Effectuons le changement de variable t = uy/n.

In—/ (1+t> e tdt
n

[ e
_\F/ (1+> e dy

:ﬁ/o fulu) du

Care " >0

croissance de l'intégrale

B=1/2>0).

, comme pour les DL. C’est
le changement de variable le plus simple. Ce changement affine est tellement simple qu’on peut aussi alléger la

rédaction de l'invocation du théoréeme de changement de variable.
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Alinsi,

n—\f/ <1+> e“‘/ﬁdu:\/ﬁ/;oofn(u)du
5) Soit u €]0,v/n[. Par définition, f,(u) > 0, et
in(fu()) = o | (14 22 ) ]

nln (1 + \/ﬁ> +In (e_“\/ﬁ)

—nln(l—&—f)—u\f

Sl

E

Or z = \Lf €]0,1[ car u €]0, v/n[. Donc, d’aprés le développement en série entiere de In(1 + z), de
n
rayon 1,
400 1\k—1 k
1n(1+“) =Z(1)(“)
vn =k vn
+00 k-1, k
—1
_uw oy BT e
Vn = ko

D’ot, en multipliant par n, il vient

+oo (_1)k—1 k

Vu €l0. Vil In(fa(u) =Y

k
k=2 nz—!

6) Soit u €]0,v/n[. Notons aj = > (. La série Z(—l)kilak est alternée. Comme

n2" 'k k>2

ak:nxi<;ﬁ>k et %G]O,l[

La suite (ay) est décroissante (produit de suites décroissantes positives) et de limite nulle (idem).
+oo n

Donc, d’apres le critere des séries alternées, en notant U = Z(—l)k_lak et U, = Z(—l)k_lak, U
k=2 k=2

est compris entre U, et U,4+1. Pour n = 2, il vient
—as < U < —az + a3

C’est-a-dire

2 2 3
u u u
—— <1 < ——4 —
g Shthlw)s =5 +57
D’ou
U2 US
Vu €]0,v/nf,  [In(fu(u)) + 2| S35/
3 2 2 3 2
u u u u 'I,L
De plus, — €10, 1|, donc uis —— + —— —
plus, == 10, 1], 3 f = P 3 \f 5
U2
v €l0, Val, I (fuw) < -
Pour cette inégalité, on part du résultat, et de l’encadrement au-dessus. On voit qu’il faut avoir L €]0, 1[... ce

Jn

qui est le cas!
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7)

8)

+o0 2 /9
Convergence absolue de / e /2 qu

0

—u?/2

La fonction f:u e est continue et positive sur [0, +ool.

Etude en 400 : Par croissance comparée,

2. —u?/

u“ue N |

U—>+00

+o0

1 1
Donc f(u) = 0(@). Or /1 e du converge (Riemann, o =2 > 1).

Donc, par théoréme de comparaison,

La fonction u — e~ */? est intégrable sur [0, +00]

Convergence simple de (f,) : Soit u € R fixé. Soit n > u?. Doncu < v/n et f,(u) = (1
Or

) e uvn,

n
2
u u
n <\/5 ot 0<n))
=e DL de In(1+x)
2
u
uyn — — +o(1)
— A 2
D’ou
fn(u) —e -+o(1) . e—u2/2
n——+0o0o
Conclusion
R+ — R
(fn) converge simplement vers f : 2, Sur Ry
u e %/
Dans Uesprit du sujet, il faut plutot utiliser la question 6 pour en déduire que lilJIrl’ In(fn(u)) = 7112/2, pUis

composer par l’exponentielle. On peut aussi dérouler une méthode classique, en 4 lignes, sans se poser de ques-

tions...

Appliquons le théoreme de convergence dominée : Posons

R+—>R
(Vo

2
urs e U /6

De méme qu’a la question 7, la fonction ¢ est intégrable sur R..
Soit n € N*. D’apres la question 6, et en composant par I’exponentielle, croissante :

Vu €]0,vnl,  fo(u) < o(u)
Or fn(u) = 0 < ¢(u) pour u > y/n. Comme f, >0,
VueRy,  [fa(u)] < ¢(u)
Ainsi,
e Vn € N*| f,, est continue par morceaux sur R.

e La suite (f,,) converge simplement vers f sur Ry d’apres la question 7.
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e La fonction ¢ : u +— e /6 ogt intégrable sur Ry et
vneN',  [ful <o

Dong, d’apres le théoreme de convergence dominée,

I ~+o0 o0 ’ o0 —u2/2
lm (/0 fn(u) du) = /0 Jlm frn(u) du = /0 e du

9) Soit n € N*.

n n! 1 +o0 t\"
Z W—e = / (1 + ) et dt D’apres la question 1.3
n—~0)!n 0 n
=0
=Iy+Jn
+oo
=/n fn(u) du+ o(1) D’apres les questions 3 et 4
0
= ﬁ( g + 0(1)) +o(1) D’apres la question 8
nm
2
Conclusion

Z n! 1 nmw
Ry YRR VP
= (n=0!n 2

Exercice 3 (HEC B/L 2016)
1) Soit = € R fixé. La fonction g : t — e~ est continue et positive sur [, +00l.

Etude en 400 : t?g(t) = t2e "’ P 0 par croissance comparée.
- T—+00

1
Donc ¢(t) = 0(;2)
+oo 1
Or, — dt converge (Riemann, o =2 > 1).
1 12

+oo
Donc, par théoreme de comparaison des fonctions positives, / g(t) dt converge.
1

+oo
_¢2
e~ " dt est convergente

Conclusion : | Pour tout z € R, I'intégrale /

x

2 7’ .
Comme x — €¥ est définie sur R,

‘ f est définie sur R‘

2) Du x dans les bornes et uniquement dans les bornes : poser une primitive de ce qu’il y a a lintérieur.
+00

Soit Gg la primitive de g : t — et qui s’annule en 0. Notons [ = / e dt. Alors, par Chasles,

0

+oo 0
Vo € R / g(t)dt:/g(t)dt+I:—G0(:r)+I

Une primitive étant définie & une constante pres, on peut choisir une primitive G de g telle que

G = Gy — I. Dans ce cas,
g [T 2
Ve e R f(x)=¢€" / g(t)dt = —e” G(x)

Comme g est continue sur R, G est €' sur R.
Ainsi, comme composée de fonctions €,
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f est €1 sur R

De plus, comme G’ = g,

2

Vr e R f(z) = —2xex2G(x) — e”QG’(m) =2zf(x) — e’ e

Par conséquent,

Ve e R f(z) = -1+ 2xf(x)

1
3) a) Pour tout x > 0, posons p(z) = —G(z) — 53:_16_3”2. ¢ est €' sur R* car composée de fonctions

&' sur R%, et
* / 1 -2 1 —SCQ
Vo e RY o' (z) = —g(x) + 5% g(x) +g(x) = 53¢ > 0
Donc ¢ croissante sur R
De plus, lir}_l G(x) = 0 comme reste d’une intégrale convergente, donc lim ¢(z) = 0.
T——+400

T—+00
Ou bien : lim G(z)=1—-1=0.

T—r—+00

’ /

+o00
/ et dt — i(f‘”2 <0
= 2z

Donc ¢ < 0 sur R’} C’est-a-dire

b) Soit z > 0. Comme 2z¢”" > 0, 'inégalité obtenue au 3)a) nous donne

2xf(x) <1

1
c) Comme x > 0, L’inégalité 3)b) s’écrit f(z) < o Ort e et z— e sont positives sur R
x
donc on a I’encadrement

1
< < —

Ainsi, par encadrement,

lim f(z)=0

T—>+00

d) Pour tout z € R, d’apres 2), f'(z) = —1 + 2z f(x), et, d’apres 3)b), 2z f(z) < 1. Donc f < 0
sur R7 .
De plus f'(0) = —1, donc en conclusion

<0 sur Ry

4) a) La méthode habituelle — continuité, étude aux points ot il y a des problémes — fonctionne toujours, mais
changeons un peu.
t2 T e 0 t2
Comme t — e~ " est paire, et que / e~ " dt converge d’apres 1), / e~ " dt converge aussi.
0 —00
En conclusion,

10
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o0 5 +o0 5 +o0 9
/ e~ dt converge et / e dt = 2/ e Vdt =/
0

—c0 —00

+o0 +oo

et dt converge, par définition lim e dt=1eR.
Tr—r—00 T

b) Comme /

—00

De plus, t — e est continue, positive, et non identiquement nulle sur R, donc ¢ > 0.

Ainsi, par produit, lim f(z)= lim ¢’ ¢ = +00. Conclusion
Tr—r—00 T—>—00

lim f(z) =400

T—r—00

+o0o

c) Soit z € R. f(—z) = e’ / e~"* dt. Effectuons le changement de variable u = —¢, qui est ¢,
—x
strictement monotone, bijectif, de [—x, 4+-o00[ sur | — oo, z].

—+o0 —00 x
/ e*t2 dt = —/ e*t2 du = / eft2 du
—X X — 0

Ainsi,
F@) + f(—z) = e** (/I e du + /m et dt)
=’ /+OO et dt
= /"
Conclusion

VeeR  f(x)+ f(—2) = Jre®

d) En dérivant I'expression trouvée au 4)c) il vient, pour tout x € R,

fl(=x) = f'(z) — 2zy/me® <0

Conclusion : | f/ < 0 sur R_
Pour tout x € R, f'(z) = =1+ 2z f(x), avec f > 0. Or x <0 ici, d’ou le signe de f' sur R_ directement.

5) a) C’est la méme idée que let =t +1—1 : on fait apparaitre le u' du u'e".
2 1 2
Soit z > 0. Comme, pour tout t > z, e~ = —2—t( — 2te™! ), posons
1 , 1
= — — U = ——
2t 2t2
2 2
v=e"t v = —2te”!

+oo 2 too ] 2
Comme . ligrn uv = 0, d’apres le théoreme d’intégration par parties, / e “ditet — / —e " dt
—+00 x x

sont de méme nature — convergentes d’apres la question 1.
On effectue l'intégration par partie entre x et +oo :

+o0 1 oo +oo e~ 1 [too _9pe—t
_t2 —t2 —t2
A= |—— _ e - =
/w c [ 2" |, /,,: 2¢2° % +4/x %
—¢2

Comme . ligl e 0, on effectue une nouvelle intégration par parties : de méme, d’apres le
—+00

théoreme d’intégration par parties les deux intégrales sont de méme nature, convergentes d’apres
ci-dessus car la premiére l'est, et

+00 2 2 2

+oo _opet? et too et e " Foo gt
———dt=|— —/ —3——dt =— +3/ ——dt

/I t3 t3 - z t4 x3 . 4

11
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12

6)

b)

a)

b)

En conclusion, lorsqu’on remplace dans 1’expressions de f(x), il vient

Vx>0

fla) = = —

2 43

3 22 doo o—t2
+€—/  _at
X

4 t

But : 2x f(x) ——— 1. Probléme : l'intégrale. Solution : majorer pour se ramener a une intégrale connue,

r—+00

) 42 4 o \ z?
typiquement celle de e™" . Garder seulement 1/t* ne suffirait pas a compenser le e .

Soit & > 0. Pour tout t > =,

1
t>$>0:>0<tf4<f

—¢2 —t2

e
—0< — < ——

t4

X

Par décroissance de u — 1/u* sur R,

t2

Care ™ >0

Done, par croissance de lintégrale entre x et +00 (toutes les intégrales convergent d’apres ci-

+o0o e—t2 +o00 €_t2

dessus) :

3xe?” [too ot?
. 0< / €
X

2 t

3 o [0 42 3
dt < ﬁez /x e dt= 2—363]"(93) Car

2
3xe”

0
5 >

3ge® [too ot
Or, d’aprés 3)c), lim f(x) =0, donc par encadrement lim 5 / dt =0

T—+00

D’ou, d’apres 5)a), 2z f(x) =1

272

/()

1

"o

t4

r—r—+00

+0(1) =14 o(1), puis

Pour tout n > 1 on pose H,, : f est de classe €" sur R.

e #; est vraie d’apres 2).

o H, = H,1 : Supposons H, vraie. D’apres 2), pour tout x € R, f/(z) = —1 + 2z f(z).
Or f est €. Donc f est €, donc f est €" 1. Donc H,41 est vraie.

e Conclusion : Vn > 0 f est de classe €" sur R

C’est une récurrence immédiate. Mais la faire prend 4 lignes : autant [’écrire. On peut aussi passer par

une primitive : si G est une primitive det — e~ ', G est € sur R comme primitive d’une fonction €°°.
De plus, f(x) =€ (lim G — G(x)), donc f est € sur R.
00

En conclusion :

‘ f est de classe € sur R‘

Montrons par récurrence que la propriété :

Hy

est vraie pour tout n > 0.

o Ho: Py=1et Qo =0 conviennent : Hy est vraie.

AP, Qn) € RIXT?,

f" = Pof +Qn

e H, = Hp+1 : Supposons H,, vraie. Soit P, et @), deux polyndémes qui conviennent :

f™ =P f+Qn

Comme f est €°° d’apres 6)a), on peut dériver :

fOtY =Pl f+ Pof + Q)
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Or d’apres 2), pour tout z € R, f/(x) = 22 f(z)—1. En remplacant dans I’expression ci-dessus
Ve eR S (2) = Py () f(2) + 20Pa(2) f(x) — Pa(2) + Q) (x)
Donc en posant P11 = P, +2XP, et Qn+1 = —P, + Q),, qui sont deux polynémes, il vient
FOr = Poiif + Qnia
Donc Hy 41 est vraie.

e Conclusion : |Vn >0  3(P,, Q) eR[X]% f™ =P, f+Q,
De plus les suites (P,) et (@) sont définies par

P=1 P = P! +2XP,
et Vn €N n
{QOZO ! {Qn+1=Q;—Pn

C) Pour ce genre de questions, la méthode est toujours la méme : tester pour les premiers termes, conjecturer

la réponse (tout ¢a au brouillon évidemment), puis formaliser sous la forme P, = (1(1X(I+P,, avec deg P, <
d—1, et le montrer par récurrence.

Montrons par récurrence que la propriété :

P,=2"X"+ P, et degﬁngn—l

. DN 2
RN G AT O TP

est vraie pour tout n > 1.
e H; : D’apres b), Pp =2X et Q1 = Py =1, donc Py = Q1 = 0 conviennent.
o H, = Hpyt1 : Supposons H, vraie. Soit P, et Q, deux polynoémes qui conviennent :
Pn:ann+]5n ot Qn = _2n71Xn71+©n
deg P, <n-—1 degQ, <n—2
En utilisant les formules de récurrence trouvée au b)
P, =P, +2XP,
= 2" X" 4 P! 42" tIX L L 9X P,
— 2n+1Xn+1 4 ﬁn—‘,—l
Ou ]5n+1 =" X" 4 ]572 +2X P,. Comme
degf’é:degl—f’n—lgn—2 et deg2X]5n:1+deg]5n:n

on a deg P, 1o <min(n —1,n —2,n) = n.
De méme, pour @41,

Qui1 = Q) = Po=—2"""(n—=1)X" 2+ Q), = 2"X" = P, = =2"X" + Qnp1

Ou @n+1 = —2"_1(n — l)X"_2 +~@;L — P,. Comme deg P, < n — 1 et que les autres sont de
degré strictement inférieurs, deg Qn4+1 < n — 1.

Ainsi, il vient

Py =211 X" 4 by et degPoi1 <n

3(Pt1, Qni1) € RIX)?, 5
(Pot1, Qny1) [X] { Qni1 = —2"X" + Qi1 et degQni1 <n—1

Donc Hy41 est vraie.

P,=2"X"+ P, et deg]éngn—l

e Conclusion :|Vn > 1 3(P,, Q) € R[X]?, { Qn = 21X 4 O ot dog Oy <n 2
n — n n
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Donc, pour n > 1, les termes de plus haut degré de P, et Q,, sont respectivement 2" et —2" 1,

7) a) D’apres 2), pour tout x € R, f'(z) = 22f(z) — 1. En notant g : z — x, la formule de dérivation
de Leibniz nous donne

n
Vn>1Ve €R (1) — 9 Y JR) () (=R
f > (1) st
Or ¢'(z) = 1 et, pour tout k > 1, ') (z) = 0. Donc
L (n
VnzlveeR  f0H)—23 ( ) 2) 70 (@) = 221 () + 2mf 0D ()
k=0

Conclusion :

Ve e R FOD () = 22 () + 2nf V) ()

b) La fonction f est de classe €°°, donc elle admet un développement de Taylor-Young au voisinage
de 0 a tout ordre n qui s’écrit

fF®(0)
k!

n
= Z arz® 4+ o(z") avec Vk € Nag =

Ainsi, ag = f(0) = /+Oo e dt = \/27?, et ap = f'(0) or f'(z) = 2xf(x) — 1 donc a; = —1.
0

D’apres a)
f(k+1)(0)
Vk c N* a = - 7
e N
LRSI
(k+1)!
. 2k
k(k+1) 1
2
= Qg
k41t
En conclusion
1
VT Agk+1 = 7 02k—1
@0 = "5 et |VkeN* ’”él
al = -1 a — a
2k+2 2k +3 2k
11 f 1 226 kly/m
c aut montrer par récurrence — laissée en exercice — que a = — et a .
) p q 2k+1 (k:+ 1)! 2k (2k:+ 1)|
Au brouillon, les asgy1 sont immédiats. Pour les asy, aprés les tests sur les premiers termes etc on trouve
]‘»
2
Aok = <Vl—[l ot l) ag puis on écrit
ﬁ 2 ﬁ 2 X 2p 22k Hj) P B 22k p
p=1 p+1 p=1 p(2p+1) Hi‘;:l 2p(2p+ 1) (2p + 1)!

FIN DE L’EPREUVE
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