Lycée St Joseph Lundi 7 octobre 2024
Classe de PC

Epreuve de Mathématiques 2

Durée 4 h

N.B. : le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la
rédaction. Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera
sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a
prendre.

e Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non effagable pour la rédaction de votre composition;
d’autres couleurs, excepté le vert, peuvent étre utilisées, mais exclusivement pour les schémas et la
mise en évidence des résultats.

e Ne pas utiliser de correcteur.

e Ecrire le mot FIN 4 la fin de votre composition.

Les calculatrices sont interdites

Exercice 1
1) Soit € Ry. Comparer z et z°.

sin(n®
Soit a €]0, 1[. On se propose d’étudier la série de terme général a,, = in( ), n > 1.
n
sin(t®
2) On pose, pour tout t > 1, p(t) = 1n7(5 )

a) Justifier que la fonction ¢ — sin(t) est dérivable sur [1,+oo] et déterminer sa dérivée.

b) Justifier que ¢ est dérivable sur [1,+o0o[ et déterminer '

14 at®
c) Montrer que 'on a : Vt € [1,+o0[, |¢'(t)] < —a
d) En déduire que pour tout entier n > 1 :
1 «
vient1], el e < (g + g )i n
n+1 1 a
3) On pose, pour tout n > 1 : u, = / ¢(t) dt. Prouver que I'on a : Vn > 1, |uy — ap| < — + ——
n n n
+oogint
4) Convergence de l'intégrale / — dt
1
3 cost L,
a) Démontrer que ¢ — 2 est intégrable sur [1, 4+o0[.
U L . . , T sint
b) A l'aide d’une intégration par parties, démontrer alors que / 4 dt converge.
1

5) Démontrer, a I'aide d’un changement de variable, que I'intégrale dt converge.

[

1
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6) En déduire que la série de terme général u,, converge.
7) Prouver que la série de terme général wu,, — a,, converge absolument.

8) Déduire des questions précédentes que la série E an converge.
n=1

9) On suppose que la série Z |an| est convergente.

n=1
Fn2 (o
) , . sin®(n®) . .. .
a) Montrer qu’alors, la série Z ———= est convergente. Indication : On pourra utiliser la question
n
1.
T2 cos(2x
b) Prouver que l'intégrale / L dx converge.
1 T
cos(2n®
¢) On admet alors, en procédant comme précédemment, que la série Z g est convergente.
n

n>1
Conclure sur la nature de la série E Q.-
n=1

Indication : On pourra utiliser la formule de duplication : cos(20) = 1 — 2sin?(6)
Exercice 2

Partie 1 (Une expression intégrale d'une série)

. , . . - n: e
Dans cette partie, on détermine une expression de la série E W—é sous la forme d’une intégrale.

n—~0)n
=0

Pour tout k£ € N, on considere I'intégrale :

+oo
I :/ thFe™t dt
0

1) Soit £ € N. Montrer que l'intégrale I}, est convergente.
2) Montrer que pour tout k € N, on a I, = k.

3) En déduire que l'intégrale /

+o00 t\"
(1 + > et dt converge, puis que :
0 n

n n! 1 +oo t\" _,
Z(n—E)'nf:/o <1+n) e tdt
/=0 ’

Partie 2 (Un équivalent)
Dans cette partie, on détermine un équivalent de l'intégrale obtenue a la question [3|lorsque n — +o0. Pour
tout entier n € N*| on consideére les intégrales :

n t n _ —+o0 t n _
In:/ 14+ —) e *dt et Jn:/ 1+—) e "dt
0 n n n

Les résultats de la partie précédente impliquent la convergence de ces deux intégrales.
Etude de la suite (.J,,)

1) Soit n € N*. En utilisant un changement de variable, établir que :

“+o00 v n
Jp = e_"/ <2 + ) e Vdv
0 n

définie par :

neN*

2) Montrer que la suite (Kp,), o

+oo v n
Vn € N*, Kn:/ <1+> e Vdv
0 2n

est bornée. On pourra utiliser librement 'inégalité 1 + 2 < e valable pour tout = € R.

3) En déduire que la suite (J,), oy~ converge et préciser sa limite.
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Etude de la suite (In) pen=
Dans cette sous-partie, on définit la fonction f, :]0,+00[— R par :

Vu €0, +o0], fn(u):{ <1+\;ﬁ>neuﬁ siou<yn

0 si u>=+n

4) Montrer que :

I, = Jﬁ/oﬁ (1 n \;%)ne“‘/ﬁdu - \/ﬁ/;oo Folw)du

Pour les 3/2 : on admettra que,

+o00 xk
Veel 1,1, In(1+z)= Z(—1)’f—1?
k=1
5) Montrer que pour tout u €]0, v/n[, on a 1'égalité :
~+00 k—1 k
—1 U
I (fu(u)) = 3
k=2 n2
6) En déduire que pour tout u €]0, v/n[, on a les inégalités :
u? u? u?
I () + 5| < g WAl <=5

7) Justifier que la fonction u — e™%’/2 est intégrable sur [0, +00[. Déterminer la limite de (f,) pour la
convergence simple.

8) (5/2) Etablir que :

+o0o +oo 9
. _ —u?/2
nEIEoo (/0 fn(u)du> /0 e du

n

+00 T
9) En admettant que / e W2y = ,/5, déterminer un équivalent de Z
0
=0

Conclusion

n! 1
W7 lorsque n — 4o0.
n—~0n

Exercice 3
Soit f la fonction définie par

z2 Foo —t2
vz e R flz)=e / e " dt

1) Déterminer le domaine de définition de f.

2) Justifier que f est de classe %' sur R et montrer que sa dérivée f’ vérifie

VeeR  fl(z) = -1+ 2xf(x)

, +oo 2 1 2
3) a) Etablir pour tout réel z > 0 I'inégalité : / e " dt — 2—6_’” < 0.
. x
b) En déduire que, pour tout x > 0, 2zf(x) < 1.
¢) En déduire la limite de f(z) lorsque x tends vers +oc.
d) Etudier le signe de f’ sur R..
+oo
4) On admet que / e dt = \g?
0
400 2
a) Montrer la convergence et déterminer la valeur de / et dt.
—00
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5)

6)

7)

Déterminer la limite de f en —oc.

Donner, pour tout réel x, ’expression de f(x)+ f(—xz) en fonction de z & I'aide d’un changement
de variable.

En déduire le signe de f’ sur R_.
A laide d’intégrations par parties, établir la relation
1 1 3¢ [too =t
Ve >0 =———+— —dt
T f(z) 2¢  A4x3 + 4 /m t4
En déduire un équivalent de f(z) lorsque x tend vers +oc.
Montrer que f est de classe €°° sur R.

Etablir pour tout entier naturel n > 0 l'existence de deux fonctions polynomes P, et Q,, telles
que, pour tout x € R, on ait

F (@) = Pu() f(2) + Qu(x)
Déterminer, pour n > 1, les termes de plus haut degré respectifs de P, et Q.

Etablir, pour tout entier naturel n > 1, la relation :
Vr eR FOD () = 22 () + 2nf D) ()
Montrer que pour tout entier naturel n, la fonction f admet au voisinage de 0 un développement
n
limité d’ordre n qui s’écrit f(x) = Z apz® + o(z").
k=0

Calculer ag et aj. Exprimer, pour tout k& € N*, asg11 en fonction de agx_1, puis asgyo en fonction
de asg.

Calculer agiy1 et ag en fonction de k.

FIN DE L’EPREUVE



