Lycée St Joseph Lundi 9 octobre 2023
Classe de PC

Epreuve de Mathématiques 2

Correction

Exercice 1 (CCINP TSI 2023)

Partie 1 (Définition de la fonction)

1) D’apres le critere des intégrales de Riemann,

1
/ t* dt est convergente si et seulement si o > —1
0

De plus, pour o > —1,

1

1 ta+1
t¢dt = -1
/0 a+1 0 (o # )
1
= -0 1>0
a+1 (ot )

Donc

1 1
/to‘dt:
0 a+1

2) Par quotient d’équivalents,

~ = ¢!
1+1¢ 1
z—1
3) La fonction f: ¢+ 11 est continue sur |0, 1], et positive.
Etude en 0 : d’apres 2,
tx—l
14¢

1
et d’apres 1, / t*~1 dt est convergente si et seulement si z > 0.
0

Ainsi, d’apres le théoréme de comparaison (f > 0),

1 tm—l ) )
/ dt converge si et seulement si x > 0
o 1+1¢

Partie 2 (Calcul de f(n) pour n € N¥)

1 1 1
1) f(1):/0 1itdt f(2):/0 - e
= [In(1 +1)]p =1-f(1)
=In2 =1—-1In2
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2) Soit ¢t € [0,1] et n € N*.

n—1 n—1 n—1
(1 —I—t) Z(_l)ktk _ Z(_l)ktk + Z( 1)k’tk+1
k=0 k=0 k=0
n—1 n
= Z(—l)ktk + Z(—l)k_ltk Décalage d’indices : tester début et fin
k=0 k=1
n—1 n
=D (=) =D (—1)k Car (—1)"' = —1
k=0 k=1
=1—(-1)"" Télescopage
Ainsi,
n—1
L—(=t)"=(1+t)) (—1)M*
k=0
3) Soit n > 2. Pour tout ¢t € [0,1], 1 +¢ # 0 et d’apres 2,
1—(=t)~! nz_:? k ok
_ = (=1)%¢ Carn—12>1
1+t =
tn—l 1 n—2 Kok
( ) 1+t 1+1¢ + lg)( )
t! 4 1 = ke ok
— = (—)" (D) S (=)
1+¢ ( ) 1+1¢ * ( ) I;( )
En intégrant sur [0, 1], il vient
1 tn_l
= dt
f) /0 1+1¢
! 4y 1 P
= " -1nH" D)¥t" dt
vt ey e
=0
1 n—2 1
= 1”“/ dt + (—1)" 1k/tkdt
0 [ G0 eyt
1 2 (1)
=(=1)""1In2 -1
(2 Y
=0
Ainsi,
1 S
n)=(-1)""1In2+ (-1
Fln) = (-1) SUDI

Partie 3 (Variations de f)
1) La fonction g : I — R est décroissante si et seulement si

Y@y e’ (v<y=g(x)>g(y))

2) Soit t €]0,1], comme Int < 0,

—1l<a<pf=— —Int>alnt> Flnt
— e~ Int 5 palnt 5 Blnt Par croissance de exp sur R
—[t* >’
=1 4Bl 1
O<osh= 153215 Car 75720
1 4a-1 1 48-1
= f(a) = /0 1% dt > /0 1T dt = f(5) Par croissance de l'intégrale
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Conclusion :

‘ f est décroissante sur |0, +00] ‘

3) Soit x >0 et t €]0,1] :

0<t<l=1<1+¢<2

1 1 1
= -—<—«1 Car x — — décroissante sur R
2 1+4¢ T
tzfl t:rfl
— < <l Car t* 1 >0
2 14+t

Par croissance de l'intégrale, en intégrant entre 0 et 1, il vient (cf 1.1)

! 1/1t“_1dt<f( )</1tx_1dt !
11 < flo) < 1
2w~ 2 Jo 0 v

1 1

4) Comme lim — = lim — =0, par encadrement, lim f(z) existe et
z—+00 21 T—+00 I T—>+00
li =0
S (@)
Comme lim — = 400, par minoration,
z—0t 2T
lim +00
z—0t f( )
Partie 4 (Equivalent de f en +00)
l
L’encadrement précédent nous donne —= < xzf(x) < 1, ce qui ne permet pas d’obtenir un équivalent — ni méme [’existence
le lim xf(x). ’
de lim zf(x)
1) Soit x €]0, +o0[.
1 ta:—l 4o
z)+ flz+1)= / —dt
f@+farn= [

_/1# "(1+1) &
1+t

:/ ol = L
0 xT

fle)+ flz+1) =~

Ainsi,

2) Comme f est décroissante d’apres la question 3.2,
Vo1, flz+1) < f@) < flz—1)

En sommant, il vient,

f@+1)+ @) <2f(@) < f@) + fl@—1)]
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1 1
3) Soit x > 1. D’apres 1, f(z+ 1) + f(x) = —, et f(x)+ f(x — 1) = P Ainsi ’'encadrement s’écrit
"E [e—
1 1
— <2 <
~S2fle) <
Ce qui nous donne, comme x > 1 > 0,
x

1<2zf(z) <

—
r—1 z—+4o00

Ainsi, par encadrement, lim 2zf(z) = 1, puis
r—r+00

f(l‘)’\“%

Exercice 2 (E3A PC 2023)

1) D’apres le cours,

1
(1—x)a:1—aaz+&

Ainsi,l—(l—x)azl—(l—a:c+M

2) Par définition de a®, .

3) Bien comprendre qui est fizé — ici, n — et qui bouge — ici, k — +o0.
a) Déterminons un équivalent de uy, :

U = Q-1 — Gk

(i) [ 02)]

1 n—1 1 n—1
= — (1 — 2k1) + <1 — 2k> Ici, « = n — 1 est fixé
—1 1 n—1 1 o ,

=-1+ 1 + 0(2k_1) +1-— o + O(Q—k) D’apres le DL de la question 1

2(n—1) 2 n—1 1
Y () = =g o)

n—1 1
=g tolg)

-1

~0 (n—1+0)

1
Or Z o converge (série géométrique, 1/2 €] — 1,1[). Donc, par théoréme de comparaison,
i

E uy converge absolument donc converge

Calcul de somme, sans question intermédiaire : est-ce géométrique ou télescopique ?

On reconnailt une série télescopique : pour p > 1,

k=1

1

1
Comme lim 1— — =1, par continuité de lapplication  — 2"~ en x = 1,

k——+o0 2k
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’ La série de terme général uj est convergente de somme 1

On peut ainsi montrer valeur de la somme et convergence d’un seul coup, en simplifiant [’expression de la

somme partielle. L’ équivalent qui précede est donc inutile.

1 n—1
9 a1 (1)

n—1

ok D’apres 1
1
Or Z ~; converge (série géométrique, 1/2 €] — 1,1]). Donc, par théoréme de comparaison,
k
Z aj, converge absolument donc converge
1 n—1 1 n—1
0 < L < 1
2
1 1
1 1
= -1 S Tor-1 < —2716
1 1
1 n—1 1 n—1
)T 6

!

1 n—1 1 n—1

‘Pourtoutk:)l,uk>0‘

Ainsi,

5) a) Soit p € N*. La fonction f, est continue sur [0, +o0].
Etude en 400 : 2 = ¢! —— 0, donc, d’apres 1,

t—+o00
) =1—(1—e )P ~pe!
+00
Or, d’apres le critere des exponentielles, / et dt converge (8 =1 > 0).
0

+00
Ainsi, par théoréeme de comparaison, / fp(t) dt converge absolument donc converge.
0

Pour p = 0, Iy converge (et vaut 0).

+oo
Pour tout entier naturel p, 'intégrale I, = / [p(t) dt est convergente.
0
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b) Soit p € N.
+00 +00
bn=L= [ hu@d— [ g0
+00
= [ hn0 - g
- / e P 4 (1 —e HP dt
= 1 —e 1l—e ") 4+1) dt
i ( (1—e)+1)
“+o0o
= / (1—e HPe tdt
0
Posons u =1 — e ¢, alors v/ = —(—e™"), donc (1 — e ")Pe™t = /P, et
(1 _ e—t)p+1 +oo 1
Ipi1n— I, = = — —
p+1 0 p+1
D’ou
I I, = L
p+1 p P 4 1
Savoir reconnaitre la forme u' f(u), voir plus simplement v'u®. Pas forcément au premier regard : ce serait
bien pratique que (—11/(1 —e ) =e " ? Testez!
.
c) D’apres la question 5b,
1
VkEN*, E:Ik_lk—l
Donc, la somme télescopique nous donne, comme n — 1 > 1,
-1 1 n—1
sum IE = sumkzllk — Ik;—l = In,1 — Io
+00
Or Ioz/ 0dt =0, donc
0
z_: 1_
= k
. * . 1 s .
6) a) Soit k € N*. La fonction ¢ — n est décroissante sur [k, k + 1] C]0, +o00[, donc

En intégrant, il vient

1 1
telkk+1 <=
KA L I e T

1 /k+1dt 1
k+1 >t Tk

<

| =

b) En sommant les encadrements précédents, entre 1 et n — 1, il vient

!

D’apres 5c¢
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7)

En décalant les indices dans I'inégalité de gauche, il vient, pour n > 3, =1+ I,,_1 < In(n — 1), et
I,.1 <1+4+In(n-1)

Cette inégalité est encore vraie pour n =2: fi(t) =1— (1 —e ") =¢e™*

, et
—+o00
11:/ etdt=1<1=1+1In(2-1)
0

Ainsi,

Inn< -1 <1l+1In(n-1)
| |

¢) Montrons que I,,_1 ~Inn :

m(n — 1) = In(n(1 - %))

=1In(n) +In(1 —1/n) Or In(1—-1/n) mO

=In(n) + o(1) ~Inn

Comment chercher; au brouillon, vous divisez par Inn dans l’encadrement, et remarquez que vous avez
besoin d’un équivalent de In(n — 1). Au brouillon toujours, vous vous lancez peut-étre dans le DL de
In(1 — 1/n), vous constatez que ¢a ne sert pas, et vous étes désormais prét a rédiger au propre le calcul.

Ainsi 'encadrement de la question précédente s’écrit, en divisant par Inn > 0,

<In_1< 1 +ln(n—1)

S lnn " Inn Inn

1 1 -1 I,
Or lim — =0et lim M = 1. Donc, par encadrement, lim — !
n—+oo Inn n—+oo  Inn n—+oo Inn

=1:

Soit m > 2. Pour tout ¢t > 0,

Variations de g, : Pour tout ¢ > 0,

g(t) = —(n = 1) (~(=In2)e 2) (1 - ety
— _(n _ 1)(111 2)67tln2(1 . eftln2)nfl

Or (n—1)(In2)e M2 >0, et e M2 <70 =1, don
gn(t) <0
Ainsi, g, est décroissante sur Ry :
Vk e [0,m—1], Vt € [k,k+1], gn(k+1) < gn(t) < gn(k)

Par croissance de 'intégrale,
k+1 k+1
Vk € [0,m — 1], gn(k‘—I—l):/ gn(k+1)dt</
k k
Comme gy, (k) = ag, en sommant '’encadrement s’écrit

m—1 —1

m m k+1
ZakzzakHéZ/k gn(t)dt < D> ay
k=1 k=0

k=0 k=0

Ainsi,

m m—1

Sa< [Cad<y a
k=1 0

k=0
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8) Comme g, (v) = fr—1(vIn2), effectuons le changement de variable v = vIn2 :

v=0=u=0
du = (In2) dv et
v=pF=u=/FIn2

Puis

B q 1 [ln2 q
| ato = o5 [ fuaw) au

9) D’apres la question 3b, Z ay, converge.

mln?2
D’apres la question 5a, I, converge, donc lim frn—1(u) du existe et vaut I,,_q.
m—+o0 Jo
m 1
Donc, d’apres la question 8, lim / gn(t) dt existe et vaut —1I,,_1.
m—+oo Jg In2
Donc on peut prendre la limite lorsque m — +oo dans ’encadrement, puisque ces différentes limites

existent :

1
—ap + Sn < In—l < Sn
In2

1
Ainsi, comme l'inégalité de gauche peut s’écrire S,, < ag + ﬁln,l,
n

1
—I, 1 < Sp<ag+ =11
In2
Puis, comme Inn > 0,
1 In—l Sn < ao ijn—l

N

nn Inn In2lnn
Or, d’apres 6¢, I,,_1 ~ Inn. Ainsi,

ao 1 In,1 o 1

. 1 Infl li +
im — = lim — 4+ — =
n—+oo In2 Inn nﬁl+oo Inn In2lnn In2
Sy, 1

Dong, par encadrement, lim — = — ¢
n—+oolnn  In2

t

Inn

Sn ™10

Exercice 3 (E3A MP 2017)

1) a) La fonction f:t— est continue donc continue par morceaux sur [0, +oo[, et positive.

(14 to)n
Etude en +o0o : Comme a > 0,

f(t)NtTa

+00
Or / o du converge (Riemann, na > n > 1). Donc, par théoréeme de comparaison,
1

+o0 1
/ ———— dt converge
0 (1 + ta)n

Q=

u
b) Appliquons le théoreme de changement de variable : La fonction ¢ : u () est €1, stricte-
n

ment croissante (1/a > 0) et bijective de ]0, 400 dans lui-méme.

D’apres le théoréme de changement de variable, les intégrales

—+00 1 ,
I, et /0 W@ (u) du
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sont de méme nature. Or I,, converge d’apres a), donc la seconde aussi.

1
1uat
De plus, comme, pour tout u > 0, ¢'(u) = -y —,
O na
+o0o /
ITL — / & du
o (1+@u))"
1 too  gyal
T ans / Ty du

Ici les bornes ne changent pas. Mais il faut vérifier plutot 2 fois qu’une !

En conclusion,

wo 1 +oo  gal
L’application f, : u — ————— est intégrable sur |0, +-00] et I, = —/ ———du

U\ "™ iy - . :
C) On peut aussi étudier g(u) = <1 + 7> — 1 —u, en dérivant jusqu’a disparition du —(1 4 u), et on trouve
n

le résultat.
.. . A AT s .. .. . *
Le (a+b)" peut faire penser au bindme de Newton, et c¢’est ce que nous allons utiliser ici. Soient n € N

et © > 0. D’apres la formule du bindéme,

(=) =2 ()G

k=0
U " (n u\*
=1+n— k(=
+nn + Z (k) <n>
k=2
>0
>1+u

Conclusion :

n
Vn € N*, Vu > 0, (1+u) >14u
n

n
1
d) Soient n € N* et u > 0. Comme (1 + u) > 1+ u > 0, par décroissance de x — — sur ]0, 00|
n T

(non, la fonction inverse n’est pas « décroissante » tout court, cf le graphe de y = — sur R*)
x

1 < 1
o STt

1
Or ua~! >0, donc

1
U«
Vn € N*, Vu > 0, <
n u fn(u) T a
2) Question de cours.
U n
lim (1 + ) =e"
n—-+00 n
3) a) Soit u €]0, o0 fixé.
u\" ul_ 1
D’apreés la question 2), lim (1 + ) =e" dou lim f,(u)= — ol
n—+00 n n—-+oo ev

Conclusion :
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10

10, 400[ = R
(fn) converge simplement vers f : -
ur—> ua e v
b) Appliquons le théoreme de convergence dominée.
Posons
11
U o
Yu € Ry, u) =
+ p(u) 1+u

Montrons que ¢ est intégrable sur Ry (donc sur R ) : elle est positive et continue par morceaux
sur [0, +oo[, et en 00

1 1
Or0<l<a,donc0< —<letdonc2——>2-1=1.
e !

+o0 1
Ainsi, / P du est convergente (Riemann, 2 — — > 1), et par théoréme de comparaison,
1 U a (0%

+oo
/ ©(u) du converge.
0

e Pour tout n € N*, f,, et f sont continues donc continues par morceaux sur R’jr.
e D’apres a), (f,) converge simplement vers f sur R .

e Hypothese de domination : ¢ : Ry — R est intégrable d’apres ci-dessus et, de plus, d’apres
1)d),

1
ua !

Vn € N* 20, < folu) <
neN" Vu>0 0 < fn(u) 5 u

Donc, d’apres le théoreme de convergence dominée, pour tout n f et f, sont intégrables sur R

et oo oo
lim fn(u) du = / lim f,(u)du
0

n—+oo Jo n—-+00

En remplagant, il vient

li +OO r L
Jm vy, —/0 f(u)du = <a>

1 oo 1
c) Dapres 1)b), I, = — /0 fn(u)du = —v,. Or I'(1/a) # 0, donc v, ~ I'(1/a). Conclusion :

Qamn o

1 1
o ()
an« «

FIN DE L’EPREUVE




