Lycée St Joseph Lundi 12 septembre 2022
Classe de PC

Epreuve de Mathématiques 1

Correction

Exercice 1 (Dérivées et primitives)
1)

(gof) =fxgof

2) Si a = —1, une primitive sur |0, +oo] est

Sinon, une primitive sur |0, +-00[ est

Vérifiez vos primitives ! Dérivez...

3) a) Pour tout z € I, [tan(x) = smix))
cos(x

1
b) La fonction cosinus ne s’annule par sur I, donc — est bien définie. Ainsi, la fonction tangente
cos
est €°° sur I comme produit de fonctions €°°. Pour tout x € I,

fan' (z) = cos(z) cos(x) — sin(x)(— sin(z))

cos?(x)
B 1
cos?(x)
Conclusion : |tan’ = —
cos
¢) Pour tout x € I,
1+ tan®(z) =1+ szﬂ
cos?(x)
cos?(z) + sin?(x)
- cos?(x)
B 1
 cos?(x)
= tan’(z)

d’apres la question précédente

Conclusion,

‘tan' =1+ tan?

Cette expression s’obtient aussi directement a partir de la premiére ligne de calcul de la question précédente :

2 s 2 2 s 2
, COs” +sin” Ccos” s~
tan’ = ———

cos? cos?  cos?
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d) On reconnait u', avec u = tan. Donc l'expression s’écrit u'u™, et la question est résolue. En maths, il faut
réfléchir avec un stylo et une feuille.
Soit n € N. Posons F': I — R définie par

Veel, F(x)= tan" ()

n—+1

Pour tout = € R,

Fl'(z) = g ((n+1) tan'(z) tan”(z)) = f(z)

Ainsi, F est une primitive de f sur [I.

.
Exercice 2 (E3A MP 2022)
5 . o N . g op . A 2ikm . P
Pour tout l’exercice : n’hésitez pas a tester pour n petit. Et il faut savoir pla(:efr‘wl =e n surle cercle trigonométrique.
1) L’expression « si et seulement si » est se formalise en une équivalence : elle se montre par double implication.

Comme |z|* = 2z,

|Z|:1:>|z|2:z2:1 Or z# 0 car sinon 22 =0#1
1
=z = - Toujours vérifier qu’on ne divise pas par 0!
z
_ 1
z

===z =1
z

= |z| =1 Tout est positif

Conclusion :

1
|z| =1 si, et seulement siz = —
z

2) Si k=0, r =0 convient.
On constate que r = n — k n’est pas dans le bon intervalle pour k = 0, donc qu’il faut traiter ce cas a part lors
de la rédaction au propre. Commencez par un brouillon.
Soit k € [1,n — 1]. D’apres 1, wk = % =w "
C’est la question 2 : peut-étre que la question 1 peut servir...

Comme w" = e?™ =1, wF =w" % Or

Doncr=n—k € [0,n — 1].

Conclusion :

‘Sik‘:O,r:O,Sinonr:n—k
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3) Somme :
1—-w"
Sp = Comme n > 2, w#1
1w
=0 Car w™ =1
n—1
Produit : P, = Hw = wlak=o*
k=0
n—1
n—1)n n—1)n n—1
Or A= Z k= u Si n est impair, ( ) =n est divisible par n, et
P 2 2 2
0
wA = (wn)nT_l =1
n—1)2
Sin est pair,n =2pet A= %znp—p, donc
wh = WP = WP = 62;7: =™ =1
Conclusion :
S, =0 et P,=(-1)"""
On peut aussi raisonner 4 l'aide des relations coefficients-racines : lorsqu’on développe (X — 1) ... (X — ap),

4)

on trouve, par récurrence sur n,

n

(X—o)..(X—ap)=X"—(a1 4+ Fa) X" Lo 4 (=17 H oy
k=1

Or le polynome X" — 1 a exactement pour racines, toutes simples, (1L, w, ... ,w
(X-DNX-w)...(X—w""H=X"-G§, X" ... (-1)"P, =X"—1
Commen >2, S, =0 et P, = (—=1)""1,

n
a) Posons Q = ZX’“. Pour tout z € R, x # 1,
k=0

Qla) = ——

La fonction = — Q(x) est polynomiale donc dérivable, et, pour tout x € R, = # 1,

f: kX! = P(a)
k=1
(et e —1) = @ - 1)
(z —1)?
_ (n+ 12" — (n4+1)2™ — 2" +1

(z —1)?
nz"t — (n+ 1)2" + 1
- (z —1)?

Conclusion :

nz" — (n+1)2™ +1
(-1

vz € R\{1}, P(z)=
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b) Soit k € [1,n — 1]. D’apres 4a,

n(w"tHF — (n 4+ Dw™ 41
(W 17

Conwh—(n+1)+1

(W)

n(wh —1)

ke

P(w*) =

Car w" =1

Conclusion :

Yk € [1,n — 1], P(wk) S

c) Les racines de X™ — 1 sont exactement les w* avec k € [0,n — 1], toutes de multiplicité 1. Donc
n—1
X'—1=][(x-uwh
k=0
X" -1
Deplus1+X +---+ X" 1 = , donc
X -1
n n—1
Yo xF=]](x-uwh
k=0 k=1
En évaluant en X =1, il vient
n—1
H (1 — wk) =n
k=1

Exercice 3 (E3A PC 2019)

1
1) | La série de Riemann Z — converge si et seulement si o > 1
n

2) a) Soit p € N*.

If ; Xp: 1
Sp+1 — Sp = -
otk Sntk
1
=——>0
n+p+1

Ainsi

(sp) est croissante

1 1
La série (sp) est de terme général uy = —— ~ —
n

1
R Or Z % diverge (1, Riemann o =1 : la série

harmonique).
Donc, par théoreme de comparaison des séries a termes positifs,

La série (sp) est divergente

b) Comme (s)) est croissante et divergente, le théoreme de la limite monotone nous donne lirJ]rn sp =
p——+00
+00.

Par définition de la limite,
VA>0, Ipo € N/ Vp > po, sp > A

Avec A = 2, il vient,
3po € N/ Vp > po, sp=22>1

Ainsi,
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p
1
Il existe p € N* tel que s :E —>1
p 4 p k:0n+k

3) Soit n € N*. Par construction, p, > 0, donc a,, = n : par minoration,

‘ La suite (an)nen+ est divergente de limite +oo

4) o Soit n > 2.

1 1
Pour tout k € [1,n — 1], —— < —. Donc
n+k n

=1 1 n-1_
n+k n n

k=0

o Montrons par récurrence que la propriété :

2n—2 1
Ho: > >1
kzon—i—k
est vraie pour tout n > 2.
4-2
1 1 1 1 1 1 1
'y e — s p 4> 4=l
¢ Hp ,§)2+k 3ty tity
2n—2 1
e H, = Hpy1 : Supposons H,, vraie : Zi>1
—n T il " e ntk T
2n 1 2n+1 1
k:0n+1+k‘ k:1n+kz
3 %*:Z Ly, 1t 1. 1
B k:1n+k: 3n—1 3n 3n+1
B %*:Z 1 L, 1o 1
N k:0n+k: n 3n—1 3n 3n+1
Or
1 1 1 1 -3+1 n+1+4+3n-1
B T T Ty R T +(3n—1)(3n+1)
-2, _6n
3n 9n2-—1
~ —2(9n* — 1)+ 6n x 3n
B 3n(9n2 — 1)
_ —18n% + 2+ 18n?
 3n(9n2 —1)
2
=———>0
3n(9n2—1)>
2n 1 2n—2 1
Donc _ > — H est vraie.
I;)n—i—l—i—k: ];n—i-k il
2n—2 1
e Conclusion : |Vn >0 >1
kz:%n—l—k
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P
5) Soit n € N*. Par définition, p,, est le plus petit entier strictement positif tel que sp, = Z iy > 1.
n
k=0

6)

7)

8)

D’apres 2a, (sp) est croissante, et d’apres 4, s,—1 < 1. Donc p, >n — 1.
D’apres 4, sop—2 > 1, donc par minimalité de p,, p, < 2n — 2. Ainsi

2n—1<ap=n+p, <3n—2

1 2
Puis 2 — — < up, <3 — —. En passant a la limite dans ’encadrement, il vient
n n

Si la suite (uy,) converge vers une limite ¢, alors £ € [2, 3] ‘

Soit n € N*. Par construction de p, au 2b, 1 <'s,, :

1 1 1
1< —+ + et —
n n+1 an

De plus, p,, est le plus petit p vérifiant cette inégalité, donc p, —1 ne la vérifie pas : 1 > sp,, 1. Comme
1

Spn = Spp—1+ = Sp,—1 + —, il vient 5, <1+ —:

Pn pn—1 n+pn pn—1 an p an
1 1 1 1
— +oo =<1+ —
n n+1 an an

Conclusion : pour tout entier naturel non nul n :

1 1 1 1
1< —+ +ooot+ =<1+ —
n n+1 Q, an
Soit n € N*. D’apres 6,
1 1 1
1—-—-< +-o+—
n n-+1 an

1
Par décroissance de t — n sur l'intervalle R,

1 1
vk € [0,p, — 1], Vt € k k+1 —— < -<
10 pn = 1] ket k4l T S TS AT
n+k+1 1 n+k+1 Jq¢ n+k+1 1
=Yk € [0,p, — 1], / ———dt < / — < / dt (croissance de /)
ntk n+k+1 n+k t n+k n—+k
pn—1 pn—1
1 ntpn dt 1
— Z — < / — < (en sommant les inégalités)
mntk+1l Syt gtk
L R K A=
DR S oF
Conclusion : pour tout entier naturel non nul n :
1 1 1 an dt 1 1
1--< +-~-+f§/ — <=+ F <1
n n+1 ay, n t n a, — 1

L’avantage des intégrales sur les séries, c’est qu’il existe des primitive : une intégrale de fonctions usuelles peut
souvent se calculer simplement.

Comme 0 < n < ay,

[ = g

= In(a,) — In(n)

-+ (%)

= In(uy)



DST

De plus lim 1 — — =1, donc par encadrement
n—-+oo n

liIJIr1 In(uy) existe et vaut 1.
n——+0oo
Par continuité de ’exponentielle, il vient

‘ La suite (uy) converge vers e ‘

Exercice 4 (E3A MP 2018)

1) Soit f:x+ x+In(1 — ). La fonction f est définie si In(1 — ) 'est, donc pour = €] — oo, 1].
Elle est €, et

Vo €] — o0, 1], fl(z)=1- LR S A

x
1—2 1—2 1-2z
D’ou le tableau de variations :
T | —00 0 1
f'(z) + 0 -
0
f(x) - 0
Conclusion :
‘Le domaine definition de f est | — oo, 1[, et f <0 ‘
22
Comme In(1 —z) = —z — 5 + o(z?),

22
r+In(l—x)= - + o(x?)

2) Comme u,, = f(1/n), d’apres 1,

‘u1>0 et Vn>1, un<0‘

3) D’apres le développement limité obtenu a la question 1,

1

Un| ~ 5

2n?2

1
Or, d’apres Riemann, Z — est convergente (a =2 > 1), d’ou, par théoréeme de comparaison des
n

séries a termes positifs, E up converge absolument. Ainsi,

La série E U, est convergente
n=1

4) La fonction est € et

veel0,1,  fl)=1-— ="

Ce qui nous donne le tableau de variations suivant :
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T 0 1
flx)| o +
1—-In2
/
0 /

5) De méme qu’en 3, on effectue un développement limité :

vn:1—<1—1+o(nl?)> Lol

n  2n2 o2n? n2

1
Comme E —5 converge (Riemann), par théoréme de comparaison E vy, est absolument convergente,
n

donc
La série Z vy, est convergente
n=1
n+1 n—1 .
6) Pour n > 2, v, — u, = —In( ) — In( ) =2In(n) —In(n + 1) — In(n — 1). Ainsi, pour N > 3,
n n
comme v1 =1 —1In 2,
N N
Z(vn —Up) =1 —up + Z 2In(n) —In(n+1) —In(n — 1)
n=1 n=2
N N N
= —ln2—|—221n(n) — Zln(n—l—l) - Zln(n— 1)
n=2 n=2
N N+1 N-1
=—In2+2) In(n) Zln — > In(n)
n=2 = n=1
:—ln2—|—2(ln()+ln]\7) In(N) —In(N + 1) — In(2)
1
=|—-In(1+ —
n(1l+ N)
7) Les suites Z vy, €t Zun sont adjacentes :
e D’apres la question 6, leur différence tend vers 0;
N
e D’apres la question 2, u,, < 0 pour n > 2, donc ( Z uy,) est décroissante.
n=1
N
e Pour tout n > 1, v, = f(n) > 0 d’apres la question 4, donc (Z vy,) est croissante.
n=1
Ainsi, d’apres le théoréeme des suites adjacentes,
N N
Les suites Z NeN* et Z un Nen+ sont convergentes vers une méme limite.
n=1 n=1
N
8) Comme ugy < 0, u; =1 et (Z Un)Nen+ décroissante, il vient v < 1.
n=1
N
De méme, (Z Un)Nen+ Croissante et v1 =1 —1n2 > 0.
n=1

Ainsi,
€]0,1]
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9) a) Soit k € [2,n]. La fonction ¢ — n étant décroissante sur [k, k+1] et [k — 1, k| (intervalles de R? ),
1 1 1 1
Vte lk,k+1 -< = t Vie k—1,k, —<-
clhk+l, ;<p e Veelk-LK, ;<
Par croissance de 'intégrale,
/k+1 dt 1 /k dt
k t k k—1 t
S . - 2dt 1
b) L’inégalité de gauche de la question précédente est encore valable pour k =1 : I < T En
1
sommant les inégalités de gauche entre k =1 et k = n, il vient
n+1 dt n k+1 dt "1
A A A
En sommant les inégalités de droite entre k = 2 et k = n, il vient
n 1 n
h,=1 - <1 —
n=1+ kZ C <1 /1
=2
T dt
Comme, pour z > 0, / - = Int]{ =Inz,
1
’1n(n+1) < hy < 1+ln(n)‘
10) ERRATUM. Soit n € N*.
fo+1 — fn=hpny1 —In(n+1) — hy, + In(n)
1 n n n+1-1 1
= 1 0O = =1-
n+1+n(n+1) rn—i—l n+1 n+1
=Up+1 <0 D’apres la question 2, pour n > 2

11)

Conclusion :

’ La suite (fy)nen+ est décroissante

Variations puis convergence : essayer d’appliquer le TLM doit étre un réflexe.

D’apres la question 9,
Vn € N* fn="hn—In(n) >In(n+1) —In(n) >0

Donc (f,) est décroissante (question 10) majorée par 0 : d’apres le théoréme de la limite monotone,
elle est convergente.
De plus, d’apres 10, fr+1 — fn = uy, pour tout n € N*. Donc, en sommant,

y N n B n—1
n € N7, Zuk—m—i—kaH—
k=1 k=1
=14+ fn— N somme télescopique

:fn

Finalement, d’apres la question 8,

‘La suite (f)nen+ est convergente et de limite
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12) Soit r un entier naturel > 1.

10

a) La fonction est décroissante (r > 0) de limites +00 en 0 et 0 en +oo.

f(x)

b) Soit a un nombre réel > 0.
i) Soit X > a. Comme r # 1,

/det— ]t ( 1 1)
a S -r4+1] 1 \XT1 gl

a

1
ii) Commer>1,r—1>0et lim —— =0. Ainsi,
X oo X771

I(a) existe et vaut

c) i) Soit e =inf{l —a,b—{¢}. Ainsie > 0 et
O<a</l—-e<l<l+e<b
Par définition de la limite,
AN eN/Vn> N, |n"(wpy1 —wy) —¥ <e

Conclusion :

AN >2/Vn>N, a<n (w1 —wn) <D

ii) Soit n > N. Pour tout k > N, d’apres i,

a b
?gwk+1_wk<ﬁ

Comme N > 2, [N — 1, +o00o[C R’.. Par décroissance de ¢t — t~" sur R,

1 1 1

Par croissance de l'intégrale,

1 k+1 1 1
VE> N -1, 7</ —dt < —
k
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11

iii)

1 k+1 1
OrvVk>N-1, W < / m dt peut s’écrire, en décalant les indices,
k

1 ko1
Vk > N, 7</ —dt
kr E_1 tr

D’ou ’encadrement,

k+1 1 1 k 1
Vk > N, / —dt<—</ — dt
k tr k" E—1 t"

Comme a > 0 et b > 0, il vient donc

k+11 a b k 1

En sommant de £k = N a k = n, les termes centraux se télescopent et il vient

nt+l qt nodt
a/N ?éwnﬂ—wz\/éb/]v_l?

Comme EIE wy, =0, et que I(N —1) et I(IV) existent, passons a la limite lorsque n — 400 :
n o

al(N) < —wny < bI(N —1)

Puis

|—bI(N — 1) <wy < —al(N)|

1
r— (N —1)y1

D’apres 12b, I(N et ([N —1)=

G

Par conséquent ’encadrement de la question iii nous donne —b

< <
r— (N _1)—1 SN

1 N
_GW d ou

Nr—l . 1
_b(r —1)(N —1)r-1 <N wn < _a(r ) ou encore

1 Nrfl
_

a< —(r—1)N wNébW,

€ €
Soit € > 0, en prenant a = £ — 3 et b=/(+ 3 et en remarquant que les résultats du ii. et iii.

sont encore valables pour tout n > N (et pas seulement pour V).

5 1 e, nt
Onadochn}N:€—§g—(r—l)n“ wné(ﬁ—l—i)m.
Comme lim (5—1—5) e 0+ S, il existe N’ € N* tel que Vn > N
———— = - X > :
nrtsot T2 (n — 1)1 2 a
€ n—1 E €
(£+§)W<£+§+5:£+€et donc
/ € r—1 € n' !
Vn > max(N, N') :£—§<—(7‘—1)n wn<(€+§)(n_1)T_1 <l+e.
: : r—1 —
Conclusion ;| lim n" " w, =
n—+o0o r—1

Oui avec , par exemple, les sommations de relations de comparaisons : Si (n" (wp41 — wy))

1
tend vers 0 alors lorsque n tend vers U'infini : wy,+1 — wy, = 0(7) et comme — > 0, on peut
n n

+oo +o00
1
appliquer les S.R.C. dans le cas convergeant : Z(Wk+1 —wg) = 0( Z ﬁ) d’ou 0 —w, =
k=n k=n
0(? ﬁ) et par comparaison série-intégrale classique (& refaire) : kz: e I(n).
=n =n

Conclusion : ‘Le résultat est encore vrai si £ = 0‘
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13)

12

Conclusion : Z

Analyse :

a
On veut f, — v ~ — soit n'(f, — ) — a. Il suffirait que n?(w,1 — w,) converge avec wy, = v — fn
n

(et non w, = f,, — car on a vu au (c) que wy, < 0).

Synthese :

Posons w, =v— f, ,on a:

P2 nst = wn) =120~ st =7+ fa) = (= I+ 1)~ In(r)

1 1 1
2
= (_ﬁ 51 +1In(n) + In(1 4+ ﬁ) —1In(n))
1 1 1 1 1 1 1 1
— 2 21— 4 — il - il — 2 il -
ntoo { n(l n + n? +O(n2)) + n  2n? +O(n2)} n—-+00 (2n2 +O(n2)) noteo 2 0
1 -1 1
On applique le 12. avec r =2 et £ = 3 : 1151_1 nw, = 5 21 =3
n—+4o0o —

S 1 1 1

On en déduit que n(y — fp) et o(1) ,donc v — fr, = — hyp +In(n) e "om T O(ﬁ) , on

peut conclure.

"1 1 1
T e Ooln(n)—i—v—k%—ko(ﬁ)

k=1

FIN DE L’EPREUVE



