Lycée St Joseph Lundi 7 septembre 2020
Classe de PC

Epreuve de Mathématiques 1

Correction

Exercice 1

1) 1 faut toujours vérifier que a et b commutent : ici ce sont des complezes, donc c’est le cas.

(a+b)" = i <Z> akprk

k=0

Ayez des moyens de vérification :
e Testez pour n petit : pour n = 1, est-ce que votre formule donne bien

(a+b)l=a+b

Pour n = 2, est-ce que vous retrouvez 'identité remarquable :

(a+0)* = a® + 2ab + b*

e D’ailleurs, a partir du moment ol vous connaissez cette identité (n = 2), vous connaissez la
formule du binéme :

o Pour n =2, il y a 3 termes dans la somme.

Dans le cas général, il y a |n + 1 termes |, i.e. votre somme commence a k = 0.

o Pour n = 2, la somme des degré en a et b est toujours 2 (24+0=1+1=0+2=2).

Dans le cas général, la somme des degrés doit faire n : ‘k: +n—k=n|
2b0 Ob2

o On commence a a“b” et on finit & a

a a'b™.

, dans le cas général la somme commence & a™b° et finit

o Iy a un coefficient binomial (le « 2 ») ... comme le nom de la formule 'indique.
0 2 2 0 0 0
2) a) Lecalcul nousdonne B=A—-3I3=| 1 0 0|,B*=[0 2 2 |etB*=0.
-1 0 0 0 -2 -2

b) Pour tout entier k > 3, B¥ = B3B*=3 = 0.B*3 = 0.
3) A =3I3+ B. Or I3 et B commutent, donc on peut écrire la formule du binéme de Newton : pour
tout entier n > 2,

(Z) 3n_kI§L_kBk

Cﬁw*ﬁk (BF =05sik > 3)

I
NE

k=0

Il
]~

k

k=0

1
Wh+ny43+méz)

n n(n —1) 2)
A" =3" (1 -B+—*B
(3+3 TR

3n—2B2

Sin =0, A’ = I3, la formule est vraie; et si n = 1, on retrouve aussi la bonne formule, puisque le
terme en n(n — 1) s’annule.
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4) a) Comme

Un+1 3uy, + 2v, + 2w, 3 2 2 Unp
Xpt1=| Vnt1 | = Up, + vy, = 1 30 Un,
Wnt1 —Un + 3wy, -1 0 3 Wp,
la relation de récurrence est la suivante : X,,11 = AX,,.
Montrons par récurrence que la propriété :
H,: X,=A"X,
est vraie pour tout n > 0.
e My : est vraie par hypothese : AV =,
e H, = Hpy1 : Supposons H,, vraie.
X1 = AX, (relation ci-dessus)
= A(A" X)) (Hn)
= A" X,
Donc H, 41 est vraie.
e Conclusion : |Vn >0, X, = A”Xo‘
b) Pour tout n € N,
n n n TL(?’L — 1) 2
X, = A"Xy=3"(Is+-B+—=B*) Xy
3 18
Uy, n n(n—1) 2+ 2n/3
Donc | v, | = 3" <X0 + gBXo + 18BQXO) =3"|1+2n/3+n(n—-1)/9
wp, —2n/3 —n(n—1)/9

Ainsi
e u, =3"(2+2n/3) et a pour limite +00;
e v, =3"(1+2n/3+n(n—1)/9) et a pour limite +00;
o w, =3"(—2n/3 —n(n—1)/9) et a pour limite —oo.
Exercice 2 (Sommes géométriques)
1) 1l faut distinguer le cas lZE—#ll et lx—:H Vérification : on ne divise pas par Q.

1— xn—‘rl

Var;él, Z(]}kzi
k=0

1—=x

n
Sixz=1, Zxk:n—l—l.
k=0

2) La série converge si et seulement si , ie. x €] —1,1].

Vo €] —1,1], ¥ = —
P 1—=x

INT _NT

3) a) Soit n € N. Remarquons que @@ = ¢(1+7)

" Posons

q= 6(1+i)m

(1+i)nz nT T Jone

Alors, pour tout n € N, ¢" =e¢ =e

R(q") = cos(nx)e™ = uy,
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n
b) Siz =0, u, = 1 pour tout n, donc Zuk =n+1.
k=0
Désormais x # 0, donc |g| # 1, et par conséquent q # 1.

n
Commengcons par trouver une expression sans sommation de E q~.

k=0
n . 1— qn—i-l
Zq 1=
k=0 1
1 _ (i) (nt )z
= 1 cleez Ici, l’angle moitié ne donne rien

B (1 _ efizexxl _ e(1+i)(n+1)x)
- (1 _ e—ixen)(l _ eixezv)
1 — IHD)(ntl)z _ —izoz _ —inz,(nt2)z

1 —2cos(z)e* + e2*

donc, quantité conjugué

Puis, en passant a la partie réelle :

Z w — 1 — cos((n + 1)z)e™D — cos(z)e* — cos(nx)e"+2)®
* 1 — 2cos(z)e” + e2*

Exercice 3 (Dérivées et primitives)

1)

(gof)' =1 xg'of

2) Si @ = —1, une primitive sur ]0, +o0[ est

Sinon, une primitive sur ]0, +-o00[ est

Vérifiez vos primitives ! Dérivez...

3) a) Pour tout x € I, [tan(x) = sin(z)

cos(z)

1
b) La fonction cosinus ne s’annule par sur I, donc — est bien définie. Ainsi, la fonction tangente
cos
est €°° sur I comme produit de fonctions €. Pour tout = € I,
cos(x) cos(x) — sin(z)(— sin(x))
cos? ()

tan’(z) =

1
cos?(x)

. !
Conclusion : [tan’ =

cos?

c) Pour tout z € I,

2
14 tan?(z) = 1+ sin’ ()

cos?(x)
_ cos®(z) + sin?(z)
cos?(x)
1
cos?(x)

= tan’(z) d’apres la question précédente
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d)

Conclusion,

tan’ = 1 + tan?

Cette expression s’obtient aussi directement a partir de la premiére ligne de calcul de la question précédente :

' cos? + sin? Cos” sin?
tan' = ——— = 5 T 5 =
cos” Cos cos

PN / . ) ) . 9 . /I n op . aor
On reconnait u', si on note u = tan. Donc Uexpression s’écrit u'u'. Donc on sait faire : en maths, il faut
réfiéchir avec un stylo et une feuille.

Soit n € N. Posons F' : I — R définie par

1
Veel, F(x)= T tan" ™! (2)
n

Pour tout z € R,
Fl(z) = ] ((n+ 1) tan'(z) tan"(z)) = f(z)

Ainsi, F' est une primitive de f sur I.

Exercice 4 (ATS 2019)

1)

a)

)

Pour tout ¢ € R,

Conclusion :

‘ ch est paire et sh est impaire ‘

b) La fonction exponentielle est € sur R, donc, comme combinaison linéaire d’exponentielles,

‘ Les fonctions ch et sh sont dérivables sur R ‘

Pour tout ¢ € R,

t_ ot 4 et

hlt :76 € h/t :76

()= /() = <L
=sh (¢) = ch (t)

Conclusion :

‘ch’:sh et sh’:ch‘

La fonction f est dérivable sur R et
Vt € R, J'(t) =2sh (t)ch(t) —2ch(t)sh(t) =0
Donc f est une fonction constante :
vVt € R, ft)=f(0)=1

Ainsi,

VteR, (cht)®>—(sht)*=1

Cette formule peut aussi se retrouver en écrivant ch et sh a l'aide d’exponentielles et en développant

l’expression.
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2) Tableaux de variations des fonctions ch et sh :
el +et

Pour tout t € R, sh’(t) = ch (t) = —y > 0.

T —00 0 400

e sh(0)=0
ol sh'(x) + +
O o o0 o~
e—t Y /
o Sh(t) ~_50 —7m—00 sh /0
—00

, . . . /
Désormais nous connaissons le signe de ch’ = sh sur R :

T —00 0 +00

e ch(0)=1

ol ch’(z) - 0 +
e ch(t) ~yoo 5 —— +00

2 t—+oo 400 400

—t
e ch (t) ~_oo 67 t—>——oo> +00 ch \ /

1

3) a) La fonction sh est continue sur Iintervalle R, et strictement croissante. De plus 1 appartient &

I'intervalle image : 1 €] — 0o, +00].

Donc, d’apres le théoreme de la bijection,

‘ L’équation sh ¢ = 1 d’inconnue ¢ admet une unique solution réelle

—

e —€

b) Par définition, sh (a) = 5

= 1. En multipliant par 2e%, il vient
2 — 1 = 2

D’ou

22— 2:-1=0

c) Résolvons : A =4 4 4 = 8, donc les solutions de z° — 2z — 1 = 0 sont

242V2 5

= et 1—-vV2<0

Or z=e® > 0, donc z = 1 4+ v/2 (qui est bien positif), et

a=In(1+V?2)

d) Comme V2<15<e—1,1<1++2 < e, puis par croissance du In,

0<a<1

4) Comme ch? —sh? =1, il vient

Or ch > 0, donc




