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SESSION 2024 PC1M

CONCOURS
COMMUN

EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE PC

MATHEMATIQUES

Durée : 4 heures

N.B. : le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la rédaction.
Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

RAPPEL DES CONSIGNES

« Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non effagable pour la rédaction de votre composition ; d’autres
couleurs, excepté le vert, bleu clair ou turquoise, peuvent étre utilisées, mais exclusivement pour les schémas
et la mise en évidence des résultats.

o Ne pas utiliser de correcteur.

« Ecrire le mot FIN & la fin de votre composition.

Les calculatrices sont interdites.

Le sujet est composé de trois exercices indépendants.
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EXERCICE 1

Racine cubique d’une matrice

Présentation générale

Dans tout I'exercice, on considére un entier n € N* .

On dit qu’une matrice A € M,(R) admet une racine cubique s'il existe B € M, (R) telle que A = B> . Dans
ce cas, on dit que B est une racine cubique de A.

Partie | - Etude d’un exemple

Dans cette partie, on considére la matrice :

4 -12
A:(_l S)GMZ(R).

Nous allons déterminer toutes les racines cubiques de la matrice A .

Q1. Justifier qu’il existe une matrice inversible P € M,(R), qu’il n’est pas nécessaire de déterminer
explicitement, telle que A = PDP~! avec :

1 0
D=(0 S)EMQ(R).

Q2. Montrer qu'une matrice B € M,(R) est une racine cubique de A si et seulement si A = P~! BP est
une racine cubique de D.

Q3. Soit A € My(R) une racine cubique de D. Montrer que les matrices D et A commutent, puis en
déduire que la matrice A est diagonale.

Q4. Déterminer 'ensemble des racines cubiques de D, puis 'ensemble des racines cubiques de A .
On pourra se contenter de décrire ce dernier ensemble en fonction de P et de A.

Partie Il - Dans un plan euclidien

Dans cette partie, on considére un plan euclidien orienté E muni d’'une base orthonormée directe 8. On
fixe également un réel 0 € R et on note :

B (cos(@) — sin(6)

= sin(9) cos(@))EMZ(R)'

Q5. AQuelle est la nature de 'endomorphisme u € £L(E) dont la matrice dans la base B est M ?
Q6. En déduire une racine cubique de la matrice M .

Q7. Soit N € My(R) une matrice orthogonale de déterminant —1. Montrer que N admet une racine
cubique.
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Partie lll - Racines cubiques et diagonalisation

Dans toute cette partie, on considére une matrice diagonalisable A € M,(R). On note 1;,...,4; € R les
valeurs propres deux a deux distinctes de la matrice A .

lll.1 - Existence d’une racine cubique polynomiale

Q8. Soient 1€ R et p e N*. Déterminer une racine cubique de la matrice :

0 .o

Hy() = e M,(R).
O
0 -~ 0 2

Q9. Déduire de la question précédente que la matrice A admet une racine cubique. On pourra re-
marquer que A est semblable a une matrice diagonale par blocs ou les blocs sur la diagonale
sont de la forme H,(1) avec (p, 1) € N* x R.

lll.2 - Réduction d’une racine cubique

Dans cette sous-partie, on suppose de plus que la matrice A est inversible et on considére le polynéme :
d
ox) = [ | (X* - ).
k=1

Q10. Montrer que les nombres 1i,...,1; sont non nuls.

Q11. Soit 1 € C* que 'on écrit sous la forme 1 = pe” avec p > 0 et § € R . Montrer que I'équation z° = 1
d’'inconnue z € C admet exactement trois solutions.

Q12. En déduire que le polynbme Q est scindé a racines simples sur C.

Q13. Déduire des questions précédentes que si B est une racine cubique de A, alors la matrice B est
diagonalisable dans M,,(C).
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EXERCICE 2

La fonction In(I')

Présentation générale

Dans cet exercice, on souhaite déterminer les fonctions f : 10, +co[— R vérifiant :

(i) la fonction f est de classe C',

(i) pour tout x € 10, +oo[,0na f(x+ 1) — f(x) = In(x),
(iii) la fonction f” est croissante,
(iv) la fonction f s’annule en 1, c’est-a-dire f(1) = 0.

Dans la suite, on note (C) 'ensemble de ces quatre conditions.

Partie | - Existence de la solution du probléme étudié

Dans cette partie, on construit une fonction vérifiant les conditions de (C).
Pour tout n € N*, on définit la fonction u,, : 10, +co[— R par :

1
Vx €10, +00[,  uy(x) = xln(l + —)—m(l + f).
n n

Q14. Montrer que la série de fonctions Z u, converge simplement sur ]0, +oo[ .

n>1

Dans tout le reste de cet exercice, on note ¢ : 10, +oo[— R la fonction définie par :

Vx €10, +c0, ¢(x) = —In(x) + Z Un(X) .

n=1

Q15. Justifier que (u,)nen €St une suite de fonctions de classe C' sur 0, +co[ , puis montrer qu’il existe
une suite (g,)qen+ telle que la série Z &, converge absolument et que :
nx1
X
n(n + x)

V(n, x) € N*X 10, +oo,  u,(x) = ‘e

Q16. En déduire que la série de fonctions Z u, converge normalement sur tout segment [a, b] inclus
n>1

dans ]0, +oo[ .

Q17. Montrer que la fonction ¢ vérifie les conditions de (C).
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Partie Il - Unicité de la solution

Dans cette partie, on montre que ¢ est 'unique fonction vérifiant les conditions de (C). On considére
une fonction g : 10, +co[— R vérifiant les conditions de (C) etonpose h=¢ —g.

Les questions Q18 et Q19 sont indépendantes.
Q18. Montrer que pour tout x >0, ona h(x+1) = h(x) et ' (x+ 1) = h'(x).

Q19. Soient x € 10, 1] et p € N*. Montrer successivement que :
’ ’ ’ / ’ 4 ’ ’ 1
e(p)-gd+p<hx+p <¢d+p-g(p), w(p)—g(1+p)=h(p)—l—j-

En déduire que :
W (x+ p)— I (p)| <

< -

Q20. Déduire des deux questions précédentes que la fonction 4’ est constante sur 10, +oo[ .

Q21. Conclure que ¢ = g.

Partie lll - La formule de duplication

Dans cette partie, on considére la fonction i : 10, +oo[— R définie par :

5|~ 5 .

2

A TR L MU

Q22. Montrer que pour tout N € N*, on a la relation :

- (ZN: u(1)] JNTT (VW) |

2] 7 2N 11 2N

n=1

Q23. Déduire de la question précédente et de la formule de Stirling que (1) =0.
Q24. Montrer que pour tout x € 10, +co[, 0n a:

x+1
2

X

(x - 1)1n(2)+go(—)+g0(

1
> ) = p(x) + 3 In(7) .
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EXERCICE 3

Temps d’attente avant une collision

Présentation générale

On considére un entier n € N*. On dispose d’'une urne contenant n boules numérotées par les entiers
de 1 a n. On procéde a une succession de tirages avec remise dans cette urne. On s’intéresse au
nombre de tirages nécessaires pour tirer pour la seconde fois une boule déja tirée auparavant.

Pour modéliser cette situation, on se place sur un espace probabilisé (Q, A, P) et on considére une
suite (X;)ren+ de variables aléatoires réelles indépendantes de loi uniforme sur [1,n]. On considére la
variable aléatoire T, définie de la fagon suivante :

T,=min{je[2,n+1]|ie[l,j-11, X;=X;}.
Par exemple, si on suppose que n = 4 et que I'événement :
Xi=DNX=3)NnX3=2)N X4 =3)N (X5 =4)

est réalisé, alors on a T, = 4, car c'est au quatrieme tirage que pour la premiére fois réapparait un
résultat déja obtenu.

L'objectif de cet exercice est de déterminer un équivalent de I'espérance de la variable aléatoire T,
lorsque n — +co.

Partie | - Une expression de I'’espérance de T,

Q25. Déterminer les valeurs prises par la variable aléatoire T, .
Dans la suite de cette partie, on considére un entier k € [1, n] et la variable aléatoire Z = (X1, ..., Xy).
Q26. Justifier que Z suit la loi uniforme sur [1,n].

Q27. Dans cette question, on considére I'événement :
A={@ai,....,m) € [1,n]* | les éléments aj, ..., a; sont deux a deux distincts}.

Exprimer le cardinal de A en fonction de n et de k, puis en déduire que :

n! 1
(n—k)!' nk’

P(T,>k)y=P(ZcA)=

On remarque que le résultat de la question précédente est encore valable pour k = 0.

Q28. Justifier que la variable aléatoire T, est d’espérance finie et que I'on a:

S~ a1
E(T,) = —.
; (n-=06!nt
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Partie Il - Une expression intégrale de I'espérance

Dans cette partie, on détermine une expression de I'espérance de T, sous la forme d’une intégrale.

—+00
Ik:f e 'dr.
0

Q29. Soit k € N. Montrer que l'intégrale I; est convergente.

Pour tout k € N, on considére l'intégrale :

Q30. Montrer que pourtoutk e N,ona I, = k!.

n

+00 £\ »
E(T, = (1 + —) e 'dr.
0 n

+00 n
Q31. En déduire que I'intégrale f (1 + £) e~ dr converge, puis que :
0

Partie lll - Un équivalent de I'espérance

Dans cette partie, on détermine un équivalent de I'intégrale obtenue a la question Q31 lorsque n — +oo.
Pour tout entier n € N*, on considére les intégrales :

n F\n +00 £\7
In:f (1+—) e’'dr et J,,:f (1+—) e 'dr.
0 n n n

Les résultats de la partie précédente impliquent la convergence de ces deux intégrales.
l1l.1 - Etude de la suite (J,,)nen-

Q32. Soit n € N*. En utilisant un changement de variable, établir que :

o +00 P\? _
J,=¢€ (2 + —) e Vdv.
0 n

Q33. Montrer que la suite (K,),cn+ définie par :

+00 " n
V¥n e N¥, Kn:f (1+—) eVdv
0 2n

est bornée. On pourra utiliser librement I'inégalité 1 + x < e valable pour tout x e R.

Q34. En déduire que la suite (J,),en+ converge et préciser sa limite .
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l11.2 - Etude de la suite (I,,)en

Dans cette sous-partie, on définit la fonction f,, : 10, +oo[— R par :

(1+L) eV gi u< vn
Yu €10,+00[, fo(u) = \n

0 si u> Vn.

Q35. Montrer que :
\/ﬁ u n +00
I, = \/ﬁf (1 +—) e Vigy = \/ﬁf () dus.
0 vn 0

Q36. Montrer que pour tout u € 10, V[, on a I'égalité :

(_l)k—l I/tk

-
ki

In(fu(w) =
k=2

Q37. En déduire que pour tout u € 10, V[, on a les inégalités :

2

3 2
MMW+%

u u
< m s In(fu(u)) < 6

—u?/2

Q38. Justifier que la fonction u — e est intégrable sur [0, +oo[ , puis établir que :

+00 +00 )
lim (f fu(u) du) = f e /?du.
=+ Jo 0

I11.3 - Conclusion

+00
Q39. En admettant que f e /2 du = \/g déterminer un équivalent de E(T},) lorsque n — +o .
0

FIN
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CONCOURS COMMUN INP

RAPPORT DE L’EPREUVE ECRITE DE MATHEMATIQUES

1/ PRESENTATION DU SUJET

Le sujet était composé de trois exercices totalement indépendants. Le premier exercice introduisait la
notion de racine cubique d’'une matrice et étudiait quelques-unes de ses propriétés. Le second exercice
permettait de démontrer une caractérisation du logarithme de la fonction gamma d’Euler, puis de I'exploiter
pour établir la formule de duplication. Le troisiéme exercice concernait I'étude du temps d’attente avant
une collision lors d’'une succession de tirages avec remises dans une urne.

Le sujet avait pour objectif d'évaluer les candidats sur une vaste partie du programme des deux années
de classe préparatoire ainsi que sur les six grandes compétences exposées dans le programme de la
filiere PC. L'indépendance des trois exercices avait pour but de permettre aux candidats de commencer
le sujet avec les thémes du programme qu’ils maitrisaient le mieux, puis de pouvoir passer facilement a
un autre exercice en cas de difficulté. Le sujet était d’'une longueur raisonnable afin de donner une réelle
possibilité au candidat de traiter 'ensemble des questions. Les résultats obtenus sont cependant assez
décevants dans I'ensemble.

2/ COMMENTAIRES GENERAUX SUR LES COPIES

Comme durant la session précédente, les correcteurs ont remarqué une amélioration dans la qualité de
la présentation des copies, nhotamment lors de ['utilisation de théoréemes nécessitant la vérification de
nombreuses hypothéses.

Par contre, une part trop importante des candidats utilise implicitement les questions précédentes d’'un
exercice sans les citer, ce qui nuit a la clarté de leurs raisonnements. Rappelons que si un candidat
souhaite utiliser le résultat d’'une question précédente, il se doit de l'indiquer en citant le numéro de la

question. Les candidats doivent également faire attention a introduire correctement les objets et les
notations qu’ils utilisent pendant leur raisonnement.

Rappelons également que l'objectif d'une épreuve de mathématiques ne se résume pas a évaluer les
capacités calculatoires des candidats. Ces derniers doivent également préter attention a la présentation
de leurs raisonnements avec une rédaction précise. Lorsqu’un candidat souhaite utiliser un résultat du
cours, il doit le citer et vérifier soigneusement toutes ses hypothéeses. De plus, il est important de choisir
une présentation claire (avec une liste numérotée par exemple) pour les théoréemes comportant de
nombreuses hypothéses a vérifier (comme le théoreme de dérivation d’'une intégrale a parametre par
exemple).
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Nous avons constaté une fois de plus qu’une partie non négligeable des candidats ne lisait pas I'énoncé
et les questions assez consciencieusement : certains d’entre eux restent bloqués en ayant raté une
information dans I'énoncé ; d’autres oublient de répondre a une partie de la question.

L'ensemble des correcteurs souhaite rappeler que la présentation et le soin de la copie contribuent a son
évaluation. Certains candidats n’ont pas respecté la consigne d’utiliser un stylo de couleur suffisamment
foncée, ce qui rend la lecture de leur copie difficile. De plus, l'interdiction d’utiliser un effaceur n’empéche
pas les candidats de raturer proprement. Nous encourageons également les candidats a aérer leur copie,
a ne pas utiliser d’abréviation et a mettre en valeur leurs résultats afin d’en faciliter la lecture.

L’exercice 1 a été traité de maniere pertinente par une majorité de candidats. Les difficultés rencontrées
par ces derniers se situaient principalement dans la partie Il & cause d’'une mauvaise maitrise des
connaissances du cours et dans la partie 11l.2 par manque d'aisance dans la manipulation des outils
algébriques.

L'exercice 2 a mis en évidence les lacunes des candidats sur des notions fondamentales au programme
d’analyse de la filiere (telles que, par exemple, développements limités, étude de la convergence d'une
série, etc.). Ainsi, la proportion des candidats capables de traiter convenablement les trois premiéres
questions de cet exercice est trés faible.

L’exercice 3 a principalement posé des difficultés aux candidats dans la premiére partie portant sur les
probabilités. Rappelons que la rigueur et le respect du formalisme sont indispensables lors de la résolution
des problémes de probabilité.

3/ REMARQUES DETAILLEES PAR QUESTION

Exercice 1 (Racine cubique d'une matrice) :

Q1. Question globalement bien traitée. Quelques candidats confondent la notion de matrice diagonalisable
et la notion de matrice inversible.

Q2. Une part importante de candidats ne considére qu’une implication, alors qu’il s’agissait de prouver
une équivalence.

Q3. Question globalement bien traitée.

Q4. La rédaction des candidats manque souvent de rigueur. Peu d’entre eux justifient les différentes
étapes du raisonnement et ne citent pas les résultats des questions précédentes.

Q5. Beaucoup de réponses ne sont pas suffisamment précises.
Q6. Question globalement bien traitée par les candidats ayant réussi la question précédente.
Q7. Le cours n'est pas suffisamment maitrisé.

Q8. Question globalement bien traitée. Quelques candidats ont traité différents cas en fonction du signe
de lambda, ce qui était inutile.

Q9. Malgré les indications trés détaillées, les réponses a cette question sont souvent décevantes et peu
rigoureuses.

Q10. Question globalement bien traitée.

Q11. Tres peu de candidats pensent a mentionner que rho n'est pas nul pour conclure que les trois
solutions sont bien distinctes.

Q12. Une part importante de candidats affirment de maniere erronée qu’un produit de polyndémes scindés
a racines simples est encore scindé a racines simples.

Q13. Le cours n'est pas suffisamment maitrisé. Beaucoup de candidats affirment que Q est le polynéme
caractéristiqgue de A ou de B, ce qui est faux en général.
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Exercice 2 (La fonction logarithme de Gamma) :

Q14. Bien qu'il s’agisse d'une question basique dans le programme de lafiliére, une majorité des candidats
n'a pas été capable de donner un raisonnement rigoureux pour justifier la convergence de la série.

Q15. Une part importante de candidats n’a pas lu correctement la question : ils ont essayé d’appliquer le
théoréme de dérivabilité pour la limite d’'une suite de fonctions, ce qui est hors sujet. De méme, la suite
dont il fallait prouver I'existence ne devait pas dépendre de la variable x.

Q16. Beaucoup de candidats n'ont pas réussi a gérer correctement les valeurs absolues.

Q17. Tres peu de candidats ont réussi a faire apparaitre les sommes télescopiques permettant de montrer
rigoureusement que la fonction vérifiait le point (ii).

Q18. Question globalement bien traitée.
Q19. Question globalement bien traitée.
Q20. Question difficile qui a souvent amené des solutions erronées.

Q21. Une part importante de candidats a déduit directement de la question précédente que la fonction h
est constante, ce qui n'est pas un résultat immédiat.

Q22. La relation a démontrer étant notée dans I'énoncé, il faut faire attention a présenter une
démonstration compléte sans étape floue.

Q23. La plupart des candidats connaissent la formule de Stirling, mais ils I'exploitent de maniére non
rigoureuse pour aboutir au résultat.

Q24. Question globalement bien traitée par les candidats ayant compris le lien avec les questions
précédentes.

Exercice 3 (Temps d’attente avant une collision) :

Q25. Peu de candidats ont donné la bonne réponse, alors qu'il s’agissait essentiellement de lire
correctement I'énoncé.

Q26. La plupart des candidats se contentent de paraphraser I'énoncé, ce qui n'est pas suffisant : il faut
donner I'image de Z et calculer la distribution de probabilités.

Q27. Peu de candidats fournissent une solution convaincante a cette question.

Q28. La formule nécessaire pour répondre a cette question (directement issue du cours) est rarement
connue des candidats.

Q29. Question globalement bien traitée. Attention a ne pas oublier de préciser sur quel intervalle la fonction
est continue.

Q30. ll est indispensable de rédiger entierement la récurrence pour que la réponse donnée soit rigoureuse.
De plus, pour appliquer le théoreme d'intégration par parties, il faut commencer par vérifier I'hypothése
sur les limites au bord de l'intervalle d’intégration.

Q31. Peu de candidats pensent a utiliser la linéarité de l'intégrale pour faire le lien avec les questions
précédentes.

Q32. Question globalement bien traitée.
Q33. Question globalement bien traitée.

Q34. Le lien entre K, et J, est rarement fait. Pour conclure, il ne faut pas oublier de préciser que la raison
de la suite géométrique se trouve dans l'intervalle ]-1,1].

Q35. Question globalement bien traitée.

Q36. Il ne faut pas oublier de vérifier que I'on utilise le développement en série entiére adéquat en un point
de lintervalle de convergence.

Q37. Question peu abordée par les candidats.
Q38. Question peu abordée par les candidats.
Q39. Question peu abordée par les candidats.
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SESSION 2022 @ PC1M

CONCOURS
COMMUN
INP

EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE PC

MATHEMATIQUES

Durée : 4 heures

N.B. : le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la rédaction.
Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

RAPPEL DES CONSIGNES

« Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non effagable pour la rédaction de votre composition ; d’autres
couleurs, excepté le vert, peuvent étre utiliseées, mais exclusivement pour les schémas et la mise en
évidence des résultats.

- Ne pas utiliser de correcteur.

«  Ecrire le mot FIN a la fin de votre composition.

Les calculatrices sont autorisées.

Le sujet est composé de trois exercices indépendants.
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EXERCICE 1

Etude d’un endomorphisme sur un espace de polyndmes

Présentation générale
On rappelle le théoréme de la division euclidienne pour les polyndmes : si U € C[X] et V e C[X] sont
deux polynédmes avec V # 0, alors il existe un unique couple (Q, R) € C[X]? tel que :

U=VQ+R avec (R=0 ou deg(R)<deg(V)).

Les polyndmes Q et R sont respectivement appelés le quotient et le reste dans la division euclidienne
du polynébme U par V.

Dans cet exercice, on se donne un entier n € N* et un couple (A, B) € C,[X]xC[X] tel que deg(B) = n+1.
On considére également I'application ¢ définie sur C,[X] qui a un polyndme P € C,[X] associe le reste
dans la division euclidienne de AP par B.

Par exemple, si on suppose que I'on a :
n=2, A=X?>, B=X*-X, P=X’+X+1,
alors, en effectuant la division euclidienne de AP par B, on obtient :
AP=X*+X34+X>=BQ+R avec 0=X+1 et R=2X*>+X,
donc on a ¢(P) = 2X? + X.

Partie | - Généralités sur I'application ¢

Dans cette partie, on démontre que I'application ¢ est un endomorphisme de C,[X] .
Q1. Justifier que pour tout polynéme P € C,[X], on a ¢(P) € C,[X].

On considéere deux polynémes P; € C,[X] et P» € C,[X]. Par le théoreme de la division euclidienne
rappelé dans la présentation, il existe (Q1,R1) € C[X] x C,[X] et (Q2,R2) € C[X]| x C,[X] tels que :

AP1 =BQ1+ R, et AP, =BQs+R-.

Q2. Soit 1 € C. Exprimer le quotient et le reste dans la division euclidienne de A(P; + AP3) par B en
fonction de 1 et des polyndmes Q1, 0-, R et Ry en justifiant votre réponse. En déduire que ¢ est
un endomorphisme de I'espace vectoriel C,[X] .

Partie Il - Etude d’un premier exemple

Dans cette partie uniguement, on suppose que :
n=2, A=X>4+2X et B=X>+X>-X-1.

Q3. Montrer que la matrice de 'endomorphisme ¢ de C,[X] dans la base (1, X, X?) est :
011
M=|2 1 2|eMs(C).
1 10

Q4. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de la matrice M .

Q5. Justifier que 'endomorphisme ¢ est diagonalisable. Déterminer une base de C,[X| formée de
vecteurs propres de ¢.
13
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Partie Il - Etude d’un second exemple

Dans cette partie uniquement, on suppose que n = 2 et que B = X°. Comme A est un élément de
I'espace vectoriel C,[X], il existe (a,f,y) € C> tel que A = a + X + yX2.

Q6. Montrer que la matrice de 'endomorphisme ¢ de C,[X] dans la base (1, X, X?) est :
a 0 0
T=|B a 0 EMg(@).
Yy B «a

Q7. Montrer que 'endomorphisme ¢ est diagonalisable si et seulement si le polynéme A est constant.

Partie IV - Etude du cas ou B est scindé a racines simples

Dans cette partie, on ne suppose plus que n = 2 : le nombre n est un entier quelconque de N*. Jusqu’a
la fin de I'exercice, on suppose que B est un polyndbme scindé a racines simples. On note xg,...,x, € C
les racines de B qui sont donc des nombres complexes distincts.

On définit les polynébmes de Lagrange Ly,..., L, € C,[X] associés aux points x,...,x, par :

n

X - x;
Vke[0.n], Li=]] i
i—p Yk T X
i#k
En particulier, les relations suivantes sont vérifiées :
. 1 si j=k
V(k,‘]) € [[0,’1]]27 Lk(xj) == { 0 S| j;ﬁ k

IV.1 - Décomposition avec les polynémes de Lagrange

n
Q8. Soit P € C,[X]. Montrer que xy, ..., x, sont des racines du polynéme D = P — Z P(x;)L; .
i=0

Q9. Déduire de la question précédente que pour tout P € C,[X],ona P = Z P(x;)L; .
i=0

Q10. Montrer que (Lo, ...,L,) est une base de C,[X].

IV.2 - Réduction de ’endomorphisme ¢

Pour tout entier k € [0, ], on désigne respectivement par O, € C[X] et R, € C,[X] le quotient et le reste
dans la division euclidienne de AL, par B.

Q11. Soit (j,k) € [0,n]* . Montrer que Ry(x;) = 0'si j # k et que Ry(xx) = A(xx) .
Q12. En utilisant Q9, en déduire pour tout k € [0, 1] que (L) = A(xx)Ly .

Q13. Justifier que 'endomorphisme ¢ est diagonalisable et préciser ses valeurs propres.

14
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EXERCICE 2
Etude de séries de pile ou de face

Présentation générale

On considére un espace probabilisé (2, A, P) modélisant une succession infinie de lancers indépen-
dants d’une piece équilibrée (c’est-a-dire donnant pile avec la probabilité 1/2 et face avec la probabi-
lité 1/2). Pour tout entier k € N*, on désigne par P, I'événement [le k-iéme lancer de la piéce donne pile]
et par F; I'événement [le k-iéme lancer de la piéce donne face].

On appelle série une succession de lancers amenant le méme cbté de la piéce. La série n°1 commence
au premier lancer et se poursuit jusqu’a ce qu’un des lancers suivants donne un résultat différent du
premier lancer. De méme, la série n°2 commence au lancer suivant la fin la série n°1 et se termine au
lancer précédant un changement de c6té. On définit de méme les séries suivantes.

Voici deux exemples pour illustrer la définition des séries donnée ci-dessus :

Exemple1: PiNnPan F3 NPyNPsNPgNPrNEgN---.
——— ——

Série n°1  Série n°2 Série n°3

—+o0
Exemple 2 : F1ﬁFQﬂF30P4ﬁP5ﬂP60P7ﬂpsﬂ[ka].

k=9
N———r
Série n°3

Série n°1 Série n°2

Partie | - Etude de la longueur de la premiére série

Dans cette partie, nous allons étudier la longueur de la premiére série. On définit la variable aléatoire L;
de la maniére suivante :
- si la série n°1 ne se termine pas (ce qui arrive si et seulement si on obtient que des piles ou que
des faces), onpose L; =0 ;
- sinon, on désigne par L, la longueur de la série n°1.
Ainsi, si 'événement donné dans I'exemple 1 est réalisé, alors on a L; = 2 tandis que si 'événement
donné dans I'exemple 2 est réalisé, alorsona L; = 3.

.1 - Calcul de la somme d’une série entiére

Q14. Rappeler (sans le démontrer) le rayon de convergence et la somme de la série entiére :

Zxk.

k=0

—+oco
Q15. En déduire que pour tout x € | — 1, 1[, la série ka" converge et que kak g - 2
- X
k=0 k=0

15
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1.2 - Etude de L,

Dans cette partie, on considére un entier k € N* .

Q16. Exprimer I'évenement (L, = k) en fonction des événements P; et F; pouri € [1,k + 1].
Q17. Montrer que P(L; = k) = 27%.

Q18. En déduire la valeur de P(L; = 0).

Q19. Démontrer que la variable aléatoire L; admet une espérance, puis déterminer sa valeur. Que
représente ce nombre par rapport au probléme étudié dans cet exercice ?

Partie Il - Etude du nombre de séries

Pour tout entier n € N*, on note N, le nombre de séries apparues lors des n premiers lancers. Par
exemple, si I'événement de I'exemple 1 dans la présentation est réalisé, alors on a :

Ni=No=1, N3=2, N4=N;5;=Ng=N;=3 et Ng =4.
Jusqu’a la fin de I'exercice, on considere un entier n € N* .
1.1 - Généralités

Q20. Déterminer les lois de Ny et Ns .

Q21. Quel est 'ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire N,, ?

Il.2 - Relation de récurrence pour la loi N,

Dans cette sous-partie, on détermine une relation de récurrence entre la loi de N, etla loide N, .

Q22. Soitk € [1,n+ 1] . Justifier que I'on a I'égalité d’événements :
(Nut1 =k) NP, NPy = (N, =k)NP,NPpyq,

puis en déduire que :

P((Nuy1 =k) NPy N Pyyy) = %P((N,, =k)NP,).

Dans la suite, on admet que I'on a pour tout k € [1,n + 1] les relations :

P((Nuy1 =k) N Fy N Fypq) = %P((Nn =k)NF,),

P((Nap1 =k) NPy N Fy1) = %P((N,, =k-1)NP,),

P((Nay1 =k) N Fy N Pyyy) = %P((Nn =k-1)NF,).

Q23. En utilisant la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements :
(anPn—l—l’FnﬂFn—&—laFn mPn—i—l,anFn-‘rl)

et les relations précédentes, montrer que I'on a pour tout k € [1,n + 1] la relation :

1 1

16
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1.3 - Fonction génératrice, loi et espérance de N,

Pour tout m € N*, on note G,, : R — R la fonction génératrice de la variable aléatoire N,,, dont on
rappelle la définition :

VxeR, Gu(x)= ) P(Np = k)"
k=1

En particulier, on déduit des résultats précédents (on ne demande pas de le vérifier) que :

YxeR, Gi(x)=x.

Q24. Déduire de Q23 que pour tout x € R, on a la relation :

1+ x

G”+1 (‘x) = 2

Gp(x).

Q25. Déterminer une expression explicite de G,(x) pour tout n € N* et tout x e R.

Q26. Rappeler 'expression de I'espérance de N, en fonction de sa fonction génératrice G,, . En déduire
I'espérance de la variable aléatoire N, .

Q27. Déterminer la loi de la variable aléatoire N, a partir de I'expression de G, .

17
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EXERCICE 3
La constante d’Euler

Présentation générale

Dans cet exercice, on commence dans la premiére partie par démontrer la convergence d’'une suite afin
de définir la constante d’Euler comme sa limite. Dans la seconde partie, on détermine une expression
de cette constante sous la forme d’une intégrale.

Partie | - Construction de la constante d’Euler

On définit la suite (u,)en+ par :

VneN", u,= [i %) —1In(n).

et on considére la suite (A,),2 définie par :
YneN\{0,1}, A, =u,—u,1.

. . " a
Q28. Déterminer un nombre a € R}, telque A, ~ -—.
n—-4oo n

Q29. Montrer que la série Z A, est convergente.

n>2

Q30. En déduire que la suite (u,),en+ €st convergente.

Partie Il - Expression intégrale de la constante d’Euler

Dans Q30, on a montré que la suite (u,),en+ cOnverge vers un un nombre réel que I'on note y dans
la suite de I'exercice. Ce dernier est appelé constante d’Euler. Dans cette partie, on détermine une
expression de y sous la forme d’une intégrale.

Pour tout n € N*, on considére la fonction f,, : |0, +co[— R définie par :

(1 - E)n In(z) si t<n
Vt€]0,+oof, fult) = n
0 si tzn.

1.1 - Propriétés de la suite (f,,),o

Dans cette sous-partie, on pourra utiliser librement I'inégalité In(1+ x) < x valable pour tout x €] -1, +oo].
Q31. Soit 7 €]0, +co| . Justifier qu’il existe ny € N* tel que pour tout n € N* vérifiantn > ny, on a:

t

£t = (1 - —)nln(t).

n

Q32. Déduire de la question précédente que la suite de fonctions (f,).en+ converge simplement vers
la fonction 7 +— e~ In(z) sur l'intervalle |0, +oo].
Q33. Soit n € N*. Montrer que pour tout ¢ € ]0, +oo[, on a |, ()| < €™ |In(z)].

1934. Montrer que la fonction 7 — e~ In(¢) est intégrable sur ]0, +oo] .
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1.2 - Convergence d’une suite d’intégrales

Pour tout n € N*, on considére les intégrales :

I, = 0+Oof,,(t) dr = fon (1 - £)nln(t) d et J,= fol w'In(l—u)du.

n

On considére un entier n € N*.

Q35.
Q36.

Q37.

Q38.

Q39.

Montrer que l'intégrale I, est convergente.

Déduire des résultats de la sous-partie Il.1 que la suite (I,),en+ €st convergente et que :

—+00
lim In:f e'In(r)dr.
n——-oo 0

Montrer que I'intégrale J,, est convergente si et seulement si I'intégrale :

1 n+1_1
f“—du
0 u—1

est convergente. En déduire que l'intégrale J, est convergente et que I'on a les égalités :

1 (lutl -1 1 &1
Jp=— fu du = - Z—.
n+1Jy u-1 n+1k:1k

Montrer que I'on a la relation :
n

I =
" n+1

In(n) + nd, .

Déduire des questions précédentes que :

00
y = —f e”'In(r)dr.
0

FIN

19
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CONCOURS COMMUN INP

RAPPORT DE L’EPREUVE ECRITE DE MATHEMATIQUES

1/ PRESENTATION DU SUJET

Le sujet était composé de trois exercices totalement indépendants. Le premier exercice
s’intéressait a la réduction d’'un endomorphisme défini a partir d’'une division euclidienne de
polyndmes. Le second exercice étudiait les séries apparaissant lors d’'une succession infinie de
lancers indépendants d’'une piece équilibrée. Le troisieme exercice permettait d’établir une
expression classique de la constante d’Euler sous la forme d’'une intégrale.

Le sujet avait pour objectif d’évaluer les candidats sur une vaste partie du programme des deux
années de classe préparatoire ainsi que sur les six grandes compétences exposées dans le
programme de la filiere PC. L’'indépendance des trois exercices avait pour but de permettre aux
candidats de commencer le sujet avec les themes du programme qu’ils maitrisaient le mieux,
puis de pouvoir passer facilement a un autre exercice en cas de difficulté. Le sujet était d’une
longueur raisonnable afin de donner une réelle possibilité au candidat de traiter 'ensemble des
guestions.

2/ COMMENTAIRES GENERAUX SUR LES COPIES

L’'objectif d'une épreuve de mathématiques ne se résume pas a évaluer les capacités
calculatoires des candidats. Ces derniers doivent également préter attention a la présentation
de leurs raisonnements avec une rédaction précise. Lorsqu’'un candidat souhaite utiliser un
résultat du cours, il se doit de citer et de vérifier soigneusement toutes ses hypotheses. De plus,
il est important de choisir une présentation claire (avec une liste numeérotée par exemple) pour
les théoréemes comportant de nombreuses hypothéeses a vérifier (comme le théoreme de
dérivation d’une intégrale a parameétre par exemple).

De méme, si un candidat souhaite utiliser le résultat d’'une question précédente, il se doit de
'indiguer en citant le numéro de la question. Les candidats doivent également faire attention a
introduire correctement les objets et les notations gu’ils utilisent pendant leur raisonnement.
De plus, ils ne doivent pas confondre le quantificateur universel et le quantificateur existentiel.

Nous avons constaté qu’une partie non négligeable des candidats ne lisait pas les questions
assez consciencieusement : il arrive souvent gu’ils oublient de répondre a une partie de la
question.

L’ensemble des correcteurs souhaite rappeler que la présentation et le soin de la copie
contribuent a son évaluation. Certains candidats n‘ont pas respecté la consigne d’utiliser un
stylo de couleur suffisamment fonceée, ce qui rend la lecture de leur copie trés difficile. De plus,
I'interdiction d’utiliser un effaceur nN"'empéche pas les candidats de raturer proprement. Nous
encourageons également les candidats a aérer leur copie, a ne pas utiliser d’abréviation et a
mettre en valeur leurs résultats afin d’en faciliter la lecture.
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L’exercice 1 a principalement posé des difficultés aux candidats dans la derniere partie. Les
correcteurs ont notamment remargué gque de nombreux candidats semblent penser que 'on
peut évaluer une égalité polynomiale seulement sur une partie de la relation. Il s’est avéré que
de nombreux candidats n‘ont pas réussi a résoudre la question correspondante, car ils
n'arrivaient pas a justifier que B(x;) = O alors que cette information est donnée dans I'énoncé.

L’exercice 2 a été traité de maniere pertinente par une part importante de candidats.
Cependant, nous tenons a rappeler que la rigueur et le formalisme ne sont pas facultatifs en
probabilité. Il ne faut pas confondre un événement avec sa probabilité, les calculs doivent étre
justifiés soigneusement en mentionnant 'incompatibilité ou l'indépendance des événements
lorsgu’elles sont nécessaires et il faut citer les théorémes utilisés en vérifiant leurs hypotheses.
En particulier, pour utiliser la formule des probabilités totales, il est nécessaire de citer un
systéme complet d’évenements.

Finalement, I'exercice 3 a mis en évidence les faiblesses des candidats sur la manipulation des
outils basiques de I'analyse. De nombreux candidats n'utilisent pas correctement les limites, les
équivalents et les inégalités et principalement les différents liens entre ces notions. De plus, le
théoreme d’intégration par parties pour les intégrales généralisées n'est presque jamais
correctement rédigée. Il faut mentionner la régularité des fonctions utilisées et veérifier
I'hypothese sur les limites au bord de l'intervalle d’intégration. Finalement, il faut mentionner la
convergence d’au moins une des deux intégrales en jeu pour pouvoir écrire la relation d’égalité.

3/ REMARQUES DETAILLEES PAR QUESTION

Exercice 1 (Etude d’'un endomorphisme sur un espace de polynédmes) :

Q1 - Question globalement bien traitée.

Q2 - Presqgue aucun candidat ne donne les précisions nécessaires sur le degré du reste
permettant d’établir rigoureusement que l'application étudiée est linéaire.

Q3 - Question globalement bien traitée. Cependant, certains candidats se contentent
guasiment de recopier la réponse donnée dans I'énoncé, ce qui n'est pas suffisant. Il faut
détailler un minimum les calculs pour convaincre le correcteur que le candidat sait réellement
traiter la question.

Q4 - Certains candidats ne justifient pas leurs réponses : ils les donnent sans aucun détail,
laissant supposer gu’ils ont simplement utilisé la calculatrice. Les candidats pourraient penser
a vérifier leurs calculs en utilisant par exemple la trace de la matrice. La détermination des sous-
espaces propres est souvent entachée d’erreurs de logique.

Q5 - Lorsque I'on souhaite utiliser le critére avec la multiplicité des valeurs propres, il ne faut
pas oublier de mentionner que le polyndme caractéristique est scindé.

Q6 - Question globalement bien traitée.

Q7 - Certains candidats ne semblent pas savoir gu’une matrice diagonale est diagonalisable.
La plupart des candidats mentionnent que la matrice admet une unique valeur propre, mais ils
ont des difficultés pour conclure.

Q8 - Question globalement bien traitée.

Q9 - Il est important de préciser le degré du polyndme D pour conclure et de rappeler que les
nombres Xo,....Xn sont deux a deux distincts.

Q10 - Question globalement bien traitée, méme si beaucoup de candidats ne pensent pas a
utiliser directement que la famille est génératrice avec un argument de cardinalité.

Q11 - Une part importante de candidats a utilisé des raisonnements sans aucun sens en évaluant
partiellement une relation polynomiale ou en cherchant a justifier avec le degré des polyndmes

en jeu. Beaucoup de candidats ne remarquent pas que B(xi) = O, alors que c’est une hypothése
donnée dans I'énonceé.

Q12 - Question peu abordée.
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Q13 - Beaucoup de candidats mentionnent que les nombres A(Xo),...,A(Xn) sont deux a deux
distincts, ce qui n'est pas le cas en général.

Exercice 2 (Etude de séries de pile ou de face) :

Q14 - Beaucoup de candidats ne lisent pas la question entierement et oublient de donner la
somme de la série entiere.

Q15 - Peu de candidats ont pensé a justifier, méme succinctement, que I'on peut dériver terme
a terme la somme de la série.

Q16 - De nombreux candidats distinguent le cas d’'une série de piles ou d’une série de faces,
sans écrire un symbole entre ces deux cas.

Q17 - Beaucoup de candidats ne pensent pas a mentionner I'incompatibilité et I'indépendance
des évenements en jeu.

Q18 - De nombreux candidats se contentent de prendre la limite du résultat préceédent, ce qui
est insuffisant pour aboutir a la réponse correcte rigoureusement.

Q19 - Une part importante de candidats ne mentionnent pas la convergence absolue de la série
définissant I'espérance, mais uniqguement la convergence.

Q20 - Certains candidats se contentent de donner des valeurs numeérigues sans aucune
explication, ce qui n'est pas satisfaisant. Il faut penser a préciser 'ensemble des valeurs prises
par chacune des variables aléatoires.

Q21 - Question globalement bien traitée. Quelques maladresses de notations.

Q22 - La relation entre les évenements est globalement bien expliquée. L'indépendance est
souvent évoguée de maniere floue pour obtenir la relation entre les probabilités.

Q23 - Une part importante de candidats utilisent a tort I'indépendance entre les évenements
(N = k) et Py et s’en sortent avec des simplifications fausses pour conclure.

Q24 - La gestion des termes au bord est souvent non expliquée.
Q25 - Beaucoup d’erreurs sur I'exposant.

Q26 - Question globalement bien traitée.

Q27 - Question peu abordée.

Exercice 3 (La constante d’Euler) :

Q28 - De nombreux candidats additionnent des équivalents.

Q29 - Il ne faut pas oublier de mentionner le signe du terme général de la série pour utiliser
une regle de comparaison.

Q30 - Question globalement bien traitée par les candidats connaissant leur cours.

Q31 - Cette question a posé beaucoup de difficulté, notamment a cause des différents
quantificateurs présents dans l'assertion a démontrer.

Q32 - Beaucoup de candidats utilisent une composition maladroite d’un équivalent et de la
fonction exponentielle.

Q33 - Beaucoup d’étudiants ne remarquent pas qu’il y a deux cas a distinguer. Pour utiliser
'inégalité rappelée dans I'énoncé, il faut vérifier que la quantité a laguelle on 'applique se trouve
bien dans 'intervalle de validité de I'inégalité.

Q34 - Il ne faut pas oublier de mentionner la continuité de la fonction.

Q35 - |l faut bien lire la question : beaucoup de candidats utilisent a tort le théoreme de
convergence dominée dans cette question.

Q36 - Question globalement bien traitée.
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Q37 - Presque aucun candidat ne redige correctement le théoreme d’intégration par parties
en vérifiant préalablement ses hypothéses et en écrivant la relation entre les intégrales
seulement une fois que I'on est assuré gue les intégrales en jeu convergent.

Q38 - |l serait souhaitable de mentionner, méme succinctement, les hypothéses du théoreme
du changement de variable.

Q39 - Question globalement bien traitée.

4/ UTILISATION DE LA CALCULATRICE A PARTIR DE LA SESSION
2023

Nous vous informons que les calculatrices seront interdites pour I'épreuve écrite de
mathématiques, a partir de la session 2023.
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CONCOURS
COMMUN
INP

EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE PC

MATHEMATIQUES

Durée : 4 heures

N.B. : le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la rédaction.
Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énonce, il le signalera sur sa copie
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

RAPPEL DES CONSIGNES

 Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non effacable pour la rédaction de votre composition ; d’autres
couleurs, excepté le vert, peuvent étre utilisées, mais exclusivement pour les schémas et la mise en évidence

des résultats.
o Ne pas utiliser de correcteur.
« Ecrire le mot FIN a la fin de votre composition.

Les calculatrices sont autorisées.

Le sujet est composé de trois exercices indépendants.
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EXERCICE 1
Les urnes de Pélya

On fixe un couple d’entiers (b, r) € N* X N*. On suppose que 1’on dispose d’un stock illimité de boules
blanches et de boules rouges et on considere une urne contenant initialement b boules blanches et r
boules rouges indiscernables au toucher. On procede a des tirages successifs dans cette urne en respec-
tant a chaque fois le protocole suivant :

1. si la boule tirée est de couleur blanche, on la replace dans 1’'urne et on ajoute une boule blanche
supplémentaire ;

2. si la boule tirée est de couleur rouge, on la replace dans ’'urne et on ajoute une boule rouge
supplémentaire.

Le premier objectif de cet exercice est de calculer la probabilité de tirer une boule blanche lors du n-ieme
tirage. Le second objectif est de déterminer la loi du nombre de boules blanches se trouvant dans 1’urne
a I’issue du n-ieme tirage dans un cas particulier.

Pour tout n € N*, on désigne par X,, la variable aléatoire égale a 1 si la boule tirée au n-iéme tirage
est blanche, 0 si la boule tirée au n-ieme tirage est rouge. On considere également la suite de variables
aléatoires réelles (S,),cn définie par :

So=b et VYneN, Sn:b+ZXk.
k=1

On rappelle que si E et F sont deux évenements avec P(F) > 0, on définit la probabilité conditionnelle
de E sachant F (notée P(E | F) ou Pg(E)) par :

P(ENF)

P(E| F) = Pp(E) = P(F)

Partie I - Préliminaires

Q1. Déterminer la loi de X;.
Q2. Déterminer la loi conditionnelle de X, sachant I’événement (X; = 1). En déduire la loi de X.

Q3. Soitn € N. Que représente la variable aléatoire S, ? Quel est I’ensemble des valeurs prises par la
variable aléatoire S,, ?

Partie I1 - La loi de X,

Dans cette partie, on considere un entier n € N,
Q4. Pourtoutk € [b,n + b], calculer P(X,,.; =185, =k).
Q5. A I'aide de la formule des probabilités totales, justifier que :

E(S,)

P& =1 =370

Q6. Montrer par récurrence que X, suit la loi de Bernoulli de parametre p pour tout n € N*,

+r
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Partie III - La loi de S,, dans un cas particulier

Dans cette partie uniquement, on suppose que b = r = 1 et on considere un entier n € N,

Q7. Exprimer I’évenement (S, = 1) avec les évenements (X; = 0) pour k € [1,n] .

1
Q8. Montrer que P(S, =1) = —.
n+1
. . 1
On admet dans la suite que I’'on a de méme P(S, =n+1) = 1
n

Q9. Soit (k,0) € [1,n+ 2] X [1,n + 1]. Calculer la probabilité P(S,.; = k| S, = €) dans chacun des
trois cas suivants :

@€ ¢{k—1,k}, @ t=k-1, @) € = k.

Q10. Montrer que pour tout k € [2,n + 1], on a la relation :

k-1 n+2-k
P =k)=——=PS,=k-1)+ ———P(S, = k).
Sner = k) = ———= P(S, )+ — = PG =k)

Q11. Montrer par récurrence que S, suit la loi uniforme sur [[1,7n + 1].

26
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EXERCICE 2

Résolution d’une équation fonctionnelle

Dans cet exercice, on souhaite déterminer les fonctions f : ]0, +oo[— R vérifiant les relations :

lim f()=0 et Yxel0,+ool, fx+1)+f(x)= é (P)

Partie I - Existence et unicité de la solution du probleme (P)

Dans cette partie, on démontre que le probleme (P) admet une unique solution et on détermine une
expression de celle-ci sous la forme d’une série de fonctions.

I.1 - Existence de la solution

Pour tout k£ € N, on définit la fonction ¢ : |0, +0o[— R par :

(=Df

Vx G]O, +o0], QO]((X) = (x+—k)2

Q12. Montrer que la série de fonctions Z ¢ converge simplement sur ]0, +oof.
k>0

Dans tout le reste de cet exercice, on note ¢ : ]0, +oo[— R la somme de la série Z k-
k>0

1
Q13. Montrer que pour tout x € ]0, +oo[, on a p(x + 1) + ¢(x) = —-
X

Q14. En utilisant le théoreme spécial des séries alternées, montrer que :

Vx €]0,+0[, VneN,

Q15. Montrer que la fonction ¢ est une solution de (P).
I.2 - Unicité de la solution

Q16. Montrer que si f :]0, +oo[— R est une solution de (P), alors pour toutn € N, on a:

(=Df

x+k)?

Vx €10, +oof, f(x) = (- 1)”+1f(x+n+1)+z(

Q17. En déduire que la fonction ¢ est I’unique solution de (P).
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Partie I - Etude de la solution du probléme (P)

Dans cette partie, on étudie quelques propriétés de 1’unique solution ¢ : ]0, +co[— R du probleme (P).

Q18. Soit £ > 0. Montrer que la série de fonctions Z ¢ converge uniformément sur [&, +oo.
k>0

Q19. Montrer que la fonction ¢ est continue sur ]0, +oo[. En utilisant le fait que ¢ est une solution du
probleme (P), en déduire un équivalent simple de ¢ au voisinage de 0.

Q20. Justifier que la fonction ¢ est dérivable sur ]0, +oo[ et que ’on a :

2( 1)k+1

Vx €10, +oof, ¢(x) = Z Ty

Q21. En déduire que la fonction ¢ est décroissante sur |0, +ool.
Q22. En utilisant le résultat de la question précédente et la relation (P), montrer que :
Vx €]1, +oo[ ! < 20(x) < !
X ,too[, = <20(x) < —.
x2 ¢ (x—=1)?

En déduire un équivalent de ¢ en +oo.

Partie III - Expression intégrale de la solution du probleme (P)

Dans cette partie, on détermine une expression de ¢ sous la forme d’une intégrale. On considere un
élément x € ]0, +ool.

Q23. Pour tout k € N, montrer que la fonction 7 > #**~! In(¢) est intégrable sur ]0, 1] et que 'on a :

1
1
N n(ndr = ———.
fo nOdr =

*'ln

Q24. En déduire que la fonction ¢ — est intégrable sur ]0, 1] et que :

(' 'InG)

28
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EXERCICE 3

Approximation d’une racine carrée par la méthode de Héron

Dans tout I’exercice, on considere un entier n € N* et on note 7, la matrice identité de M, (R). De plus,
si M € M,(R), on désigne par M" la transposée de la matrice M et par Tr(M) la trace de la matrice M.

Partie I - Approximation de la racine carrée d’un réel positif

On considere la suite de fonctions (fi )ren définie par :
fo:Ry, > R et VYxeR,, folx)=1

et la relation de récurrence :

VkeN', fi:R., >R et VxeR, ﬁ(x)zé(ﬁ_l(x)+fkf(x)).

On admet que la suite (fi)rew €St correctement définie par les relations ci-dessus. Dans la suite, on pourra
utiliser sans la démontrer 1’inégalité :

VkeN, VxeR,, fi(x)>0.

I.1 - Convergence de la suite (f;)ien

Q25. Soit x € R,. En calculant (fi(x))* — x, montrer que fi(x) > Vx pour tout k € N*.
Q26. Soit x € R,. Montrer que la suite (f;(x))wen+ est décroissante.

Q27. Déduire des deux questions précédentes que la suite de fonctions (fi)ren converge simplement
vers la fonction f : R, — R définie par f(x) = Vx pour tout x € R,.

1.2 - Majoration de I’erreur

Q28. Soit x € R,. Montrer que pour tout k € N, on a :

1

Fin1(¥) = Vx = fi(x) =

|

\/)_C )
_ﬁ{('{) .

1+x
2k -

/i) = Vx| <

29
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Partie Il - Généralités sur les racines carrées d’une matrice

On dit qu’une matrice A € M, (R) admet une racine carrée s’il existe B € M,(R) telle que A = B>. Dans
ce cas, on dit que B est une racine carrée de A.

Q30. Soit A € M,(R). Montrer que si A admet une racine carrée, alors det(A) > 0.

Q31. Etudier la réciproque de la propriété établie dans la question précédente dans le cas ol n = 2. On
proq prop q P
pourra considérer la matrice :

01
A= (0 O) € My(R)

et écrire B = (‘; b) avec (a,b,c,d) € R*.

d

Dans tout le reste de I’exercice, on considere une matrice symétrique S € M, (R) dont toutes les valeurs
propres sont positives.

Q32. Justifier que la matrice S est diagonalisable dans M, (R).

Dans la suite de 1’exercice, on note 4, ...,4, € R, les valeurs propres de S comptées avec leur multi-
plicité. On fixe une matrice orthogonale P € GL,(R) telle que S = PDP™' ol :

A 0)
D = - e M,(R).
0) Ay

On considere également la matrice R = PAP™" avec :

VA 0)
(0) V.

Q33. Vérifier que R est une matrice symétrique et une racine carrée de S.

A=

Partie III - Approximation d’une racine carrée d’une matrice symétrique

On note D; I’ensemble des matrices diagonales de M, (R) dont les coefficients diagonaux sont stricte-
ment positifs. On considere également la partie Cp de M, (R) définie par :

Cp = {M e M,®R) | P"'MP e D;}.
Q34. Vérifier que I, € Cp. Montrer que si M € Cp, alors M est une matrice inversible et on a :

%(M + SM—I) €Cp.
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La question précédente implique que 1’on peut définir la suite (Uy)reny d’éléments de Cp par :

1
Up=1, et VkEN*, UkZE(Uk_l'i‘SU,:_ll).

On considere également la suite (Vi )ien définie par Vy = P'u.P pour tout k € N.

Q35. Soit k € N*. Exprimer V en fonction de D et V;_;. En déduire par récurrence sur k € N que :

() 0)
Vi = .
0) fi(Ay)

ou f; est la fonction définie dans la partie I de cet exercice.

On considere I’application N : M,(R) — R définie par :

VB e M,(R), N(B)= / Tr(BB").

On admet que I’application N est une norme sur M, (R).

Q36. Soit k € N. Montrer que N(R — Uy) = N(A — V}).
Q37. En déduire a I’aide de la question Q29 que pour tout £ € N*, on a I’'inégalité :

Te(S) +n

NR-Up < —=

Q38. Conclure que la suite (Uy)ren converge vers R.

FIN
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CONCOURS COMMUN INP

RAPPORT DE L’EPREUVE ECRITE DE MATHEMATIQUES

1/ PRESENTATION DU SUJET

Le sujet était composé de trois exercices totalement indépendants. Le premier exercice était basé sur le
probléme classique des urnes de Pdlya. Le second exercice permettait de déterminer I'unique solution
d’une équation fonctionnelle sous la forme d’'une somme de série de fonctions, puis d’établir certaines de
ses propriétés. Le troisieme exercice étudiait la généralisation au cas des matrices symeétriques positives
de la méthode de Héron.

Le sujet avait pour objectif d'évaluer les candidats sur une vaste partie du programme des deux années
de classe préparatoire ainsi que sur les six grandes compétences exposées dans le programme de la
filiere PC. L'indépendance des trois exercices avait pour but de permettre aux candidats de commencer
le sujet avec les thémes du programme qu’ils maitrisaient le mieux, puis de pouvoir passer facilement a
un autre exercice en cas de difficulté. Le sujet était d'une longueur raisonnable afin de donner une réelle
possibilité au candidat de traiter 'ensemble des questions.

2/ COMMENTAIRES GENERAUX SUR LES COPIES

L'ensemble des correcteurs a constaté une portion plus élevée gu’habituellement de copies relativement
faibles. Cette remarque statistique s’explique certainement par les difficultés rencontrées par les candidats
durant cette année scolaire perturbée par la situation sanitaire.

L'objectif d’'une épreuve de mathématiques ne se résume pas a évaluer les capacités calculatoires des
candidats. Ces derniers doivent également préter attention a la présentation de leurs raisonnements avec
une rédaction précise. Lorsqu’un candidat souhaite utiliser un résultat du cours, il se doit de citer et de
vérifier soigneusement toutes ses hypotheses. De plus, il est important de choisir une présentation claire
(avec une liste numérotée par exemple) pour les théorémes comportant de nombreuses hypotheses a
vérifier (comme le théoréme de dérivation d’'une intégrale a paramétre par exemple).

De méme, si un candidat souhaite utiliser le résultat d’'une question précédente, il se doit de l'indiquer en
citant le numéro de la question.

Nous avons constaté qu’une partie non négligeable des candidats ne lisait pas les questions assez
consciencieusement : il arrive souvent qu'’ils oublient de répondre a une partie de la question.

L’ensemble des correcteurs souhaite rappeler que la présentation et le soin de la copie contribuent a son
évaluation. Certains candidats n’ont pas respecté la consigne d’utiliser un stylo de couleur suffisamment
foncée, ce qui rend la lecture de leur copie tres difficile. De plus, linterdiction d'utiliser un effaceur
n'empéche pas les candidats de raturer proprement. Nous encourageons également les candidats a aérer
Iggr copie, a ne pas utiliser d’abréviation et a mettre en valeur leurs résultats afin d’en faciliter la lecture.
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L’exercice 1 a principalement posé des difficultés de compréhension sur le déroulé de I'expérience
aléatoire étudiée. Une part importante de candidats s’est trompée sur le nombre de boules présentes dans
'urne a un instant donné, ce qui rendait difficile le traitement correct de cet exercice.

L'exercice 2 a été traité de maniere satisfaisante par une part importante des candidats. Il a donné
'occasion aux étudiants sérieux de se mettre en valeur en appliquant directement des résultats et des
méthodes du cours dans de nombreuses questions.

Finalement, I'exercice 3 a mis en évidence les faiblesses des candidats sur la manipulation des inégalités.
Lorsque les solutions proposées étaient justes, elles étaient souvent complexes et mal rédigées, ce qui
rendait difficile leur évaluation.

Pour terminer, voici quelques remarques générales sur des erreurs récurrentes :

e La rigueur et le formalisme ne sont pas facultatifs en probabilité. Il ne faut pas confondre un
événement avec sa probabilité. De plus, pour utiliser la formule des probabilités totales, il est
nécessaire de citer un systeme complet d’événements.

¢ Le théoreme d’'intégration par parties pour les intégrales généralisées permet de montrer que deux
intégrales sont de méme nature, mais il ne permet pas d’écrire une égalité tant que I'on ne s’est pas
assuré qu'une des deux intégrales en jeu converge.

¢ Les candidats doivent faire attention a la manipulation des inégalités. Les correcteurs ont observé
beaucoup d’erreurs, notamment dans I'exercice 3.

3/ REMARQUES DETAILLEES PAR QUESTION

Exercice 1 (Les urnes de Pdlya) :

Q1 — La réponse est souvent correcte, mais la justification est souvent absente.

Q2 - Les premieres erreurs dans la compréhension de I'énoncé se manifestent dans cette question.
Certains candidats utilisent des notations dénuées de sens, comme P(X,|X;). Peu de candidats précisent
le systéme complet d’événements utilisé.

Q3 — Il faut étre précis dans le vocabulaire employé pour décrire ce que représente S,. Les expressions
« a l'issue » et « pendant » n’ont pas le méme sens.

Q4 — Beaucoup de candidats n’ont pas réussi a compter le nombre de boules dans I'urne, ce qui ne leur
a pas permis de répondre correctement a cette question.

Q5 — Il faut mentionner le théoreme des probabilités totales et citer le systeme complet d’événements
utilisé.

Q6 — Beaucoup de candidats ont mal formulé leur hypothése de récurrence.

Q7 — Un certain nombre de candidats a additionné les événements, ce qui n’a aucun sens.

Q8 — Une part importante de candidats suppose que les événements (Xx = 0) sont indépendants pour
effectuer leur calcul, ce qui n’est pas le cas.

Q9 - Peu de candidats ont réussi a dominer correctement la fonction.
Q10 — Les évenements (Sn = k) et (Sn = k-1) ne forment pas un systéme complet d’évenements.

Q11 — Question globalement bien traitée. Néanmoins, il faut affaire attention a traiter séparément les deux
cas particuliers k =1 et k = n+1.

Exercice 2 (Résolution d'une équation fonctionnelle) :

Q12 — Question globalement bien traitée.

Q13 — Question globalement bien traitée. Il faut néanmoins faire attention a rester rigoureux dans la
manipulation des sommes infinies en n’utilisant pas des points de suspension. 23
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Q14 — Question globalement bien traitée. Cependant, quelques candidats ont confondu la décroissance
de fn(X) par rapport a n et celle par rapport a x pour vérifier les hypothéses du théoréme spécial des séries
alternées.

Q15 — Une part non négligeable de candidats permute la somme et la limite sans aucune justification pour
aboutir au résultat demandé, ce qui n’est pas licite en général. La plupart des autres candidats ne font pas
attention au premier terme de la somme dans la rédaction de leur démonstration.

Q16 — Question globalement bien traitée. Néanmoins certains candidats s’autorisent a ne pas rédiger une
démonstration compléte : ils ont été pénalisés.

Q17 — Question souvent mal traitée. La majorité des candidats ne voient pas le lien avec les questions
précédentes.

Q18 — Beaucoup de confusions entre la convergence simple et la convergence uniforme.

Q19 — De nombreux candidats déduisent de la question précédente que la série de fonctions converge
uniformément sur tout l'intervalle de définition de la fonction, ce qui n'est pas le cas. De plus, les
hypothéses pour appliquer le théoréme de continuité sont rarement toutes citées et vérifiées.

Q20 — Commentaires analogues a ceux de la question précédente.

Q21 — Pour appliquer le théoréme spécial des séries alternées, il est nécessaire de vérifier au moins
succinctement ses hypothéses, ce que peu de candidats font.

Q22 - L'inégalité est globalement bien traitée. L'équivalent donné par les candidats pour la fonction
étudiée est souvent correct, mais il est rarement établi de maniere rigoureuse.

Q23 — La justification de l'intégrabilité est presque toujours fausse. Pour utiliser le théoréme d'intégration
par parties, il est nécessaire de commencer par vérifier toutes ses hypothéses.

Q24 — Souvent non traitée ou mal traitée. Tres peu de candidats identifient la somme, encore moins le
théoréme d'interversion série-intégrale sur un intervalle.

Exercice 3 (Approximation d’une racine carrée par la méthode de Héron) :

Q25 - Il faut mentionner que f«(X) est positif pour conclure.

Q26 - La démonstration proposée est souvent laborieuse, mais la plupart des candidats arrivent a prouver
le résultat souhaité.

Q27 - Une part écrasante des candidats pense que le minorant trouvé pour la suite est automatiquement
sa limite sans aucune justification.

Q28 - Question globalement bien traitée.

Q29 - L'initialisation est souvent mal vérifiée.

Q30 - Question globalement bien traitée.

Q31 - La plupart des étudiants aboutit au systéme a résoudre, mais sa résolution est souvent erronée.

Q32 - Il est fondamental de préciser que la matrice est a coefficients réels pour utiliser le théoreme
spectral.

Q33 - La démonstration que R est une matrice symétriqgue est souvent fausse. Des candidats ne
mentionnent pas que la matrice P est orthogonale ou ne connaissent pas les propriétés de la transposition.

Q34 - Les deux premiers points sont globalement bien traités. La démonstration du troisieme point manque
souvent de rigueur.

Q35 - Question globalement bien traitée.

Q36 - Les calculs sont souvent difficiles a suivre. Il faut mentionner que deux matrices semblables ont la
méme trace ou une autre propriété analogue.

Q37 - Question trés peu abordée.
Q38 - Les rares candidats qui ont abordé cette question I'ont globalement bien traitée.
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N.B. : le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la rédaction.
Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

RAPPEL DES CONSIGNES

o Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non effagable pour la rédaction de votre composition ; d autres
couleurs, excepté le vert, peuvent étre utilisées, mais exclusivement pour les schémas et la mise en évidence
des résultats.

o Ne pas utiliser de correcteur.

« Ecrire le mot FIN a la fin de votre composition.

Les calculatrices sont autorisées

Le sujet est composé de trois exercices indépendants.

35
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EXERCICE 1
Calcul de I’intégrale de Dirichlet

L’ objectif de cet exercice est de démontrer la convergence de 1’intégrale de Dirichlet :

. f*‘” sin(?)
0 t

et de calculer sa valeur. On considere la fonction f : [0, +00[%]0, +oco[— R définie par :

sin(?) —

V(x,t) € [0, +00[X]0, +oo[, f(x,t) = p

On définit également la fonction u : [0, +00[X]0, +0o[— R par :

xsin(?) + cos(?) _,,

Y(x,1) € [0, +00[X]0, +co[, u(x,t)=— T

Dans I’exercice, on pourra utiliser sans la démontrer 1’inégalité | sin(¢)| < |7 valable pour tout ¢ € R.

Partie I - Préliminaires

Q1. Soit x > 0. Montrer que la fonction # — f(x, ) est intégrable sur ]0, +oof.

Q2. En utilisant par exemple une intégration par parties, montrer que I’intégrale / est convergente si

et seulement si I’intégrale :
+00
1 —cos(t
f —()d[
t2
0

est convergente. En déduire que I’intégrale I converge.

Q3. Soit x > 0. Montrer que ¢ — u(x, f) est une primitive de la fonction 7 — sin(f)e™ sur ]0, +oo[.

Dans la suite de 1’exercice, on définit la fonction F : [0, +0o[— R par :

Vx €0, +oo[, F(x)= f oof()c, Hdr.
0

Partie II - Calcul de F sur ]0, +oco[

1
Q4. Montrer que |F(x)| < — pour tout x > 0. En déduire la limite de F en +oco.
X

QS. Soita > 0. Montrer que la fonction F est dérivable sur [a, +oo[ et que I’on a :

+00
Vx € [a,+oo[, F'(x)= —f sin(t)e ™dt.
0

Q6. En déduire que la fonction F est dérivable sur ]0, +oo[ et déterminer une expression de F’(x)
pour tout x €]0, +oo[. Conclure que :
T
Vx>0, F(x) = 5 Arctan(x).
36
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Partie III - Conclusion

On considere les fonctions Fy : [0, 1] = Ret F; : [0, 1] — R définies par :
1 +00
Vxe[0,1], Fi(x)= f f(x,)dt et Fr(x) = f f(x, t)dt.
0 1

Q7. Montrer que la fonction F; est continue sur [0, 1].

o1 )
Q8. Soit x € [0, 1]. Montrer que la fonction 7 ux, 1 est intégrable sur [1, +oo[ et que :
q 2 g q
xsin(1) + cos(1) _ f+°° u(x, )
F = Y4 dz.
Z(X) 1 + .x2 ¢ 1 tz

Q9. Montrer que la fonction F, est continue sur [0, 1].

Q10. En déduire que la fonction F est continue en 0, puis déterminer la valeur de I’intégrale 1.

37
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EXERCICE 2

Extremums d’une forme quadratique sur la boule unité fermée

On se donne un entier n > 2. On rappelle que la norme euclidienne usuelle || - || sur R" est définie par :
n
VxeR", x=(x,..ox), lxl= 4> A
k=1

On note B, = {x € R" | ||x]] < 1} la boule unité fermée de R".
On fixe des réels a; ; pour 1 < i < j < n et on considere I’application f : B, — R définie par :
n n
Y(xi,...,x) €R", fxy,...,x,) = Z [Z a,-,jxl-xj] = Z a; jXiXj.
i=1 \'j=i 1<i<j<n

L’ objectif de cet exercice est d’étudier les extremums de la fonction f sur la partie B,. On définit la
matrice M; € M,(R) comme la matrice symétrique dont les coefficients (m; ;) vérifient :

a; si l:]
V(l, .]) € ":1,]’1]]2, mi,j = ai’j

2

Si M est une matrice a coefficients réels, on note M’ sa matrice transposée.

Partie I - Etude d’un exemple

Dans cette partie, on suppose que n = 2 et que 1’application f : B, — R est définie par :

V(x1,x) € By,  f(x1,x) = x% + x% + 4x1x5.

Q11. Justifier que I’application f admet un maximum et un minimum sur B,.

Q12. En étudiant la fonction ¢ — f(cos(?), sin(?)), déterminer les extremums de 1’application f sur la
frontiere S, = {(x1, x2) € R* | x] + x5 = 1} de B,.

Q13. Justifier que f est de classe C' et déterminer les points critiques de ’application f dans la boule
unité ouverte B, = {(x1, %) € R* | x7 + x5 < 1} de R?.

Q14. En déduire que le maximum de f sur B; est 3 et que le minimum de f sur B, est —1.

Q15. Vérifier que la plus grande valeur propre de M est égale au maximum de f sur B, et que la plus
petite valeur propre de M est égale au minimum de f sur B;.
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Partie II - Le cas général

On ne suppose plus dans cette partie que n = 2.
On considere un vecteur x = (xi,...,x,) € B,etonnote X = (x; --- x,)' € M, 1(R).

Q16. Montrer que f(x) = X' M/X.
Q17. Justifier que la matrice My est diagonalisable dans M, (R).

2020

Dans la suite, on note A;,...,4, € R les valeurs propres de My comptées avec leur multiplicité et on

suppose que 4} < - -+ < A,.
On fixe une matrice orthogonale P € GL,(R) telle que M = PDP ! ou:

4 0)
D = € M,(R).
0) A
Onnote Y = P7'X € M, ;(R).
Q18. Montrer les égalités Y'Y = X'X = lIx]1%.

Q19. On suppose que A; < 0 < 4,. Montrer que 1; < Y'DY < A, et en déduire que 1; < f(x) < A,.

Q20. En déduire que si 4; < 0 < A, alors rr}gax(f) =, et r%in(f) =A.

Q21. Dans le cas ou A; > 0, déterminer le maximum et le minimum de f sur B,.

Partie III - Application des résultats

Dans cette partie, on suppose que n > 3 et que I’application f : B, — R est définie par :

n

V(x1,..., %) € By, f(xl,...,xn):zx,f— Z 2%:X;.

k=1 I<i<j<n

Q22. Déterminer le maximum et le minimum de I’application f sur B, (on pourra commencer par

déterminer le rang de la matrice My — 21, ou I, désigne la matrice identité¢ de M,(R)).

5/7
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EXERCICE 3

Retour a I’origine d’une marche aléatoire sur Z

Dans cet exercice, nous allons étudier le déplacement aléatoire d’un pion se déplacant dans I’ensemble
des entiers relatifs. A I’étape n = 0, on suppose que le pion se trouve en 0. Ensuite, si le pion se trouve
a I’étape n sur I’entier x € Z, alors a I’étape n + 1, le pion a une chance sur deux de se trouver en x + 1
et une chance sur deux de se trouver en x — 1, ceci indépendamment des mouvements précédents.

Pour modéliser cette situation, on se place sur un espace probabilisé (2, A, P) et on considere une
suite (X;)ren+ de variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes dont la loi est donnée par :

1
VkEN*, P(szl):P(Xk:_l)ZE-

On considere également la suite de variables aléatoires réelles (S ,,),en définie par Sy =0et:
VneN*, §,= Zxk.
k=1

L’ objectif de cet exercice est de déterminer la loi de la variable aléatoire T définie de la facon suivante :
1. sipourtoutn € N*,onasS, #0,onpose T = +c0;
2. sinon, on pose 7' = min{n € N* | §,, = O}.
L’évenement (T = +o00) se réalise donc si et seulement si I’ensemble {n € N* | §, = 0} est vide.
Finalement, on définit les suites (p,),en €t (¢,)nen par :

0 si n=0,

Vn e N, pn:P(Sn:O) et an{P(T:n) si n>0.

Partie I - Calcul de p,

On fixe un entier n € N.
Q23. Que représente la variable aléatoire S, ?
Q24. Calculer py, p; et p».

Q25. Justifier que si n est impair, alors on a p,, = 0.

X +1
On considere pour tout k € N* Ia variable aléatoire Y, définie par Y, = k

. On admet que (Yy)ren
est une suite de variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes.

1
Q26. Soit k € N*. Montrer que Y} suit une loi de Bernoulli de parametre 3

Q27. Pour n > 0, donner laloide Z, = Y; +--- + ¥, et exprimer S, en fonction de Z,.
Q28. On suppose que n = 2m avec m € N. Déduire de la question précédente que :
_(2m\ 1
Pam =\ g
40
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Partie II - Fonction génératrice de la suite (p,,),.en

On note R, le rayon de convergence de la série entiere Z p.x" et f la somme de cette série entiere sur

n=0
son intervalle de convergence.

Q29. Montrer que R, > 1.
Q30. Montrer que pour tout m € N*, on a :

D" 1
Pam = ! H(_E_k-'_l)'

k=1

Q31. Déterminer un nombre « € R tel que f(x) = (1 - xz)a pour tout x €] — 1, 1[.

Partie III - Loi de la variable aléatoire 7T

On note R, le rayon de convergence de la série enticre Z q.x" et g la somme de cette série entiere sur

n=0

son intervalle de convergence. Pour tout n € N, on considere également la fonction g, : R — R définie
par g,(x) = ¢,x" pour tout x € R.

Q32. Calculer g, et g5.

Q33. Montrer que la série Z 8, converge normalement sur [—1, 1]. En déduire que R, > 1.

n=0
Dans la suite, on admet la relation :

Yne N, p,= Z DPkGn—k-
k=0

Q34. En utilisant un produit de Cauchy et la relation admise ci-dessus, montrer que :

Vxel- LI f(x)gl) = f(x) -1

Q35. En déduire que g(x) = 1 — VI — x2 pour tout x €] — 1, 1[, puis calculer le développement en série
entiere de la fonction x — 1 — V1 — x? en précisant son rayon de convergence.

Q36. En déduire une expression de g, pour tout n € N*,
Q37. En utilisant Q33 et Q35, déterminer la valeur de P(T = +o0). Interpréter le résultat.

Q38. La variable aléatoire T admet-elle une espérance ?

FIN

41
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CONCOURS COMMUN INP

RAPPORT DE L’EPREUVE ECRITE DE MATHEMATIQUES

1/ PRESENTATION DU SUJET

Le sujet était composé de trois exercices totalement indépendants. Le premier exercice était centré sur
un calcul de l'intégrale de Dirichlet en utilisant une intégrale a paramétre. Le second exercice permettait
d’établir un lien entre les extremums d’une forme quadratique sur la boule unité fermée de R" et les valeurs
propres d’'une matrice symétrique associée a cette forme quadratique. Le troisieme exercice concernait
I'étude du temps de retour a l'origine d’'une marche aléatoire sur Z.

Le sujet avait pour objectif d'évaluer les candidats sur une vaste partie du programme des deux années
de classe préparatoire ainsi que sur les six grandes compétences exposées dans le programme de la
filiere PC. L'indépendance des trois exercices avait pour but de permettre aux candidats de commencer
le sujet avec les thémes du programme qu’ils maitrisaient le mieux, puis de pouvoir passer facilement a
un autre exercice en cas de difficulté. Le sujet était d’'une longueur raisonnable afin de donner une réelle
possibilité au candidat de traiter 'ensemble des questions.

La derniére question du sujet aurait pu gagner en clarté si elle avait été formulée différemment : pour les
candidats ayant abordé cette question, il a été tenu compte de cette difficulté dans la notation.

2/ COMMENTAIRES GENERAUX SUR LES COPIES

L’objectif d’'une épreuve de mathématiques ne se résume pas a évaluer les capacités calculatoires des
candidats. Ces derniers doivent également préter attention a la présentation de leurs raisonnements avec
une rédaction précise. Lorsqu’un candidat souhaite utiliser un résultat du cours, il se doit de citer et de
vérifier soigneusement ses hypothéses. De plus, il est important de choisir une présentation claire (avec
une liste numérotée par exemple) pour les théorémes comportant de nhombreuses hypotheses a vérifier
(comme le théoreme de dérivation d’une intégrale a parametre par exemple).

De méme, si un candidat souhaite utiliser le résultat d’'une question précédente, il se doit de l'indiquer en
citant le numéro de la question.

Les candidats doivent faire attention a rester dans le cadre du programme officiel de mathématiques de
la filiere PC. Par exemple, la notion de compacité ou la régle de d’Alembert pour les séries entiéres sont
utilisées par certains candidats, alors que ces deux notions ne sont pas au programme. De méme, I'espace
vectoriel L! ou les coefficients binomiaux généralisés n’en font pas partie.

Nous avons constaté qu’une partie non négligeable des candidats ne lisait pas les questions assez
consciencieusement : il arrive souvent qu'’ils oublient de répondre a une partie de la question.

L’ensemble des correcteurs souhaite rappeler que la présentation et le soin de la copie contribuent a son
évaluation. Certains candidats n'ont pas respecté la consigne d’utiliser un stylo de couleur suffisamment
féﬁcée, ce qui rend la lecture de leur copie tres difficile. De plus, l'interdiction d’utiliser un effaceur
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n‘'empéche pas les candidats de raturer proprement. Nous encourageons également les candidats a aérer
leur copie, a ne pas utiliser d’abréviation et a mettre en valeur leurs résultats afin d’en faciliter la lecture.

L'exercice 1 a été traité de maniere satisfaisante par une part importante des candidats. Ce grand
classique a donné I'occasion aux étudiants sérieux de se mettre en valeur en appliquant directement des
résultats et des méthodes du cours dans de nombreuses questions.

A contrario, les notes des candidats a I'exercice 2 sont relativement faibles. La raison principale est qu’une
majorité de candidats semble avoir considéré qu’il n’était pas nécessaire de connaitre les résultats et les
méthodes élémentaires du cours sur les fonctions de plusieurs variables. De plus, il est trés inquiétant de
constater que peu de candidats sont capables de déterminer rigoureusement le minimum et le maximum
de la fonction d’une variable introduite dans la question 12.

Finalement, I'exercice 3 est globalement bien réussi par les candidats, a I'exception des deux dernieres
guestions qui étaient plus difficiles.

Pour terminer, voici quelques remarques générales sur des erreurs récurrentes :

¢ |le théoréme d'intégration par parties permet de montrer que deux intégrales sont de méme nature,
mais il ne permet pas d’écrire une égalité tant que I'on ne s’est pas assuré de la convergence d'une
des deux intégrales en jeu ;

¢ |les candidats doivent faire attention a la manipulation des inégalités. Les correcteurs ont observé
beaucoup derreurs, notamment lorsque les expressions comportaient des fonctions
trigonométriques ou des valeurs absolues ;

e dans les théorémes sur les intégrales a parametre, la fonction dominante ne doit dépendre que de
la variable d'intégration (et pas du paramétre) ;

e il n'est pas suffisant de majorer une fonction pour en déduire gu’elle admet un maximum ;
e attention a ne pas confondre un événement avec sa probabilité ;
¢ la somme d’une suite de probabilité (p,) n’est pas égale a 1 en général.

3/ REMARQUES DETAILLEES PAR QUESTION

Exercice 1 (Calcul de I'intégrale de Dirichlet) :

Q1 - Il s’agit de la premiere question de I'exercice : les candidats doivent étre tres soigneux dans la
rédaction de leur solution. Une majorité de candidats oublie de préciser que la fonction f est continue par
rapport a la variable t sur l'intervalle ouvert d’intégration.

Q2 - Pour utiliser le théoreme d'intégration par parties, il est nécessaire de commencer par vérifier ses
hypothéses (régularité des fonctions considérées et limites de leur produit). De plus, I'application du
théoréme ne permet pas d'écrire directement une égalité entre deux intégrales, mais d’assurer qu’elles
sont de méme nature. De nombreux candidats rédigent maladroitement le calcul des limites en
mélangeant I'utilisation des développements limités et des équivalents.

Q3 - Peu de candidats pensent a justifier que la fonction est dérivable. La notation u’(x,t) n’est pas claire :
il faut utiliser une notation usuelle pour une dérivée partielle.

Q4 - Pour déduire la limite a partir de I'inégalité, il faut justifier un minimum, en citant par exemple le
théoréme d’encadrement.

Q5 - Il faut étre précis sur les quantificateurs dans les différentes hypothéses du théoréme de dérivation.
Nous rappelons que la fonction dominante ne doit pas dépendre du paramétre.

Q6 - Certains candidats ont calculé directement F'(x) sans utiliser le résultat de la question 3. On ne peut
pas utiliser la valeur de F en 0 pour déterminer I'expression explicite de F(x). De méme, on ne peut pas
choisir arbitrairement la valeur de la constante comme le suggere certains candidats.

Q7 - Question globalement bien traitée. Le probléme le plus fréquent est une erreur dans I'hypothése de
domination. 43
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Q8 - Pour l'intégrabilité, de nombreux candidats ont donné un argument qui n’était pas valable dans le cas
ou x = 0. Certains candidats n’utilisent pas I'inégalité triangulaire mais majorent dans les valeurs absolues,
ce qui n’'est pas correct en général.

Q9 - Peu de candidats ont réussi a dominer correctement la fonction.

Q10 - Pour en déduire la valeur de F(0), il ne suffit pas d’évaluer en 0 : il faut utiliser la limite de la fonction
F en 0"

Exercice 2 (Extremums d’une forme quadratique sur la boule unité fermée) :

Q11 - Une majorité de candidats ne connait pas son cours. Beaucoup se contentent de montrer que la
fonction f est bornée, ce qui n'est pas suffisant. Pour justifier que f est continue, on peut invoquer son
caractére polynomial.

Q12 - Trés peu de candidats ont été capables de déterminer rigoureusement le minimum et le maximum
de I'application. En général, il ne suffit pas d’étudier les valeurs de la fonction aux points ou la dérivée
s’annule.

Q13 - Il n’est pas suffisant d'indiquer que f est de classe C! par rapport a chacune de ses variables pour
en déduire gu’elle est de classe C. Peu de candidats se souvenaient de la définition d’un point critique.

Q14 - Tres peu de candidat ont réussi correctement cette question, bien que la méthode de résolution
figure explicitement au programme.

Q15 - Une part non négligeable de candidat n’a pas réussi a écrire la matrice Mta cause d’'une mauvaise
compréhension de I'énoncé.

Q16 - Comme il était difficile de rédiger une solution propre a cette question, les correcteurs ont valorisé
les tentatives sérieuses de résolution.

Q17 - Il est fondamental de préciser que la matrice est a coefficients réels pour utiliser le théoreme
spectral.

Q18 - Question globalement bien traitée.

Q19 - Beaucoup de candidats n'ont pas pensé a calculer explicitement la quantité Y'DY pour pouvoir
'encadrer.

Q20 - Il ne suffit pas d’indiquer que f atteint ses bornes pour déduire le résultat a partir de la question
précédente.

Q21 - Question peu abordée sérieusement.
Q22 - Les rares candidats qui ont abordé cette question I'ont globalement bien traitée.

Exercice 3 (Retour al'origine d’une marche aléatoire sur Z) :

Q23 - Question globalement bien traitée. Cependant, certains candidats ont utilisé des expressions
maladroites comme « distance parcourue ».

Q24 - La plupart des candidats a donné les bonnes probabilités. Cependant, une part importante n'a pas
mené rigoureusement le calcul de p2 en utilisant notamment I'indépendance des variables aléatoires X; et
Xo.

Q25 - Question globalement bien traitée, méme si certains candidats ont eu des difficultés a rédiger leur
solution.

Q26 - Certains candidats semblent penser que X suit une loi de Bernoulli, ce qui n'est pas le cas. Il ne
faut pas oublier de justifier que Y ne prend que les valeurs O et 1.

Q27 - Attention a ne pas oublier I'hypothése d’indépendance mutuelle pour les variables aléatoires
Y1,...,Yn. Certains candidats ont exprimé Z, en fonction de S, ce qui ne répondait pas a la seconde partie
de la question (qui demandait d’exprimer S, en fonction de Z,).

Q28 - Question globalement bien traitée.

Q29 - Certains candidats essayent d'appliquer la régle de d’Alembert pour les séries entiéres : cette
%elniére n'étant pas au programme, elle ne peut pas rapporter de points. De plus, lorsque I'on utilise la
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régle de d’Alembert pour les séries numériques, il ne faut pas s’arréter apres avoir calculé la limite du
quotient : il faut ajouter une phrase de conclusion pour faire le lien avec le rayon de convergence.
Finalement, de nombreux candidats ont indiqué que la somme des pn est égale a 1, ce qui est faux.

Q30 - Question globalement bien traitée.
Q31 - Question globalement bien traitée.

Q32 - La plupart des candidats a donné les bonnes probabilités, mais leur justification manque souvent
de rigueur.

Q33 - La plupart des candidats pense a majorer le terme général de la série par g.. Cependant, il ne suffit
pas d’indiquer que gn est une probabilité pour justifier que la série de terme général g, est convergente.
De plus, une partie des candidats a utilisé le fait que la somme des . est égale a 1, ce que I'on ne peut
pas savoir a ce stade de I'exercice.

Q34 - Pour appliquer le théoreme relatif au produit de Cauchy, il faut commencer par vérifier ses
hypotheses. Beaucoup de candidats ont eu des difficultés a gérer le terme d’indice 0 dans la somme.
Q35 - Il est surprenant que certains candidats déterminent une expression de g(x) sans avoir trouvé
I'expression de f(x) auparavant. Les correcteurs ont observé de nombreuses erreurs de signes dans le
développement en série entiére de la fonction g.

Q36 - Certains candidats utilisent I'expression « par identification » qui n'est pas satisfaisante : il est
préférable de citer I'unicité du développement en série entiére. De plus, il faut ensuite faire attention a
distinguer les indices pairs et les indices impairs.

Q37 - Les rares candidats qui ont abordé cette question ont trouvé la bonne valeur pour la probabilité avec
un raisonnement erroné, mais ils ont correctement interprété le résultat.

Q38 - Question trés peu abordée.

45



2019

SESSION 2019 PCMA002

@NP

CONCOURS
COMMUN
INP

EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE PC

MATHEMATIQUES

Lundi 29 avril: 14 h-18 h

N.B. : le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de
la rédaction. Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le

signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives
qu’il a été amené a prendre.
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Le sujet est composé de trois exercices indépendants.
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EXERCICE 1
Polynome de Laguerre et méthode de quadrature de Gauss

Dans tout I’exercice, on consideére un entier n € N*.

Partie I - Produit scalaire sur R,[X]

1.1 - Généralités

Pour tout couple (P, Q) € R, [X]?, on note :

(P|Q) = fo PO dr.

Q1. Justifier que I’'intégrale définissant (P | Q) est convergente.

Q2. Montrer que I’application (- | -) : R,[X] X R,[X] — R est un produit scalaire.
1.2 - Calcul d’un produit scalaire

Q3. Soitk € [1,n]. A I'aide d’une intégration par parties, établir que :

+00 +0oo
f feldr = k f e dr.
0 0

Q4. Conclure que X 1) =k! pour tout entier k € [0, n]).

Partie II - Construction d’une base orthogonale

On considere I’application a définie sur R,[X] par :

VP eR,X], aP)=XP' +(-XP.

I1.1 - Propriétés de I’application a

QS. Montrer que a est un endomorphisme de R, [X].
Qe. Ecrire la matrice de a dans la base (1, X,...,X".

Q7. En déduire que « est diagonalisable et que Sp(a) = {—k | k € [0, n]}}.
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IL.2 - Vecteurs propres de ’application

On fixe un entier k € [[0, n].
Q8.  Quelle est la dimension de ker(a + kldg, x}) ?

Q9. En déduire qu’il existe un unique polynome P; € R,[X], de coefficient dominant égal a 1,
vérifiant a(Py) = — kP;.
Q10. Justifier que Py est de degré k.

Q11. Déterminer P, et P;. Vérifier que P, = X?—4X +2.
I1.3 - Orthogonalité de la famille (P, ..., P,)
On fixe un couple (P, Q) € R, [X]%.

Q12. Montrer que (a(P) | Q) = — f - tP' (1) Q' (t)e”'dt.
0

Q13. En déduire que (a(P) | Q) = (P | a(Q)).
Q14. Montrer que (P, ..., P,) est une base orthogonale de R,[X]. On pourra utiliser Q9 et Q13.

Partie III - Méthode de quadrature de Gauss

On admet que le polyndme P, admet n racines réelles distinctes que I’on note x, ..., x;,.

On souhaite montrer qu’il existe (4;,...,4,) € R" tel que :

VP e R, [X], fo P(t)e'dt = ; LP(x). (%)

Q15. Montrer qu’un n-uplet (4, ..., 4,) € R" vérifie (x) si et seulement si
1 I - 1 \(A4 0!
X X2 o X, || A 1!
ot s ) -1

Q16. En déduire qu’il existe un unique n-uplet (1;,...,4,) € R" vérifiant (x).
Q17. Déterminer un polyndme P € R,,[X] tel que

+00 n
P(t)e 'dt # > A;P(x;).
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EXERCICE 2
Etude d’une équation di érentielle

On considere I’équation di érentielle suivante :

(1 =xy" —x(1+x)y +y=2x>. (E)

Partie I - Solution particuliére de I’équation homogene

Dans cette premiere partie, on souhaite déterminer les solutions développables en série entiere de
I’équation di érentielle homogene associée a (E) :

77

(1 =xy" —x(1+x)y +y=0. (H)

On fixe une suite de nombres réels (a, ),y telle que la série entiere Z a,x" ait un rayon de conver-
gence r > 0. On définit la fonction f :] — r,7[— R par :

+00

Yxel-rrl, f(x)= Z apx".

n=0

Q18. Justifier que la fonction f est de classe € et que les fonctions f” et f sont développables
en série entiere. Exprimer avec la suite (a, ),y les développements en série entiere respectifs
des fonctions f” et f” en précisant leur rayon de convergence.

Q19. Montrer qu’il existe une suite (b,),>> de nombres réels non nuls telle que pour tout x €]—r, r|,
ona:

(1 =20 f"(x0) = x(1+ ) f(x) + f(x) = ap + Z bu(ay — ap-1)x".
n=2

Q20. Montrer que f est solution de (H) sur I’intervalle | —r, r[ si et seulement si ay = O et a,,; = a,
pour tout n € N*.

Q21. En déduire que si f est solution de (H) sur | — r, r[, alors r > 1 et il existe 1 € R tel que :

Vxel- L1, f(x)= f_x .

Q22. Réciproquement, montrer que si 4 € R, alors la fonction

Ax
(1 -x)

est une solution de (H) sur ] — 1, 1[ développable en série enticre.

g:l-L1[-R, xm
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Partie II - Solutions de (E) sur ]0, 1[ ou ]1, +ocof

On désigne par I I’un des intervalles ]0, 1[ ou ]1, +oo[. Soit y : I — R une fonction de classe %?. On
définit la fonction z : I — R par la relation :

Q23.
Q24.

Q2s.

Q26.

Q27.

50

Vxel, z(x)= ()lc - l)y(x).

Justifier que z est de classe € sur I’intervalle 7, puis exprimer z’ et 7’ avec y, y et y”.

Montrer que y est solution de (E) sur [ si et seulement si z est solution sur / de I’équation
di érentielle :
x7"+7 =2x (Ey)

Montrer que si z est solution de (E;) sur I, alors il existe 4 € R tel que :

A
Yxel, 7 (x)=-+nx
X

En déduire I’ensemble des solutions de I’équation di érentielle (E) sur /.

Partie III - Solutions de (E) sur ]0, +oo[

Déterminer I’ensemble des solutions de I’équation di érentielle (E) sur ]0, +oo[.
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EXERCICE 3
Etude d’une marche aléatoire

On considere trois points distincts du plan nommés A, B et C. Nous allons étudier le déplacement
aléatoire d’un pion se déplagant sur ces trois points.

A I’étape n = 0, on suppose que le pion se trouve sur le point A. Ensuite, le mouvement aléatoire du
pion respecte les deux regles suivantes :

1. le mouvement du pion de I’étape n a I’étape n + 1 ne dépend que de la position du pion a
I’étape n, plus précisément il ne dépend pas des positions occupées aux autres étapes précé-
dentes;

2. pour passer de I’étape n a I’étape n + 1, on suppose que le pion a une chance sur deux de rester
sur place, sinon il se déplace de maniere équiprobable vers I’un des deux autres points.

Pour tout n € N, on note A, I’évenement "le pion se trouve en A a I’étape n", B, I’éveénement "le pion
se trouve en B a l’étape n" et C,, I’événement "le pion se trouve en C a I’étape n". On note également :

Pn
vn € N’ pl’l = P(Al’l)7 Qn = P(Bl’l)’ rl’l = P(Cl’l) et Vl’l = ql’l B
rn

et on considere la matrice :

1 211
M:Z 1 21 G%3(R)
I 1 2

Dans I’exercice, on pourra utiliser sans le démontrer le résultat suivant :

LAz A1 A
VneN, M'=o— |4 -1 42 4 -1,
R VO L )

On rappelle que si E et F sont deux évenements avec P(F) > 0, on définit la probabilité conditionnelle

de E sachant F' (notée P(E | F) ou Pr(E)) par :

P(ENF)

P(E | F) = Pp(E) = P(F)

Partie I - Calcul des probabilités

Q28. Calculer les nombres p,, g, etr, pourn =0etn = 1.
Q29. Démontrer que pour tout n € N, on a la relation V,,,; = MV,,.
Q30. En déduire que V,, = M"V,, puis une expression de p,, g, et r,, pour tout n € N.

Q31. Déterminer les limites respectives des suites (p,)nens (@n)nen €t (7)nen. Interpréter le résultat.
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Partie II - Nombre moyen de passages en A

Pour n € N*, on note a, le nombre moyen de passages du pion en A entre 1’étape 1 et 1’étape n et on
définit la variable aléatoire :

X - 1 si A, estréalisé,
"7 10 si A, estréalisé.

Q32. Interpréter la variable aléatoire X; + - - - + X, et le nombre E(X; + - - - + X),).
Q33. Calculer I’espérance de la variable aléatoire X,, pour n € N,

Q34. En déduire une expression de a,,.

Partie III - Temps d’attente avant le premier passage en B

On définit la variable aléatoire 7z de la fagon suivante :
1. si le pion ne passe jamais en B, on pose T = 0;
2. sinon, T’z est le numéro de 1’étape a laquelle le pion passe pour la premiere fois en B.

Nous allons déterminer la loi de 7'z et son espérance.
Q35. Calculer P(Tg =1)et P(Tg = 2).
Q36. Soit n € N. Exprimer B, en fonction de A, et C,,.

. S — 1 - = - = 1
Q37. Etablir que P(B; N B, N By) = ZP(BZ N By), puis en déduire que P(B3 | B, N By) = T

Dans la suite, on admet la relation :

N — 1
Vn e N*, P(BrHl Bk] = Z
1

k=

Q38. Pour k € N*, calculer P(Tg = k). Que vaut P(Tz = 0)?

Q39. Justifier que la variable aléatoire Tz admet une espérance. Quelle est I’espérance de Tz ?

FIN
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CONCOURS COMMUN INP

RAPPORT DE L’EPREUVE ECRITE DE MATHEMATIQUES

1/ REMARQUES GENERALES

1.1- PRESENTATION DU SUJET

Le sujet est composé de trois exercices totalement indépendants. Le premier exercice était centré sur
I'étude des polynémes de Laguerre définis comme les vecteurs propres unitaires d’'un endomorphisme
symétrique de Ry[X]. Le second exercice avait pour but de résoudre une équation différentielle linéaire du
second ordre en commengcant par déterminer les solutions développables en série entiére. Le troisieme
exercice concernait I'étude d’'une marche aléatoire sur un triangle.

Le sujet avait pour objectif d'évaluer les candidats sur une vaste partie du programme des deux années
de classe préparatoire ainsi que sur les six grandes compétences exposées dans le programme de la
filiere PC. L'indépendance des trois exercices et la progressivité de la difficulté des questions permettaient
aux candidats de commencer le sujet avec les parties du programme gu’ils maitrisaient le mieux. Le sujet
était d'une longueur raisonnable afin de donner une réelle possibilité au candidat de traiter I'ensemble des
questions.

1.2- PROBLEMES CONSTATES PAR LES CORRECTEURS

L'objectif d’'une épreuve de mathématiques ne se résume pas a évaluer les capacités calculatoires des
candidats. Lorsqu’'un candidat souhaite utiliser un théoréme du cours, il se doit de citer et de vérifier
soigneusement ses hypothéses. Il ne faut pas négliger la rédaction des raisonnements par récurrence :
une majorité de candidats se contente d’indiquer que le raisonnement est trivial.

Les candidats doivent faire attention a maitriser le vocabulaire mathématique utilisé. Par exemple, les
correcteurs ont pu lire dans les copies les expressions « la dimension du polynéme » ou « le rayon de
convergence est ]-R,R[ » qui n'ont aucun sens rigoureux.

Les correcteurs souhaitent signaler que certains candidats n’ont pas respecté la consigne d’utiliser un
stylo de couleur suffisamment foncée, ce qui rend la lecture de leur copie trés difficile. De plus, nous
recommandons aux éléves d’éviter au maximum les ratures dans leurs copies et de mettre en valeur leurs
résultats.

Ajoutons quelques remarques précises sur des erreurs importantes constatées par les correcteurs :

- Il est nécessaire de justifier soigneusement la convergence des intégrales manipulées dans I'exercice 1
avant de les utiliser dans les différents calculs.

- Un espace vectoriel réel de dimension 1 ne contient pas qu’un vecteur non nul, mais une infinité de
vecteurs. Certains candidats semblent avoir confondu cardinal et dimension.

- De nombreux candidats ne semblaient pas a 'aise avec les propriétés de bases sur les séries entieres.
- Une partie des candidats semble ignorer qu'un produit de fonctions de classe C? est une fonction de
classe C2.

- Un temps d’attente ne suit pas nécessairement une loi géométrique. 53
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2/ REMARQUES SPECIFIQUES

Exercice 1 (Polyndme de Laguerre et méthode de quadrature de Gauss) :

Q1. La rédaction de la convergence est souvent partielle. Une majorité de candidats oublie de préciser le
domaine de continuité de la fonction ou de passer par la convergence absolue pour utiliser les régles de
comparaison.

Q2. L'argument de continuité pour le caractére défini est souvent oublié.

Q3. Avant de réaliser le calcul amené par l'intégration par partie, il faut citer les hypothéses du théoreme
(régularité des fonctions et limites du produit) et justifier la convergence des intégrales.

Q4. La récurrence n’est souvent pas rédigée.

Q5. Un polyndme de Rq[X] n’est pas nécessairement de degré n.

Q6. Question bien traitée en général.

Q7. Certains candidats pensent gu’'une matrice triangulaire est diagonalisable.

Q8. Question bien traitée en général.

Q9. La compréhension et la rédaction pour cette question ont souvent été trés mauvaises. De nombreux
candidats confondent la dimension et le cardinal.

Q10. Question peu abordée.

Q11. Question bien traitée en général.

Q12. Question assez bien traitée en général. Quelques candidats se sont égarés dans les calculs.

Q13. Question bien traitée en général.

Q14. La solution proposée est souvent incompléte : une partie des candidats justifie que la famille est
orthogonale, mais pas qu’elle est une base.

Q15. Cette question a posé de nombreuses difficultés. L'équivalence est souvent oubliée et les
quantificateurs mal maitrisés.

Q16. Peu de candidats ont reconnu la matrice de Vandermonde.

Q17. Question treés peu abordée.

Exercice 2 (Etude d’une équation différentielle) :

Q18. Le cours sur les séries entiéres n'est pas maitrisé par une partie non négligeable des candidats.
Plusieurs candidats ont indiqué qu’une série entiére converge normalement sur son intervalle ouvert de
convergence, ce qui est faux.

Q19. Question bien traitée en général.

Q20. L'unicité du développement en série entiére est rarement citée.

Q21. Question bien traitée en général mais peu de candidat ont justifié que r = 1.

Q22. Question bien traitée en général.

Q23. Certains candidats semblent ignorer qu’un produit de fonctions de classe C? est une fonction de
classe C2.

Q24. Il faut faire attention a la rédaction dans cette question pour bien démontrer une équivalence.

Q25. La résolution de I'équation différentielle est souvent bien menée, mais la rédaction pourrait étre
fortement améliorée. Certains candidats se contentent de vérifier que I'expression donnée dans I'énoncé
est correcte, ce qui n'est pas suffisant.

Q26. Question bien traitée en général. Certains candidats ont oublié la constante d’intégration.

Q27. Question peu abordée.

Exercice 3 (Etude d’une marche aléatoire) :

Q28. Question trés bien traitée en général.

Q29. Peu de candidats indiquent que (An,Bn,Cn) forme un systéme complet d’événements et utilisent la
formule des probabilités totales. Les correcteurs ont lu plusieurs copies utilisant un raisonnement par
récurrence, ce qui n'était pas approprié dans cette question.

Q30. Globalement bien traitée. Certains candidats ont oublié que M" était donné dans I'énonce.

Q31. L'interprétation est parfois trées maladroite. Une expression de la forme « aprés une infinité de
05é4placements » n'a pas de sens.
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Q32. De nombreux candidats ont omis de préciser « entre I'étape 1 et I'étape n ».

Q33. Question bien traitée en général.

Q34. La simplification explicite de la somme n'a que rarement été effectuée.

Q35. Les réponses trouvées sont souvent justes, mais les différentes étapes de calculs devraient étre plus
justifiées.

Q36. Quelques confusions entre événements et probabilités. Additionner deux évenements n'a pas de
sens.

Q37. La plupart des candidats se contentent d’une explication intuitive a la place d’un calcul justifié.

Q38. La formule des probabilités composées n’est presque jamais citée.

Q39. Question peu abordée.
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wws- POLYTECHNIQUES

EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE PC
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N.B. : le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la
rédaction. Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le

signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il
a été amené a prendre.

Les calculatrices sont interdites

Le sujet est constitué d'un seul probléeme en six parties.

Lorsqu’un raisonnement utilise le résultat d’une question précédente, il est de-
mandé au candidat d’indiquer précisément le numéro de la question utilisée.
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PROBLEME

On rappelle que R[X] désigne le R-espace vectoriel des polynomes a coefficients réels. Pour n
entier naturel, R,[X] désigne le sous-espace vectoriel de R[X] des polynémes de degré inférieur
ou égal a n. On précise que I'on pourra confondre polynéme et fonction polynomiale associée.
Soit P un polynéme de R[X]. On note P" sa dérivée n-ieme.

On considere I'application ¢ de R[X] dans lui-méme définie par :

VP e R[X], $(P)= (X?—1)P" +2XP.

Pour n € N, on note U, = (X?—1)"et L, = U,g”). Les polynémes L , sont appelés polynomes

27n!
de Legendre. Pour n entier naturel, a, désigne le coefficient dominant de L.

Partie I - Quelques résultats généraux

1
Q1. Déterminer Lo, Ly et vérifier que L, = E(BXQ —1).
Dans la suite de cette partie, n désigne un entier naturel.

Q2. Justifier que L, est de degré n et préciser la valeur de a,.
Q3. Montrer que la famille (Lo, ..., L,) est une base de R,[X].

Q4. Pour n € N*, déterminer les racines de U,, en précisant leur ordre de multiplicité, puis
justifier qu’il existe un réel o €] — 1, 1[ et un réel X\, que l'on ne cherchera pas a déterminer,
tels que :

U =X(X-1)"YX+1)"HX - a).

On pourra utiliser le théoreme de Rolle.
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Q5. Dans cette question seulement, n > 2. Soit k € [1,n — 1]. On suppose qu'il existe des
réels ay, . . ., ay deux a deux distincts dans | — 1, 1] et un réel u tels que :

U = u(X = 1) KX+ 1) (X =) - (X = a)

Justifier qu’il existe des réels Gy, .. ., Brs1 deux a deux distincts dans | — 1, 1] et un réel v tels
que :

UFD = p(X = )" N X+ 1) X = B1) - (X = Brsa)

Q6. En déduire que, pour n € N*, L, admet n racines réelles simples, toutes dans [—1, 1].
On les note xq, . . ., Xp, €n convenant que x3 < --- < X,.

On note A, = JT (X — x).

k=1

En convenant que Ag =1, on a donc: VneN, L, = a,A,.

Partie IT - Etude des éléments propres de I’endomorphisme ¢

Q7. Prouver que ¢ est un endomorphisme de R[X].
Dans les questions Q8 a Q13, n désigne un entier naturel.
Q8. Justifier que R,[X] est stable par ¢.

On note ¢, 'endomorphisme de R,[X] induit par ¢. Cet endomorphisme ¢, est donc défini
par : VP € RH[X]7 ¢n(P) = ¢(’D)

Q9. On note M = (m; j)o<i, j<n la matrice de ¢, dans la base canonique de R,[X]. Montrer
que M est triangulaire supérieure et que : Vk € [0, n], mxx = k(k + 1).

Q10. Montrer que ¢, est diagonalisable. On pourra utiliser la question Q9.

Q11. Vérifier que : Yk € [0, n], (X* — 1)U}, — 2kX U, = 0.

Q12. Soit k € [0, n]. En dérivant (k + 1) fois la relation de la question Q11, montrer grace
A la formule de dérivation de Leibniz que : (X2 — 1)U 4 2XUF — k(k + 1)U = 0.

Q13. Montrer que, pour k € [0, n], le polyndme L est un vecteur propre de ¢,, en précisant
la valeur propre associée. On pourra utiliser la question Q12.

Q14. Déduire de ce qui précede les valeurs propres et les sous-espaces propres associés de ¢.
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Dans la suite du probleme, pour P et Q éléments de R[X], on définit :

(P.Q) = /11 P(1)Q(1) dt.

Partie III - Distance au sous-espace vectoriel R,[X]

Q15. Justifier que (., .) est un produit scalaire sur R[X].

1

On note ||.|| la norme associée, qui est donc définie par : ||f]| = (/11 f(t)? dt) E.
Q16. Etablir que : (P, Q) € R[X]?, (¢(P), Q) = — /_11(1“2 — 1P (t)Q'(t) dt, puis que :
Y(P.Q) € RIX]?, (#(P), Q) = (P, ¢(Q)).

Q17. Montrer que la famille (L,),en de polyndmes de R[X] est orthogonale pour le produit
scalaire (.,.). On pourra utiliser la question Q13.

Q18. Montrer que : Vn € N*, VP € R,,_1[X], (P, L,) =0.

2n+1

2n+1 2
dire de la famille (Q,),en de polynémes de R[X] pour le produit scalaire (., .)?

Q19. On admet que ||L,]|* = Pour n € N, on pose Q, = L,. Que peut-on

Dans la suite de cette partie, P désigne un polynéme de R[X].
Pour n € N, on note d (P, R,[X]) = o iﬂrgf[X]HP — Q| la distance de P au sous-espace R,[X].
€R,

Q20. Soit n € N. En utilisant un résultat de votre cours, justifier qu’il existe un unique
polynéme T, de R,[X] tel que : d (P, R,[X]) = ||P — T,||, puis justifier I'égalité :

d(P.RAX]? = [IPI? = 32 (c(P))’, ot &(P) = (P.Qu).

k=0
o 5 +o00 5 )
Q21. Prouver que la série Z(CK(P)) converge et que : Z(CAP)) < ||P|7.
k=0
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Partie IV - Fonction génératrice

On admet dans la suite du probléme que Vn € N*, (n+ 1)L,.1 — 2n+ 1)XL,+nL,.1 =0
et on considére la série entiere de la variable t : Y L,(x)t". On note r la racine positive du
polynéme X2 —2X — 1.

Q22. Montrer que : Vx € [—1,1], Vn € N, |L,(x)| < r". On pourra raisonner par récurrence
et utiliser la relation admise au début de cette partie.

Q23. Pour x € [—1,1], on note R(x) le rayon de convergence de la série entiere »  L,(x)t".

1
Montrer que : R(x) > -

1 1 =
Q24. Pour x € [-1,1] et t € ]—r , r{’ on pose Sy(t) = > L(x)t". Montrer que S, est
n=0

solution sur ]_r o { de I'équation différentielle linéaire du premier ordre :
(1-2tx+t2)y + (t —x)y = 0.

1
V2 =2xt+1

Q26. Indiquer une méthode permettant, a partir du seul résultat de la question Q25, de
retrouver ’expression des polynomes Lg, L1 et Lo.

1 1p
Q25. En déduire que : Vx € [1,1], Vt € ]—r 2 { S L)t =
n=0

Partie V - Expression intégrale des polynomes de Legendre

1 u
Pour 6 € [0, 7] et n € N, on pose : w,(0) = %/ (cos@ + isinfcosu)"du.

Q27. Soit t €] —1, 1[. Pour n € N, on considere la fonction v, de [—, 7] dans C définie par :
Vo(u) = t"(cos 6 + isinf cos u)”. Montrer que Y v, converge normalement sur [—, 7).

= 1 g du
28.  Justifier I'égalité : Vt €] — 1,1, n@t”:—/ _— .
Q Justifier I'égalité : V1 €] [HXZ%W() 21 J-n 1 —tcosf — itsin@cosu

Dans les questions Q29 et Q30, a désigne un réel strictement positif.

™ Ccosu

Q29 Montrer que o m

défini par v =m — u.

u = 0. On pourra utiliser le changement de variable
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Q30.  Mont /75 du |
. ntrer : —_— = -

OHRren que o 14 a%cos?u 2 v/1+ a2
variable défini par u = arctan v.

On pourra utiliser le changement de

Q31. En déduire que :

" d 2
Vte]—l,l[,vee[o,ﬂ],/ — v T

—itsinfcosu £ —2tcosf+ 1

Q32. Déduire de ce qui précede que : Vn € N, V8 € [0, 7], L,(cos8) = w,(6).

+o0 1
Q33. Justifier que : ¥x € [-1,1], Vt €] - 1, 1], Z:% L0 = =

Q34. Prouver que : Vx € [—1,1], R(x) = 1. On pourra raisonner par l'absurde et montrer

+oo 2
qu’alors, pour tout z de C tel que |z| < R(x), on a : (z° — 2xz + 1)(2 Ln(x)z”> =1.
n=0

Partie VI - Application a 'approximation d’intégrales

Dans les questions Q35 a Q43, n désigne un entier naturel non nul.

Q35. Soit h une application de R dans R de classe C*"* sur R telle qu’il existe 2n réels
t; < -+ < t, vérifiant : Vi € [1,2n], h(t;)) = 0. Montrer qu'il existe un réel c tel que :
h=Y(c) = 0.

Q36. Pour /i € [1, n], on note £; application linéaire définie sur R,_1[X], a valeurs dans R,
par : VP € R,_1[X], £(P) = P(x;) (on rappelle que xi, ..., X, désignent les racines de L, et
qu’elles sont deux a deux distinctes). Montrer que (44, ..., £,) est libre dans L(R,_1[X],R).

Q37. En déduire que pour toute application linéaire ¥ de R,_;1[X] dans R, il existe un unique

Q38. Montrer qu’il existe un unique n-uplet (o, .. ., a,) de réels tel que :

VPERnfl[X], Lll P(t)dt:(X1P(X1)+"‘+OtnlD(Xn).

Q39. Montrer que la relation de la question Q38 reste vérifiée pour tout P de Ry,_1[X]. On
pourra, pour P € Ry, 1[X], utiliser la division euclidienne de P par L, et la question Q18.
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Dans la suite du probleme, f désigne une application de [—1, 1] dans R, de classe C*" sur [—1, 1].

. Hn(x;) = f(x)

Q40. Montrer que : 3'H, € Ry,1[X], Vi € [1, n], , ) . On pourra commen-
H,(xi) = '(xi)

cer par déterminer le noyau de Uapplication linéaire de Ron_1[X] dans R®" qui a P associe :

(PGa). .- P(xa), P'(0), -, P (%))

On rappelle que A, a été défini a la question Q6.

Q41. Soit x € [—1, 1] tel que : Vi € [1, n], x # x;.
An(x)?
(2n)!

g définie sur [—1,1] par g(t) = f(t) — Ha(t) — A(;(nt))|

préciser, et appliquer le résultat de la question Q35 a la fonction ¢'.

An(y)?
(2n)!

Q43. Justifier 'existence de M,,(f) = n[“lalxlllf(zn)(tﬂ, puis prouver que :
te(—1,

Montrer que : 3¢ € [—1,1], f(x) — Hu(x) = FCM(c). On pourra considérer Uapplication

K, ou K est un réel dépendant de x a

Q42. Montrer que : Vy € [—1,1], dc € [-1, 1], f(y) — Ha(y) = FCM(¢).

Mo, (F) /1 .
(2n)! /,lAn(t) dt.

‘/11 F(t)dt — (alf(xl)+...+anf(xn))‘ <

1
Q44. Déterminer un équivalent simple au voisinage de +oo de / A (1) dt.
-1

FIN
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CONCOURS COMMUNS | ¢ppoRr sUR L’EPREUVE ECRITE 2018 DE MATHEMATIQUES DE LA FILIERE PC
POLYTECHNIQUES

1/ CONSIGNES GENERALES :
Presentation du sujet :

Le sujet, composé d'un seul probléeme en six parties largement indépendantes, abordait le
theme des polynémes de Legendre.

La partie | permettait principalement d'établir que ces polyndmes sont scindés a racines
simples.

La partie Il avait pour but de prouver la diagonalisabilité d'un endomorphisme de R_n[X] et
d'en étudier les éléments propres, avec dans la derniére question une application a la
détermination des éléments propres d'un endomorphisme de R[X].

La partie 11l permettait d'obtenir une famille orthonormale pour un produit scalaire défini sur
I'espace R[X], puis s'intéressait a la distance d'un polynéme de R[X] au sous-espace R_n[X].
La partie IV concernait la fonction génératrice associée aux polynémes de Legendre, la partie
V permettant d'en obtenir une expression intégrale.

Enfin, la partie VI proposait une application des polynémes de Legendre a lI'approximation
d'intégrales.

Ce sujet avait pour but d'évaluer les connaissances des candidats sur de trés nombreuses
notions des programmes des deux années de classes préparatoires. Il devait permettre
d'évaluer chez ces candidats les six grandes compétences exposées dans les objectifs de
formation du programme de la classe de PC.

Problémes constatés par les correcteurs :

L'épreuve proposée a permis de classer correctement les candidats de niveau moyen a fort,
mais a sans doute pénalisé les candidats les plus faibles par le niveau de technicité exigé et
I'absence de questions trés faciles.

Les correcteurs ont cependant constaté des lacunes importantes chez de nombreux candidats.
Il faut insister sur le fait que les définitions doivent étre connues avec précision et que les
théorémes utilisés comportent des hypothéses qu'il convient de rappeler et de vérifier. Les
raisonnements doivent étre plus précis et plus rigoureux.

Notons quelques remarques signalées par les correcteurs sur des points précis des
programmes de PCSl et de PC :

e en algebre, la notion d'ordre de multiplicité d'une racine d'un polynéme n'est pas
maitrisée. R_n[X] est I'espace des polyndémes de degré inférieur ou égal a n, a
coefficients réels. Un polyndme de R_n[X] n'est donc pas, en général, de degré n. La
définition d'un produit scalaire est trop souvent mal connue et on ne trouve dans les
copies que tres rarement une preuve correcte du caractere défini.

e en analyse, les manipulations de valeurs absolues (ou de modules) ainsi que celles des
inégalités ne sont tres souvent pas maitrisées. Une connaissance des formules
élémentaires de trigonométrie est attendue. La régle de d'Alembert n'est pas la seule
maniere de déterminer un rayon de convergence.

e de maniere générale, la rédaction d'un raisonnement par récurrence pose des
problémes a de trop nombreux candidats.
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2/ REMARQUES SPECIFIQUES :
Partie I (Quelques résultats généraux) :

Q1. Question bien traitée.

Q2. Cette question, apparemment facile, a pose des problémes a de nombreux candidats.

Q3. La notion de famille échelonnée en degreé est maitrisée par la majorité des candidats. Une
famille de (n+1) polynémes de R_n[X] n'est cependant pas nécessairement génératrice de
R_n[X].

Q4. Un certain nombre de candidats a résolu la question par un calcul direct. Pour les autres,
I'énoncé du théoreme de Rolle est souvent mal connu.

Q5. Question plus délicate, mal traitée par une majorité de candidats.

Q6. Tres rares sont les candidats qui comprennent qu'un raisonnement par récurrence a été
mis en place en Q4 et Q5.

Partie 11 (Etude des éléments propres d'un endomorphisme) :

Q7. Un certain nombre de candidats confond R[X] et R_n[X]. Par ailleurs, la définition d'un
endomorphisme n'est pas toujours connue.

Q8. Un polyndme de R_n[X] n'est pas nécessairement de degré n.

Q9. Question bien traitée par une majorité de candidats.

Q10. Le fait que les valeurs propres sont deux a deux distinctes est rarement justifie.

Q11. Question bien traitée en général.

Q12. La principale erreur est I'absence des coefficients binomiaux dans la formule de Leibniz.
Q13. Question trés souvent traitée, mais le fait que L_k est non nul est rarement mentionné.
Q14. Cette question n'a pas été comprise. Certains candidats donnent le résultat attendu, mais
la justification est presque toujours absente.

Partie I11 (Distance a R_n[X]) :

Q15. Question tres mal traitée. Le cours est mal connu (définition d'un produit scalaire et
preuve du caractére defini).

Q16. Question bien traitée en général.

Q17. Q18. Q19. Questions souvent correctement traitées.

Q20. Le fait que R_n[X] est de dimension finie n'est quasiment jamais mentionné, preuve que
le cours est connu de maniére trop superficielle.

Q21. Question peu abordée.

Partie IV (Fonction génératrice) :

Q22. Question tres mal traitée en général. Le maniement des valeurs absolues et des inégalités
pose de gros problemes aux candidats. La notion de récurrence forte (ou double) est trés mal
maitrisée.

Q23. Une grande majorité de candidats veut utiliser la régle de d'Alembert et échoue. Pour
ceux qui utilisent un théoréme de comparaison, I'nypothése de positivité est souvent absente.
Q24. Le calcul commence souvent correctement, mais rares sont ceux qui arrivent au bout.
Q25. La constante multiplicative est souvent choisie par le candidat pour arriver au résultat
demandé. L'étude du signe de 1 - 2xt + t"2 n'est quasiment jamais faite.

Q26. Souvent abordée, mais de maniere incomplete.
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Partie V (Expression intégrale) :

Q27. Question tres mal traitée. De nombreux candidats ignorent la définition de la
convergence normale et les inégalités sur des nombres complexes ne sont pas rares.

Q28. On attend plus de précision sur les hypothéses du théoreme d'interversion.

Q29. Question souvent bien traitée par ceux qui I'ont abordée.

Q30. Question peu abordée. Peu de candidats savent calculer cos"2(arctan x) et peu d'entre
eux connaissent ou savent retrouver une primitive de 1/x"2 + a"2.

Q31. Question presque systématiquement délaissée. Seuls les tous meilleurs candidats s'en
sont sortis.

Q32. L'unicité du développement en série entiere n'est que trés rarement évoqueée.

Q33. Le lien avec ce qui précede n'a quasiment jamais été observe.

Q34. Question presque jamais abordee.

Partie VI (Application a I'approximation d'intégrales) :

Q35. L'idée du raisonnement apparait dans un certain nombre de copies, mais la rigueur est
souvent absente.

Q36. Question abordée, mais trés rarement bien traitée.

Q37. Beaucoup de candidats confondent L(R_n-1[X],R) et R_n-1[X].

Q38. Bien traitée par ceux qui l'ont abordée.

Q39. a Q44. Questions tres peu abordées et le plus souvent mal traitées.

65



2017

SESSION 2017 PCMA002
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MATHEMATIQUES

Mardi2 mai: 14 h-18 h

N.B. : le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de
la rédaction. Si un candidat est amené a reperer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le

signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives
qu’il a été amené a prendre.

’Les calculatrices sont interdites‘

L’épreuve est constituée d’un probleme en cinq parties largement indépendantes.

Lorsqu’un raisonnement utilise un résultat obtenu précédemment dans le probleme, il est
demandé au candidat d’indiquer précisément le numéro de la question utilisée.
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PROBLEME
Soit p € ]0,1[. On pose ¢ =1 — p.

On considere un automate qui génere successivement les lettres C ou P jusqu’a obtenir une
certaine séquence prédéfinie.

On suppose que pour tout n € IN*, 'automate génere la n-ieme lettre a I'instant n de facon
indépendante de toutes les générations précédentes. On suppose également qu’a chaque génération,
les lettres P et C ont des probabilités p et ¢ (respectivement) d’étre générées. Suivant les parties
considérées, on définit différents niveaux que I'automate peut atteindre.

On considere dans tous les cas que I'automate est initialement au niveau 0. On se propose
alors d’étudier essentiellement 'existence de I'espérance et de la variance de la variable aléatoire
correspondant au temps d’attente de la séquence prédéfinie a travers sa série génératrice.

Pour cette étude probabiliste, on mobilise diverses propriétés analytiques (surtout sur les séries
entieres) et quelques propriétés d’algebre linéaire.

Dans les parties I, IT et V, on examine le temps d’attente pour les séquences C puis CC, puis
CPC et CCPPC. La partie IT est indépendante de la partie I et traite de questions préliminaires
sur les séries entieres qui seront investies dans les parties IIT et V. La partie I'V est indépendante
des parties précédentes et traite les questions préliminaires d’algebre linéaire qui servent exclu-
sivement dans la partie V. La partie III ne dépend de la partie I que par la question Q4 et de
la partie IT que par la question Q10. La partie V utilise seulement la question Q11 de la partie
IT et la partie IV.

Pour n € IN*, on note P, I'évenement < 'automate génere la lettre P a Uinstant n > et C),
I’évenement < I'automate génere la lettre C a l'instant n >.

Partie I - Etude d’un cas simple

Dans cette partie, on dit que 'automate passe du niveau 0 au niveau 1 des qu’il génere la lettre
C. Si, en revanche, il génere la lettre P, alors il reste au niveau 0. L’expérience s’arréte des que
I’automate a atteint le niveau 1. On résume 'expérience par la figure 1 suivante :

OnO
‘ P
Figure 1

On note Y l'instant ou, pour la premiere fois, 'automate atteint le niveau 1. On admet que Y
est une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, o7, P) telle que Y (2) C IN*. On
note Gy la série génératrice de Y et Ry son rayon de convergence.

On sait alors que Ry > 1 et que :

YVt € ] — Ry,Ry[, Gy(t) = E(ty) = fP(Y = n)t".
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Q1. Reconnaitre la loi de Y et préciser en particulier P(Y = n) pour n € IN*.

1 11 t
Q2. Montrer que Ry = — > 1 et que : Vt € } - = [, Gy (t) a
p

p'p C1—pt

1 2
Q3. Montrer que Gy est 2 fois dérivable en 1 et que G% (1) = p et GY.(1) = L.

Q4. Donner les valeurs de E(Y') et de V(Y).

Partie II - Séries entieres

1

Soit z € C et a € C*. Pour n € N, on pose u,(a) = ———.
a

Q5. Montrer que Y u,(a)z" est une série entiere de rayon de convergence égal a |al.

I
Q6. Montrer que si |z| < |al, on a : = gun(a)z”.

Soit a, b et A des nombres complexes non nuls. Dans les questions Q7 a Q10, on suppose que
la| < |b|. On définit alors, pour tout n € N, v, = Zuk(a)un,k(b) et pour tout réel ¢ tel que
k=0

\t2
(t—a)(t—0b)

Q7. Montrer que l'on a :

1 /0" 1 1 1
U":&anZ(a) :b_a(anJrl_anrl)'
k

=0

[t < lal, f(t) =

Q8. Trouver un équivalent simple de v,, quand n tend vers +oc.

Q9. En déduire que le rayon de convergence de Y v,z" est égal a |a| et que si |z| < |a|, alors

1 +o0
(z—a)(z—0b) - nzzovnz ’

Q10. Justifier que f est développable en série entiere au voisinage de 0 et que la série entiere
qui lui est associée possede un rayon de convergence Ry tel que Ry = |al.

Soit a, b, ¢ et A des nombres complexes non nuls. On suppose que : |a| < |b] < |¢].

A3
(t—a)(t—0b)(t—rc)

Q11. Justifier que g est développable en série entiere au voisinage de 0 et que la série entiere qui
lui est associée possede un rayon de convergence R, tel que R, > |al.

Pour tout réel t tel que |t| < |a|, on pose : g(t) =
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Partie III - Etude d’un cas intermédiaire

Dans cette partie, on suppose que 'automate passe du niveau 0 au niveau 1 en générant la lettre
C. De méme, 'automate passe du niveau 1 au niveau 2 en générant la lettre C. Si, en revanche,
il génere la lettre P, alors qu’il est au niveau 0 ou 1, il retombe au niveau 0. L’expérience s’arréte
des que 'automate a atteint le niveau 2, ¢’est-a-dire des que 'automate aura généré la séquence
CC. On résume 'expérience par la figure 2 suivante :

Figure 2

On note Z l'instant ou, pour la premiere fois, I'automate atteint le niveau 2. Ainsi Z est le
temps d’attente de la séquence CC.

On admet que Z est une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (€2, o7, P) telle que
Z(92) € N*. Pour tout n € IN*, on note p, = P(Z = n). On note G la série génératrice de Z
et Ry son rayon de convergence. On rappelle que Rz > 1.

Q12. Calculer py, ps et ps.

Q13. Justifier que (P, Cy N Py, C; N Cy) est un systéme complet d’événements.
Q14. En déduire que pour tout n > 3, on a : p, = ppp_1 + PqPn_2-

Q15. En déduire que pour tout ¢t € [—1,1], on a : Gz(t)(1 — pt — pqt?) = ¢*t>.

VA —p VA
—etb= ———.

Pour t € R, on note Q(t) =1 — pt — pgt*, A = p? +4pqg > 0, a =
2pq 2pq

Q16. Montrer que Q(—1) = 1+ p*> > 0 et que Q(1) = ¢* > 0.
Q17. Montrer que, pour tout t € R, Q(t) = —pq(t — a)(t — b).

Q18. Montrer que 1 < |a| < |b].

q2t2

1 — pt — pgt?’

Q19. Montrer a l'aide de la question Q10 que f est développable en série entiere au voisinage
de 0, que sa série entiere associée est Gz et que Ry = |al.

Pour tout réel t tel que |t| < |a|, on définit f(t) =

q2t2

Q20. Montrer que, pour tout ¢t € |—|al, |a|[, on a : Gz(t) = [R—

Q21. Montrer que Z admet une espérance et une variance puis que E(Z) = ¢! + ¢72.

Q22. Vérifier, a l'aide des questions Q4 et Q21, que E(Z) > E(Y) + 1 ou Y est la variable
aléatoire définie en partie I.

Q23. Pouvait-on prévoir ce résultat ?
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Partie IV - Algebre linéaire

1 000 p 0 p O 1

s . 10100 g ¢ 00 |0

On considere les matrices I, = 0010l A= 0 p 00 et L = 0
0 001 00 q O 0

Soit t € R. On note x4 le polynéme caractéristique de A, si bien que y4(t) est le déterminant
de A — t[4

Q24. Montrer que 0 est valeur propre de A et donner un vecteur propre de A associé a la valeur
propre 0.

Q25. Trouver les réels a, (3 et 7y tels que, pour tout t € R, ya(t) = t* — 3 + at® + St + 7.

So
Si
S2
S3

On dit que la matrice colonne S = est solution de (E}) lorsque S = tAS + L.

Q26. Montrer que, pour tout ¢t € R, S est solution de (FE}) si et seulement si (I, —tA)S = L.
Pour tout ¢ € R, on note ¥ 4(t) le déterminant de la matrice I, — tA.

Q27. Montrer que pour tout t € R*, ¥4 (t) = t*x4(1/t).

Q28. Vérifier que pour tout ¢t € R, ¥4(t) = —p*qt® + pgt? —t + 1.

Q29. En déduire que, pour ¢ au voisinage de 0, I’équation (FE;) posséde une unique solution S.

Pour tout k € [1,4]], on note Uy, la k-ieme colonne de I, — tA. On note A la base canonique de
So
S1
S
S3

A41(C) et on suppose que la matrice colonne S = est solution de (Fj).

Q30. Vérifier que L= Ulso + UQSl + Ugsz + U453.
Q31. En déduire que dety(Uy, Uy, Us, L) = Ss - det»(Uy, Us, Us, Uy) = Sz - a(t).
Q32. Montrer que, pour t au voisinage de 0, on a 'égalité :

pq2t3
—p2qt3 + pgt? —t+ 1

S3 =

On se propose de déterminer certaines propriétés des valeurs propres de A. On note A une valeur
propre complexe non nulle de A.

Q33. Montrer que A est valeur propre de la matrice transposée de A.
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Q34. En déduire qu’il existe trois complexes non tous nuls xq, x5 et x3 tels que :

pri + qra = Any
() qre + prs = Axg .
pr1 = AT3

On considere désormais trois complexes non tous nuls z1, xs et x3 qui vérifient le systéme (J2).
On note alors M = max(|z1], |z2|, |x3]) et on remarque que 'on peut toujours se placer dans I'un
des trois cas suivants :

i) M = |z3|; ii) M = |xo| avec M > |z3| ; iil) M = |zq| avec M > |zo| et M > |z3].
Q35. Montrer, en distinguant ces trois cas, que |A| < 1.

Q36. Montrer 'existence de nombres complexes A1, Ay et A3 tels que :

0<|M| <A< [As] <1 et VEER, xalt) =t(t — M)t — A2)(t — A3).

Q37. Montrer I'existence de nombres complexes p, a, b et ¢ tels que :

p#0,  L<ld <PBl<ld et VEeR, walt) = pult—a)t—b)(t o).

Partie V - Etude d’un dernier cas

Dans cette partie, on suppose que :
e I'automate passe du niveau 0 au niveau 1 en générant la lettre C ;
e |'automate passe du niveau 1 au niveau 2 en générant la lettre P ;
e I'automate passe du niveau 2 au niveau 3 en générant la lettre C ;
e si 'automate est au niveau 0 ou 2 et qu’il génere la lettre P, alors il retombe au niveau 0 ;
e si 'automate est au niveau 1 et qu’il génere la lettre C, alors il reste au niveau 1.
L’expérience s’arréte des que 'automate a atteint le niveau 3, c’est-a-dire des que 'automate

aura généré la séquence CPC.

Q38. Reproduire, sur votre copie, la figure 3 suivante en la complétant pour résumer I'expérience

de cette partie V.

Figure 3

Pour i € [0,3] et n € IN*, on note E,; I'’événement < aprés avoir généré la n-ieme lettre,
I'automate se trouve au niveau 7 > et Ly, I'événement < 'automate se trouve initialement au

“+00
niveau ¢ >. On pose p,; = P(E, ;) et pour tout t € [—1, 1], on définit S;(t) = an7it".
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On note T' I'instant ou, pour la premiere fois, 'automate atteint le niveau 3.

On admet que T" est une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, <7, P) telle que
T(92) C IN*.

On remarque que la série génératrice de T' (notée Gr) est alors S3 et on note Ry son rayon de
convergence. On rappelle que Ry > 1.

Q39- Déterminer Po.,0, Po,15 Po,2 et Po.3-

Pno = P DPn-10 T P DPn-12

Q40. Montrer que pour tout n € IN*, on a : Prni = @' Pn-10 + 4°Pn-11 :
Pn2 = D DPn-1,1
Pn3 = {4 Pn-12
So(t)
Soit t € [—1,1]. On note S(t) la matrice colonne suivante : S(t) = gl 8
2
Ss(t)
So(t) = tp-So(t) + tp-S(t) +1
Si(t) = tq-So(t) + tq-Si(t)
Q41. Montrer que So(t) = tp-Si(t)
Ss(t) = tq-Ss(t)

Q42. Montrer que la matrice colonne S(t) est solution de I’équation (E;) définie en partie IV.

pq2t3

Q43. Montrer que Vt € | — Ry, Ry[, Gr(t) = R tpal i1

et montrer que Ry > 1.

Q44. Montrer que 17" admet une espérance et une variance.
Q45. Donner 'expression de E(T') en fonction de ¢ seulement.

Q46. Proposer une méthode permettant de déterminer le temps d’attente moyen de la premiere
réalisation par I'automate de la séquence CCPPC : on précisera notamment le schéma des six
niveaux correspondants et la matrice analogue a A que I’on peut faire intervenir dans ce probleme.

FIN
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CONCOURS COMMUNS | gppoRrr SUR L’EPREUVE ECRITE 2017 DE MATHEMATIQUES DE LA FILIERE PC
POLYTECHNIQUES

1/ CONSIGNES GENERALES :

Présentation du sujet :

Le sujet proposait I’étude d’un automate qui génére a des instants successifs les lettres C ou P. On s’intéressait alors
particulierement au temps d’attente Y d’une certaine séquence de lettres et a sa fonction génératrice. Le probléeme
comportait 5 parties largement indépendantes les unes des autres. La partie | consistait a retrouver les résultats du cours
sur la loi géométrique en probabilité. La partie 11 établissait des résultats préliminaires d’analyse sur les séries entieres.
En partie Ill, un cas intermédiaire était abordé : son étude nécessitait d’établir une formule de récurrence linéaire
d’ordre 2 et les propriétés de Y en découlaient assez simplement. Des résultats particuliers d’algebre linéaire étaient
ensuite établis en partie 1V afin d’étudier un cas plus complet en partie V.

La problématique du sujet était largement inspirée par I’étude des automates telle qu’elle est abordée par Graham,
Knuth et Patashnik dans le livre « Mathématiques concretes ».

Dans son ensemble, le sujet cherchait a évaluer les candidats sur les connaissances d’une partie la plus large possible du
programme. La difficulté des questions se voulait progressive et de nombreuses questions correspondaient a des
applications directes du cours ; les questions ouvertes n’étaient pas bloquantes si bien qu’un candidat n’ayant pas trouvé
le bon résultat a une question ouverte pouvait continuer sa composition sans difficulté. Le sujet se donnait également
pour but d’évaluer chez les candidats les six compétences explicitement détaillées dans le programme de PCSI-PC. La
longueur relative du sujet était un point essentiel d’évaluation de I’efficacité des candidats.

Problémes constatés par les correcteurs :

L’épreuve de cette année s’est avérée trés discriminante. Un nombre plus conséquent de candidats a su mobiliser ses
connaissances et ses compétences afin de réussir pleinement les deux tiers du probléme. En revanche, le reste des
candidats s’est retrouvé assez rapidement en difficulté et n’a pu réussir correctement que les questions du probléme
faisant intervenir des compétences de manipulation élémentaire des outils mathématiques ou de représentation.

La présentation écrite est trés bonne, en régle générale. La mise en ceuvre de stratégies pour répondre correctement a un
maximum de questions a encore progressé si bien que les copies traitant sérieusement moins de 15 questions sont
quasiment inexistantes. Les candidats ayant traité la quasi-totalité du sujet sont moins rares cette année.

La tonalité « probabiliste » du sujet a pu faire peur a certains candidats mais la variété des parties du programme
présentées a toujours permis d’évaluer ces candidats sur leurs compétences en analyse et en algébre.

Tout cela ne doit pas pour autant occulter les graves lacunes qu’ont rencontrées les correcteurs cette année encore. On
constate notamment :

e une maitrise trés insuffisante du socle des connaissances ; les définitions moins courantes sont souvent
oubliées ;

e les candidats s’engagent souvent dans des calculs sans prendre de recul alors que le résultat peut étre obtenu
avec beaucoup plus de concision ;

e les liens logiques entre les différentes parties d’un méme raisonnement ne sont pas toujours trés clairs ;

e beaucoup de candidats essayent de « bluffer » le correcteur en faisant croire qu’ils ont obtenu honnétement le
résultat ; cette attitude n’a pas manqué d’étre préjudiciable a I’évaluation globale de la copie.

Sur quelques points du programme de PCSI-PC, nous ajouterons les remarques détaillées suivantes :

e en probabilités, I’indépendance des expériences dans la loi géométrique, la définition précise d’un systéme
complet d’événements, la formule des probabilités totales et la croissance de I’espérance doivent étre mieux
connues ;

e en algebre, la définition de vecteur propre et le lien avec sa valeur propre associée, la multilinéarité du
déterminant, les propriétés de la transposée d’une matrice, le théoréme de d’Alembert-Gauss et la multiplicité
d’une racine doivent étre mieux compris ;

e en analyse, la manipulation de la régle de d’Alembert pour les séries entieres, les équivalents simples, la
manipulation d’inégalités, les propriétés de la valeur absolue, le produit de Cauchy, le développement en
série entiére et la dérivabilité d’un quotient de fonctions doivent &tre mieux assimilés. g
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2/ REMARQUES SPECIFIQUES :

74

Partie | (Etude d’un cas simple) :

Q1. La loi géométrique a été reconnue dans la trés grande majorité des cas mais I’indépendance des expériences de
Bernoulli donnant lieu a un temps d’attente est trés rarement évoquée.

Q2. La maitrise des arguments permettant de conclure a la valeur du rayon de convergence n’est pas au rendez-vous.
Beaucoup utilisent la regle de d’Alembert pour les séries (souvent sans précaution avec le cas x = 0) et affirment que ce
critere donne une condition nécessaire et suffisante de convergence de la série entiere. L oubli des valeurs absolues est
fréquent. L’inégalité 1/p>1 n’est pas souvent traitée.

Q3. La justification de la dérivabilité est souvent laborieuse.

Q4. La formule donnant la variance de Y a I’aide des dérivées de G en 1 est mal connue.

Partie 11 (Séries entieres) :

Q5. Méme genre de probléme qu’en Q2.

Q6 et Q7. Bien réussies.

Q8. Réussie seulement dans une bonne moitié des cas et rarement bien justifiée. Confusions entre suites et constantes,
entre inégalité et négligeabilité, disparition des constantes multiplicatives dans I’équivalent simple.

Q9. La question pouvait se faire avec Q8 pour le rayon de convergence et avec le produit de Cauchy pour I’égalité.
Pour I’égalité, les candidats ont souvent opté pour la version calculatoire a I’aide de Q7 sans reconnaitre de produit de
Cauchy.

Q10 et Q11. De graves confusions entre les notions « développable en série entiere au voisinage de 0 » et « fonction

prolongeable par continuité en 0 » ou encore « fonction de classe Coo ».

Partie I11 (Etude d’un cas intermédiaire) :

Q12. Les résultats sont souvent justes mais la décomposition des évenements en réunions et intersections est rarement
faite.

Q13. La définition d’un systéme complet d’événements est trés rarement donnée correctement. Beaucoup de confusions
avec une conséquence de la définition : vérifier que la somme des probabilités vaut 1 n’est pas suffisant.

Q14. La formule des probabilités totales (dont I’emploi était largement suggéré par la question Q13) a été assez
rarement utilisée. Les candidats ont donc souvent paraphrasé le résultat sans la moindre justification mathématique
convaincante.

Q15. Ce calcul d’analyse un peu technique a posé des problémes aux candidats faibles.

Q16. La question la mieux réussie de tout le probleme.

Q17. Une question simple du niveau du secondaire qui pouvait se faire avec concision grace aux éléments indiqués pour
faire gagner du temps. Malgré cela, certains candidats ont effectué le développement de (t - a)(t - b) en se trompant dans
le calcul.

Q18. Souvent traitée mais trés mal réussie. Les candidats ont de gros problemes de manipulation des valeurs absolues.
La fonction valeur absolue est assimilée & une fonction croissante ou décroissante sur R suivant les besoins. L’inégalité
a>1 est souvent parachutée apreés des calculs obscurs et sans issue.

Q19 et Q20. Le lien avec les questions précédentes est souvent fait.

Q21. Le raisonnement pour obtenir I’existence de I’espérance et de la variance est souvent confus. Le résultat final n’est
pas toujours atteint par manque de maitrise dans le calcul de la dérivée et dans les simplifications tenant compte du fait
quep=1-q.

Q22. Bien réussie.

Q23. Grave confusion entre E(Z) > E(Y) et E(Z) 2 E(Y)+1. Beaucoup d’arguments trop vagues sur le résultat en

moyenne. Quasiment personne ne justifie que Z > Y+1 pour utiliser ensuite la croissance de I’espérance.
Partie 1V (Algébre linéaire) :

Q24. Que de perte de temps sur cette question. La plupart des candidats commence cette question en calculant le
polyndme caractéristique qui est demandé en question suivante. La question faisait un tout et déterminer un vecteur
propre associé a 0 permettait directement de vérifier que 0 était valeur propre.

Q25. Bien réussie.

Q26. Tres bien réussie a part quelques candidats qui ne font pas attention au sens dans lequel les produits matriciels
sont exécutés.

Q27. La propriété de multilinéarité n’étant connue que par une moitié des candidats, les autres ont utilisé la question
Q28 pour répondre a la question.
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Q28. Beaucoup de candidats trouvent ce polynéme en refaisant un calcul direct et long de déterminant. En utilisant
Q27, c’était immédiat dans le cas ou t est différent de 0. Pour t = 0, c’est aussi immédiat par propriété de la matrice
identité.

Q29. Cette question a souvent posé des problémes. Le lien entre la non-nullité du déterminant et I’existence et unicité
d’une solution du systeme n’est pas clair pour beaucoup.

Q30, Q31 et Q32. Bien réussies.

Q33. Pour réussir cette question, la plupart des candidats refait un calcul long de déterminant !

Q34. Le résultat était souvent parachuté. Avec quelques détails, on comprenait parfois que le candidat choisissait de
prendre x_4 = 0.

Q35. Cette question a été mal réussie a cause de la confusion fréquente entre inégalité stricte et inégalité large. Dans le
cas i), il est souvent utilisé que [x_1|<|x_3| pour aboutir au résultat.

Q36. Le theoréme de d’Alembert-Gauss est parfois évoqué a travers le fait que tout polyndme complexe est scinde.
Toutefois, il est trés rare d’avoir I’argument sur la multiplicité de 0 dans le polynéme (confusion fréquente avec la
dimension du sous-espace propre associé a 0).

Q37. La question a été rarement traitée. Le lien avec Q27 et Q36 a été vu mais il ne fallait pas oublier le cast = 0.

Partie V (Etude d’un dernier cas) :

Q38 et Q39. Bien réussies.

Q40. La redaction n’évoque quasiment jamais de systeme complet d’évenements ni de formule des probabilités totales.
Q41, Q42, Q43 et Q44. Bien réussies par ceux qui ont traité ces questions.

Q45. Le calcul est rarement bien maftrisé jusqu’a une formule juste.

Q46. La représentation du schéma a été réussie par ceux qui ont traité cette question. En revanche, la matrice associée
était rarement correcte. La méthode générale a été bien comprise par les rares candidats a avoir traité cette derniére
question.
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signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives
qu’il a été amené a prendre.
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| Les calculatrices sont interdites |

L’épreuve est constituée d’un probleme en cing parties qui sont, dans une large mesure,
indépendantes les unes des autres.

Lorsqu’un raisonnement utilise le résultat d’une question précédente, il est
demandé au candidat d’indiquer précisément le numéro de la question utilisée.
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PROBLEME
Pour n € N et k € [0, n], on note py,(X) le polynome <Z) XF(1 — X)"* si bien que :

n . n! e

On propose d’étudier quelques aspects géométriques, algébriques, probabilistes et analytiques
de cette famille de polynomes appelés “polynomes de Bernstein”.

Dans la partie 1, on considere des exemples de courbes dont le paramétrage fait intervenir
des polynomes de Bernstein dans des cas simples. Dans la partie 2, on s’intéresse a deux
endomorphismes ¢, et B, de R, [X] dont les propriétés sont liées au fait que la famille des
polynéomes de Bernstein correspond a une base de R, [X]. La loi binomiale permet de faire le
lien avec 'endomorphisme B,, dont on étudie en détail la restriction & Ro[X]. On étudie, dans la
partie 3, les aspects analytiques de B,,(f) pour une fonction f définie sur [0, 1] avec B,, défini sur
le modele de la partie 2. Par 1'usage des probabilités, on obtient une démonstration “naturelle”
de la convergence uniforme de B, (f) vers f sur [0, 1] sous 'hypothese forte que f est de classe
%! sur [0,1]. La partie 4 complete la partie 3 par I'étude d’intégrales impropres et d’intégrales
a parametres. La partie 5 aborde la question des séries de fonctions liées aux polynomes de
Bernstein.

Les parties 1 et 5 sont indépendantes des autres parties. La partie 3 dépend seulement de la
partie 2 et cela uniquement par la question 5 faisant intervenir les probabilités. La partie 4
dépend seulement de la partie 3 et uniquement par la question 11.d).

PARTIE 1. GEOMETRIE
On note Ay, A; et Ay les trois éléments de R? définis par Ay = (0,1), A; = (1,1) et Ay = (1,0).
On note T 'ensemble défini par 7 = {(z,y) € [0,1)* |z +y > 1}.
Pour ¢ € [0, 1], on remarque que po1(t) =1 —t et p;1(t) =t. On note alors :
A(t) = poa(t)Ao + pra(t)Ar, B(t) = poi(t)Ar + pra(t) Az et C(t) = poa(D)A(L) + pra(t)B(2).

1. Soit t € [0, 1.
1.a) Déterminer I'expression de po2(t), p12(t) et pao(t) en fonction de ¢.

1.b) Déterminer les coordonnées de A(t), B(t) et vérifier que C'(t) = (2t — 2,1 — t?).

2
1.c) Montrer que C(t) = me(t)Ak.
k=0

2. Montrer que 7 est une partie convexe de R2.

3. Soit € l'arc paramétré défini a partir de la fonction f: ¢ +—— C(¢)
3.a) Justifier que tous les points de € sont dans T . 0.1 — R%

3.b) Pour ¢ € [0, 1], déterminer un vecteur directeur de la tangente %, a € en C(t).

3.c) Montrer que, pour tout t € [0, 1], le segment [A(t), B(t)] est inclus dans %;.

3.d) Représenter dans un méme repére orthonormé la courbe ¢, la partie T et les segments
[A(t),B(t)] pour t =0,t=1/2 et t = 1.
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PARTIE 2. ALGEBRE LINEAIRE ET PROBABILITES

Soit n € N tel que n > 2. On note R,,[X] I'espace vectoriel des polyndmes réels de degré inférieur
ou égal a n. Pour P(X) un polynome réel, on note P'(X) le polynome dérivé.

On note .# la famille de R,,[X] constituée des polynomes (pon(X), p1n(X), ..., Don(X)).
Pour tout P € R,,[X], on définit les polynomes ¢, (P) et B, (P) par :
on(P)(X)=nXP(X)+ X(1 - X)P'(X)
et

D-gr (e

4.a) Montrer que ¢, et B, sont des endomorphismes de R,,[X].

4.b) Vérifier que, pour tout k € [[0,n], ©n(prn)(X) = &k prn(X).

4.c) En déduire que .# est une base de R,,[X] et que ¢, est diagonalisable.

4.d) Montrer que ¢, n’est pas bijectif et que B, est bijectif.
5. Soit € IN* et ¢t € [0,1]. On considere un espace probabilisé ' (©,47,P) et T, une variable
aléatoire sur (2, <7, P) qui suit la loi binomiale #(r,t). On note T, =T, /r.

Pour Y une variable aléatoire discrete sur (€2, 7, P), on note, sous réserve d’existence, E(Y)
I'espérance de Y et V(Y') la variance de Y.

On rappelle que si Y(Q) C [0,7] et h est une fonction a valeurs réelles définie sur [0, r], alors
h(Y') admet une espérance et E(h(Y)) = Z h(E)P(Y = k).
5.a) Donner un exemple de situation probabiliste qui peut étre décrite par une variable
aléatoire qui suit la loi binomiale %(r,t).
5.b) Donner 7, () et justifier que, pour tout k € [0,7], on a : P(T, = k) = p,(¢).

5.c) Donner 'expression simplifiée des quantités suivantes :
E(T;), B(T,), V(T;), V(T,), E(T?) et E((T)?) ;
— t ot
vérifier en particulier que E((T,)?) = - + —(r — 1).
roor
5.d) En déduire que les égalités suivantes sont valables pour tout ¢ € [0, 1] :

T T k T k 2 1 ) 1
%pk,r(t) =1, > o) =t et > (;) Prs(t) = (1 - ;) £+t

k=0 k=0

5.e) Montrer que les trois égalités précédentes sont encore valables pour tout ¢ € R.
6. Montrer que Ro[X] est un sous-espace vectoriel de R, [X] qui est stable par B,,.

On note B, I'endomorphisme de R [X] induit par B, ; on rappelle que dans ce cas, pour tout
P € Ry[X], B,(P) = B,(P). On note A,, la matrice de B,, dans la base canonique de Ry[X].
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On note .#3(R) I'espace vectoriel des matrices carrées réelles d’ordre 3.

1 00 1 00 1 00 10 0
Onnoteaussil3 =0 1 O)],H=[0 1 1}|,D=|0 1 O0fJetD,=1(0 1 0
001 000 000 00 1-42
10 0 1 1
7. Montrer que A, = |0 1 % :(1——) I3+ —H.
0011 " "
8.
8.a) La matrice H est-elle diagonalisable ?
1 0 a
8.b) Soit a et b deux réels et Q = [0 1 b |. Justifier que @ est inversible.
0 01

8.c) Déterminer (sans chercher & calculer Q1) deux réels a et b tels que H = QDQ™".

9. On suppose dans toute la fin de cette partie que les réels a et b ont été choisis de telle sorte

1 0 «a
que H =QDQ 'powr Q=0 1 b
0 01

On munit .#3(R) d’une norme quelconque. Si une suite de matrices de .#3(R), notée (M,),

converge vers une matrice M, on note lim (M;) = M. On admet alors que lim (M,) = M si
{—+00 {—+00

et seulement si pour tout (i,7) € [1,3]? on a: elim (My)i; = M, ;.
—+00

9.a) Montrer que lim (A,) = Is.

n—-+0o

9.b) Montrer que I'application ¢ définie sur .#5(R) par (M) = QMQ~" est linéaire.
9.c) En déduire que si lim (M;) = M, alors lim (QM,Q™ ") = QMQ™".
l—+o00 l—+00

9.d) Montrer que A, = QD,Q~'.

9.e) Déterminer explicitement, pour n > 2, lim (A%).
L—+o0

9.f) Déterminer explicitement 111+n (AD).
n—-+0o0

PARTIE 3. ANALYSE ET PROBABILITES

Soit n € IN*. Pour f une fonction définie sur [0, 1] & valeurs dans R, pour tout € R, on note :

- (Bt

On reprend les notations de la question 5 avec r = n. On remarque que dans ce cas, pour tout
te[0,1], on a :

n

F(&) = Bu(f)(t) = B(f(t) = f(Tn) = > _(f(t) = f(k/n))pen(t).

k=0
On pourra utiliser sans démonstration les résultats de cette question 5.
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10.

10.a) Montrer que pour toute variable aléatoire discrete Y admettant une variance, on a
I'inégalité suivante : E(Y) < /E(Y?2).
t(1—1)

10.b) En déduire que, pour tout ¢ € [0,1], E(|t — T,|) <
n

11. On suppose dans toute cette question que f est une fonction de classe ¢! sur [0, 1].
11.a) Justifier I'existence d'un réel My tel que : ¥(a,b) € [0,1]?, | f(a) — f(b)| < Myla — b|.

Dans toute la suite de cette question, on suppose que My est un réel choisi de telle sorte que :
(a,b) € [0, |f(a) = f(b)| < Myla—b|.

— t(l—1
11.b) Montrer que, pour tout ¢t € [0, 1], E(|f(¢t) — f(Th)]) < M; !
n

My
SN

11.d) Montrer que (B, (f))nen+ converge uniformément vers f sur [0, 1].

11.c) En déduire que, pour tout ¢t € [0, 1], |f(t) — B.(f)(t)| <

PARTIE 4. INTEGRALES

Soit f une fonction de classe € sur [0, 1].

On reprend les notations de la partie 3 pour B,(f). On pourra utiliser sans démonstration le
résultat de la question 11.d).

n—-+00

12. Montrer que lim < /0 1 Bo(f) () dx) - /0 1 f(x) da.

13. On note S, (f) = n;“zn:f (%)
k=0

1 1
13.a) Montrer que, pour tout a € N* et b € IN, / 2 (1—2) do = A / 2 H1—2)" da.
0 0

1
13.b) En déduire que, pour tout n € N et tout k& € [0, n]], le réel / Pr.n(7) dz est indépendant
0

1
(n+1)

1
de l'entier k et que / Prn(x) de =
0

1
13.c) En déduire que lim S, (f) :/ f(z) da.
0

n—-+4o0o0
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14. Montrer que le résultat de la question 13.c) reste vrai pour la seule hypotheése que f est
continue sur [0, 1].

15. Soit (a,b,c) € IN? tels que a + b < ¢ — 2.
T u(1 + zu)®

15.a) Montrer que, pour tout = € [0, 1], I'intégrale / du est convergente.

0 (1+u)
+oo 4001 b
15.b) Montrer que, pour b > 1, la fonction F : z — / % du est de classe €' sur
0 (O
[0, 1].
t
15.c) Montrer que la fonction h: t +—— T—; est une fonction de classe €' qui est

strictement croissante et bijective.

t
15.d) En utilisant le changement de variable u = T—¢ calculer F'(0); en déduire la valeur de

F(1). -

PARTIE 5. SERIES DE FONCTIONS

Soit k € IN*. Pour n € IN et ¢ € [0, 1], on note :

n
W) sin>k (1 —t)"* sin>k,
fa(t) = {pk’ ®) S? " ’ si bien que falt) = (k) ( ) S
0 sin <k, 0 sin < k.

n nk

N quand n tend vers +oo et en déduire, pour tout ¢ € ]0,1[, un

équivalent de f,(t) quand n tend vers +oo.

16. Montrer que

17. Etablir que ) f,, converge simplement sur [0, 1].
+o0

Pour ¢ € [0,1], on note S(t) =Y  fu(t).
n=0

18. Déterminer S(t) pour t = 0 et pour ¢ = 1.

19.

1
19.a) Donner le développement en série entiere au voisinage de 0 de la fonction u — .
—u

“+o0o
19.b) En dédui tout w € (0,1, Y “n(n—1)---(n—k+ Lu"* !
. n déduire que, pour tout u nn—1)---(n— Ut = —
q 7 p ) ) n:k (1_u>k+1
1

19.c) Montrer que, pour tout ¢ € |0, 1], S(t) = —.

19.d) La série > f,, converge-t-elle normalement sur [0, 1] 7

Fin de I’énoncé
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Présentation du sujet

Le sujet proposait I’étude de la famille des polynémes de Bernstein sous des aspects géométriques,
algébriques, probabilistes et analytiques. Le probleme comportait 5 parties largement indépendantes
les unes des autres. La géométrie était abordée exclusivement en partie 1 et I’algébre lineaire en
partie 2. Les probabilités étaient évoquées en parties 2 et 3 alors que I’analyse intervenait de fagon
essentielle en parties 3, 4 et 5. On commencait donc avec quelques propriétés géometriques des
polynémes de Bernstein a I’ordre 1 et 2 en allant jusqu’a la représentation d’un pseudo-arc de cercle
compris dans une partie convexe triangulaire. On introduisait ensuite deux endomorphismes ¢n et
Bn de R,[X]| dont les propriétés étaient liées au fait que la famille des polynbmes de Bernstein
correspond a une base de Ry[X]. La loi binomiale était alors utilisée afin d’aller plus loin dans
I’étude de la restriction de R2[X] de B, ainsi que dans I’approximation de f sans faire trop de calculs.
Par cette voie, on obtient une démonstration « naturelle » de la convergence uniforme de By(f) vers f
sur [0,1] qui se rapproche des caractérisations classiques des opeérateurs de Bernstein. Les deux
derniéres parties recoupaient ces propriétés avec quelques études d’intégrales classiques,
d’intégrales a parameétre (fonction hypergéométrique), de séries entiéres et de séries de fonctions.

Dans son ensemble, le sujet cherchait a évaluer les candidats sur les connaissances d’une partie la
plus large possible du programme. La difficulté des questions se voulait progressive et de
nombreuses questions correspondaient a des applications directes du cours. Par ailleurs, les
questions ouvertes n’étaient pas bloguantes si bien qu’un candidat n’ayant pas trouvé le bon resultat
a une question ouverte pouvait continuer sa composition sans difficulté. Le sujet se donnait
également pour but d’évaluer chez les candidats les six compeétences explicitement detaillées dans
le programme de PCSI-PC. La longueur relative du sujet était un point essentiel d’évaluation de
I’efficacité des candidats.

Problemes constates par les correcteurs

Les correcteurs se sont accordes pour dire que I’épreuve avait été mieux réussie par les candidats
que la précédente épreuve. Une évaluation spécifique de I’ensemble des compétences requises par
le programme de PCSI-PC a en effet permis de rattraper, en partie, les graves faiblesses constatées
dans la pratique du raisonnement et la maitrise du formalisme mathématique. La présentation écrite
est tres bonne, en régle générale. La compétence de modélisation (surtout sur des situations
probabilistes) semble étre en nette amélioration par rapport a I’année précédente. La représentation
matricielle est bien assimilée alors que la représentation géométrique pose tout de méme des
problémes aux trois quarts des candidats. La mise en ceuvre de stratégies pour répondre
correctement a un maximum de questions a encore progresse si bien que les copies traitant
sérieusement moins de 10 questions sont tres rares. En revanche, les candidats ayant bien traité la
quasi-totalitt du sujet sont moins nombreux que d’habitude. L’ensemble a donné plus
d’homogénéité aux copies que les années précédentes.

Tout cela ne doit pas pour autant occulter les graves lacunes qu’ont rencontrés les correcteurs cette
année. On constate notamment :

e une maitrise trés insuffisante du socle des connaissances ; les définitions moins courantes
sont souvent oubliées et les hypothéses de la plupart des théorémes sont négligées ;
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e les candidats s’engagent souvent dans des calculs sans prendre de recul alors que le résultat
peut étre obtenu avec beaucoup plus de concision ;

e les liens logiques entre les différentes parties d’un méme raisonnement ne sont pas toujours
tres clairs ;

e beaucoup de candidats essaient de « bluffer » le correcteur en faisant croire qu’ils ont
obtenu honnétement le résultat; cette attitude n’a pas manqué d’étre préjudiciable a
I’évaluation globale de la copie.

Sur quelques points du programme de PCSI-PC, nous ajouterons les remarques détaillées
suivantes :

e en géométrie, I’étude de la convexité d’une partie et I’étude des courbes paramétrées doit
étre améliorée ;

e en probabilités, I’ensemble des valeurs de X, les formules pour E(aX+b), pour V(aX+b) et
la formule de Koenig-Huygens (pour calculer V(X) ou pour déduire E(X"2) a partir de
E(X) et de V(X)) doivent étre mieux connues ;

e en algébre, le théoreme de concaténation de familles de vecteurs propres, la continuité des
applications linéaires en dimension finie et les conditions suffisantes pour avoir une égalité
entre deux polyndmes doivent étre mieux assimileés ;

e en analyse, le théoreme sur I’image continue d’un segment, le théoreme des
accroissements finis, la définition des sommes de Riemann, la mise en ceuvre du theoréme
de comparaison pour la convergence d’intégrales ou de séries (obtention d’équivalents plus
simples ou/et utilisation de réegles de négligeabilité), la bijectivité d’une fonction, le
changement de variable dans une intégrale, les développements et propriétés des séries
entiéres et la convergence normale de séries de fonctions doivent étre mieux compris.

2/ REMARQUES SPECIFIQUES
Partie 1 (Géométrie)

1.a, b et c. Questions trés bien réussies.

2. La définition d’une partie convexe n’est pas connue dans la moitié des cas.

3.a. Les candidats se contentent souvent de vérifier que x(t)+y(t) > 1 mais oublient de verifier que x(t) et
y(t) sont dans [0,1].

3.b. Question peu traitée.

3.c. Question tres peu traitée et quasiment jamais réussie : au mieux, les candidats vérifient que le
vecteur directeur précédemment trouvé est colinéaire au vecteur A(t)B(t).

3.d. Question peu traitée. Pour une moitié de ceux qui ont traité la question, la représentation de la
courbe n’est pas en accord avec les resultats précédents.

Partie 2 (Algébre linéaire et probabilités)

4.a. La linéarité a été vue sauf par ceux qui n’ont pas voulu détailler le calcul. La stabilité de R_n[X] par
¢_n n’a été maitrisée que dans un tiers des cas.

4.b. Beaucoup de calculs malhonnétes sur cette question : quand le résultat d’une question est donné, on
s’attend bien sdr a ce que les calculs soient particuliérement bien détaillés.

4.c. Question tres mal réussie pour justifier le caractére basique. Trés peu de candidats ont compris que
la liberté de la famille des p_{k,n} résultait de la question précédente et du théoréme de concaténation
de familles de vecteurs propres associées a des valeurs propres distinctes. Beaucoup de candidats ont
prétendu que la famille était étagée en degré. La diagonalisabilit¢ de ¢ n a été en revanche bien
comprise.

4.d. Bien pour ¢ n mais plus rarement vu pour B _n.
83
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5.a. Bien pour la description du modele mais il manquait souvent la définition précise de la variable
aléatoire attachée a I’expérience decrite.

5.b. L’ensemble des valeurs d’une variable aléatoire qui suit une loi binomiale est trés mal connu.

5.c et d. Beaucoup de calculs inutiles. L’espérance et la variance pour une variable aléatoire qui suit une
loi binomiale ne sont pas suffisament connues et les formules pour E(aX+b) et V(aX+b) non plus. Il
suffisait ensuite d’utiliser la formule de Koenig-Huygens pour obtenir E(X"2) a partir de E(X) et de
V(X). Les candidats ont trés souvent fait des calculs longs et laborieux pour retrouver E(T_r) et
E(T_r"2) a la main. Au lieu de gagner du temps, plusieurs candidats croient que ce genre de question est
une occasion de redonner une démonstration classique srement déja vue en cours. Quelques candidats
ont toutefois démontré astucieusement les deux dernieres égalités de 5.d en reutilisant la question 4.b et
la linéarité de ¢_n.

5.e. Question peu traitée et trés rarement comprise. Les candidats ont souvent essayé de justifier les
résultats en indiquant que les calculs étaient « généralisables » a t quelconque sans étre suffisamment
convaincants. On rappelle que si deux polyndmes coincident sur une infinité de valeurs, alors ils sont
égaux. Cet argument classique permet de redonner, par exemple, une démonstration probabiliste de la
formule du bindme de Newton.

6. Beaucoup de candidats se sont contentés de vérifier que R_2[X] était un sous-espace vectoriel de
R_n[X] et ont prétendu que la stabilité par B_n était conséquence de 4.a en prenant n = 2.

7. La représentation matricielle donnant A _n était le point essentiel de la question et seulement un tiers
des candidats a fait le lien avec la question 5.

8.a. Question assez bien réussie méme si les réponses ont été parfois baclées, ce qui a souvent colté
quelques points. On rappelle que le polynéme caracteéristique doit étre signalé comme scindé dans R[X]
si on veut pouvoir conclure a la diagonalisabilité a partir du calcul des multiplicités des valeurs propres
et des dimensions des sous-espaces propres correspondants.

8.b, ¢, 9.a et b. Questions trés bien réussies.

9.c. La continuité des applications linéaires en dimension finie a été rarement évoquée et beaucoup de
candidats ont cru avoir traité correctement cette question par « passage a la limite » ou par « linéarité ».
9.d. Cette question était une conséquence facile de 7 et 8.c mais peu de candidats I’ont vu ainsi. Dans ce
cas, ils ont refait des calculs pour en arriver au fait que A_n est diagonalisable. Certains ont alors bien
justifié que I’on pouvait prendre encore la méme matrice de passage Q mais pour d’autres, ce dernier
point n’était pas clair.

9.e. Question bien réussie.

9.f. Question moins bien réussie a cause de la limite de (1-1/n)*n qui n’est correcte que dans un tiers des
cas.

Partie 3 (Analyse et probabilités)

10.a. Beaucoup de candidats utilisent a bon escient la positivité de la variance pour obtenir
E(Y)"2 < E(Y”2). En revanche, le « passage a la racine carrée » donne systématiquement le résultat
voulu sans autres détails (ou certains disent que E(Y) est aussi positif pour s’affranchir des valeurs
absolues sur E(Y)).

10.b. La définition premiére de V(Y) sous la forme de E((Y-E(Y))"2) est trés rarement connue et les
candidats ont donc souvent refait le calcul de E((Y-E(Y))"2) en développant le carré.

11.a. Il y avait deux théorémes a utiliser dans cette question et souvent aucun des deux n’était
correctement utilisé car I’hypothese du théoréme sur les inégalités des accroissements finis est souvent
oubliée. Au final, on ne sait pas souvent d’ou vient M_f ou alors c’est un majorant de f ou de f” et non
de |f’].

11.b. Question bien réussie.

11.c. Beaucoup de malhonnétetés ont été relevées dans cette question : il fallait utiliser I’inégalité
triangulaire et aussi montrer que pour t dans [0,1], t(1-t) < 1/4.

11.d. Beaucoup de copies ne mentionnent pas la norme infinie et confondent donc la convergence
simple avec la convergence uniforme.
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Partie 4 (Intégrales)

12. Cette question était une conséquence directe de la question 11.d. Ceux qui ont voulu faire intervenir
un théoréme de convergence dominée n’ont pas su donner une hypothese de domination réellement
correcte.

13.a. Question trés bien réussie.

13.b. Les candidats ont souvent fait cette question a « I’envers » en compliquant beaucoup les calculs.
Le calcul de I’intégrale de p_{k,n} n’a pas été relié a celle de p_{k-1,n} mais plutét a celle de p_{0,n}
par itérations successives (sans évoquer de recurrence).

13.c. Question bien réussie.

14. Le lien avec les sommes de Riemann a été trés rarement évoqué et presque jamais correctement
établi. La encore les candidats prétendent que la méthode utilisée est « clairement » généralisable a une
fonction seulement continue.

15.a. Question souvent traitée mais trés mal réussie. La continuité de la fonction intégrée n’est pas
toujours évoquee. L’équivalent simple en +oo est trés souvent donné comme étant x.u{a+b-c} pour
tout x au lieu de x"b.uM{a+b-c} si x>0. Avec I’hypothése faite sur a,b et c, les candidats en déduisent
alors que la fonction intégrée est o(1/u”2) au voisinage de +oo alors que c’est faux dans le cas ou
a+b-c=-2.

15.b. Question assez souvent traitée mais mal maitrisée. Le calcul de la dérivée partielle n’est pas
toujours juste et I’hypothese de domination rarement correctement traitée.

15.c. Cette question n’a été souvent réussie que partiellement car le calcul de h([0,1]) est rarement
évoque.

15.d. Le changement de variable a rarement abouti, souvent a cause de h’(t) qui n’était pas mis sous la
bonne forme.

Partie 5 (Séries de fonctions)

16. Pres d’un tiers des candidats s’est précipité sur la formule de Stirling et a prétendu (quasiment
toujours a tort) au résultat indiqué en début de question.

17. Question trés mal réussie, méme par ceux qui ont trouvé un équivalent correct pour f_n(t).
Nombreuses confusions entre suites de fonctions et séries de fonctions.

18. Beaucoup de précipitation dans cette question qui révele parfois de graves incompréhensions dans la
manipulation des sommes.

19.a. Question assez bien réussie par ceux qui ont reperé cette question facile.

19.b. La rédaction de cette question a été tres rarement correcte. Presque personne ne parle de rayon de
convergence de la série entiére si bien que la dérivation terme a terme d’une série entiere releve du
miracle. D’autres candidats essayent de partir plutét du développement en série entiere de (1+u)® a mais
ils sont rares a s’en sortir correctement.

19.c. Question peu traitée.

19.d. Tres peu de candidats font le lien avec les questions 18 et 19.c pour en déduire que la convergence
normale ne peut pas avoir lieu. Plusieurs candidats ont tenté de déterminer si la série des normes infinies
de f_n était convergente mais personne n’a correctement abouti au résultat voulu.
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