|Exercices : Limites et continuité

Correction.
§¥§???34—2x2—3x4—5
oit f(x) =
x+2
1) La fonction f n’est pas définie que lorsque le dénominateur = + 2 est nul. C’est-a-dire x = —2.
Donc | 77 = R\{-2}.
2) Limites aux bornes de Zy.
9.2
En —co: lim f(z)= lim T = lim 22 = +oc.
r——00 r——00 €T r——00
En —27: 1 =3l =3 lim = = —
o2l fle) =8 i tmg =8 i g = e
1
En —2%: lim f(x) =3 lim =3 lim — = +o0
z——27F z—2+ T + z—0t X
. . —2z2
En +oo: lim f(z)= lim = —00.
T——+00 Tr——+00 €T

3) Soit a, b, ¢ des réels tels que, pour tout = # —2, f(x) =axr +b+ % Pour tout x # —2,
x

ipy© (ax +b)(x+2)+c  ar?*+2ax+br+2b+c (a)z*+ (2a+b)x+ (20 + )
axr — f— =
x4+ 2 T+ 2 T+ 2 T+ 2

On identifie les coefficients du numérateur, puis on résout le systéme :

a = —2 a = —2
2a+b = =3 << b = -3-2a=-3+4=1
2b4+c = 5 c = 5—-20=5—-2=3

3
D =2 1 .
onc | f(x) x + +x+2

4) Asymptotes.
e Au voisinage de —2, la fonction f admet des limites infinies a gauche et & droite. Donc
’ f admet une asymptote verticale d’équation x = —2.‘
e D’aprés le résultat de la question 3,

3
li — (-2 1)= 1 =
Donc ’f admet une asymptote oblique d’équation y = —2z 4 1 au voisinage de +oo.‘
Le raisonnement est identique au voisinage de —oo, par conséquent
’f admet une asymptote oblique d’équation y = —2x + 1 au voisinage de —oo.‘
3
5) Pour tout -2 20 — 1 = ——. Ainsi
) Pour tout = # —2, f(x) + 2x T o A
T —00 —2 400
T+ 2 — (D +
fla) +2¢ -1 - I+

Ce qui signifie graphiquement que la courbe est sous ’asymptote oblique sur 'intervalle | — oo; —2]
et au-dessus de asymptote sur l'intervalle | — 2; +o0].



6) Calculons la dérivée de f en utilisant la forme trouvée a la question 3. Soit z # —2,

3
(z+2)?

3
Or (z +2)? > 0 pour # —2, donc REET)E < 0 et finalement f'(x) < 0. La fonction f est
T

donc décroissante sur chacun des intervalles de [’ensemble de définition :

T —00 —2 +00
f'(z) - -
+00 +00
/ N N
—00 —00

Exercice 5

Calcul détaillé de la limite de f(z) = Va2 + 2 — V22 — x au voisinage de +o0. Voir I’exercice suivant
pour le calcul de I'ensemble de définition (il n’y a pas de probléme au voisinage de +00).

Analyse du probléme : en essayant de calculer « directement » la limite, sans changer la forme de f,
on trouve une forme indéterminée (¢ 0o — o0 »).

Rédaction de la solution (en italique les remarques) :

Soit x € Y. Va2 + 2+ V22 — 2> V2 + Va2 —x > 2> 0 donc nest jamais nul',

flz) = Va2 4+2 Va2 -2
(Va2 +2—Va? —z)(Va? + 2+ Va2 — )
Va2 +24+ 12 — 2
(22 +2) — (2* — 1)

Vit +2+ Va2 -z
2+

Va2 + 2+ -z

(Identité remarquable (a — b)(a + b) = a* — b?)

. . iy L o0 . .
Si lon essaye de calculer la limite, on trouve encore une forme indéterminée (¢« — »). On s’inspire
00

de la démarche dans le cas d’un fraction rationnelle.
On suppose de plus = # 0, f(x) peut alors s’écrire

2+«x x(%—l—l) x(%—l—l) T
fa) = — E—— - - (o
VIER2EVa—r (e B+ (- ) VeE(1e 2 1-1) Ve
2+1
Avec u(z) = z . De plus, on remarque que V2 = |z|.

it 3+ 1-1
Détermiréons les limites en +o0o de chacun des membres :
e lim —+1=0+1=1

x——+00 I
2 2
oxgrfool—i-;—l—i-o—letllmﬂ—ldoncxgrfm 1+ﬁ:1'
1 1
e lim 1——=1-0=1 et, de méme, hm\/_—ldonc lim 1——=1.
T—+00 T T—+00 x
1 1
e Conclusion x_l)rfoou(x) T51= 2

Lon peut diviser par Va2 4+ 24 /22 — z en tout quiétude.



e Pour tout x > 0, |z| = z, donc LT Ainsi, lim L fim 1=1.
|5L‘| X T—+00 |JZ| T—+00

En conclusion . |
i )= (i 7)< (vt =105 =5

Exercice 6
1) La fraction est définie si et seulement si son dénominateur est différent de 0, ¢’est-a-dire pour
z tel que —2? 4 3z — 2 # 0. Résolvons —2? + 32 — 2 = 0.

A=b—4dac=9—4(-1)(-2)=9-8=1

-b+vA -34+41 =2 -3-1
Donc z; = = =—=1letaxzy, =
2a -2 -2 -2
2) La fraction est définie si et seulement si son dénominateur est différent de 0, ¢’est-a-dire pour

z tel que z° # 0. Le résultat est immédiat : | 2, = R*.

= 2. Ainsi | 7y = R\{1;2}.

3) La fraction est définie si et seulement si son dénominateur est différent de 0, ¢’est-a-dire pour x
tel que (x4 1)(x —2) # 0. Le dénominateur étant déja factorisé, on trouve : | 7, = R\{—1; 2}.

4) La fonction est définie lorsque les termes a 'intérieur des racines sont positifs ou nuls. Pour
tout x € R, 22 > 0, donc z® + 2 > 0, et la premiére racine est définie sur R. Pour la seconde
racine, il faut étudier le signe de 2> — z = x(z — 1).

T | —00 0 1 +00
x - $ + \ +
r—1 — ‘ + +
z(z —1) + 0 - +
Donc 22 — x > 0 si et seulement si x €] — 00; 0] U [1; +00], et | Z; =] — 00; 0] U [1; +o0].

5) La fonction est définie lorsque les termes a l'intérieur des racines sont positifs ou nuls. Pour
tout x € R, 22 > 0, donc 422 +1 > 0, et 9; =R.

Exercice 7

Soit f la fonction définie sur R* par f(z) = cos(x).

72
1) Pour tout réel x, on a —1 < cosz < 1.

1 1
Donc, pour tout réel x # 0, —— < f(z) < —.
x T

2) On a
li L li L L < <—1
xigloo_ﬁ:():xiglooﬁ et pour tout z € R —x—_f(x)_

Donc, d’aprés le théoréme des gendarmes, lim f(x) existe et vaut 0.
r—+00

Exercice 8 2% + sin(z)
Soit f la fonction définie sur |1;+oo[ par f(x) = — 1
m —

1) On encadre le sinus entre —1 et 1, et ¢a marche.
2) Théoréme des gendarmes.

Exercice 9
Dans chacun des cas suivants, étudier les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.



1) Les limites en +00 et —0o ne posent pas probléme. lim f(z) = +4oo et lim f(z) = —oc.

Tr—-+00 Tr——00

1
Nous allons composer les limites : pour tout x # 0, posons u(z) = —, c’est-a-dire z = ﬂ
x u(x

1 1
Alors, pour tout = # 0, f(z) = —— cos(u(z)) = g(u(x)) avec g(x) = — cosz. De plus
T

u(x)

lim u(zr) =400 et lim g(z)=0

z—0t+ T—+00

Cette derniére limite s’obtenant par le théoréme des gendarme (voir 'exemple du cours). Le
théoréme de composition des limites nous dit alors que

lim f(z)= lim g(z)=0

r—0+ r—+00

De méme, lim f(z)=0.

T——00

2) Vu en cours.

Exercice 11 (Vrai / Faux)

Pour chaque affirmation, on demande une justification (contre-exemple ou preuve). Il peut étre utile,
pour aider a la réflexion, de chercher des exemples graphiquement.

Soit, f une fonction définie sur [0; 4+o00].

1) Faux.
2) Faux.
3) Vrai.
4) Faux.



