
Produit scalaire dans l'espace

Il y a de la géométrie dans l'espace au bac tous les ans.
Dans tout ce chapitre, on se place dans un repère (O,−→ı ,−→ ,

−→
k ) orthonormal de l'espace.

Introduction

L'espace, c'est ce qui nous entoure.
Les objets classiques de la géométrie dans l'espace :

Droite Plan

2 points A et B distincts 3 points A, B et C non alignés

1 point A et 1 vecteur −→u non nul 1 point A et 2 vecteurs −→u et −→v non colinéaires

Dé�nition 1 (produit scalaire) Soit −→u

x
y
z

 et −→v

x′

y′

z′

 deux vecteurs.

Le produit scalaire de −→u et −→v est le réel

−→u .−→v = xx′ + yy′ + zz′

Exemple 1 1) Soit −→u =

 1
3
−2

 et −→v =

 5
−1
1

, alors −→u .−→v =

2) Soit −→w =

−4
−2
0

, alors −→u .−→w =

Le produit scalaire apparaît naturellement et simpli�e beaucoup de situations.
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I) Norme d'un vecteur et orthogonalité

1) Norme d'un vecteur

Dé�nition 2 Soit −→u

x
y
z

 un vecteur et M un point tel que −→u =
−−→
OM .

La norme du vecteur −→u est le réel positif

‖−→u ‖ = OM =
√

x2 + y2 + z2 =
√−→u .−→u

Exemple 2 Avec les vecteurs de l'exemple 1, ‖−→u ‖ =
‖−→v ‖ =

Application 1 (équation d'une sphère) Déterminons l'équation de la sphère S(A, R) de centre
A(xA, yA, zA) et de rayon R ∈ R+.

Exemple 3 Cas particulier de S(O, 1), sphère de centre O et de rayon 1 :

2) Orthogonalité

Soit−→u

x
y
z

 et−→v

x
y
z

 deux vecteurs et A, B et C tels que −→u =
−→
AB

−→v =
−−→
BC

Par Pythagore,
−→u et −→v sont orthogonaux ⇐⇒

⇐⇒

⇐⇒

Le produit scalaire apparaît donc naturellement.
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Remarque 1 Le produit scalaire est présent dès que l'on parle • d'orthogonalité
• de distance (car ‖−→u ‖2 = −→u .−→u ).

II) Le produit scalaire

1) Orthogonalité de deux vecteurs

Propriété 1 Soit −→u et −→v deux vecteurs. −→u et −→v sont orthogonaux si et seulement si −→u .−→v = 0.

Exemple 4 Avec les vecteurs de l'exemple 1,

Exemple 5 Soit A(1; 2; 3), B(2; 2; 5) et C(−1; 5; 4).

1) Montrer que ABC est rectangle en A.

2) Déterminer les coordonnées d'un vecteur −→n orthogonal à
−→
AB et

−→
AC.

2) Propriétés algébriques (pour les lois +, ×, etc...)

Propriété 2 (produit scalaire)

1) Pour tous vecteurs −→u , −→v ,

2) Pour tous vecteurs −→u , −→u ′ et −→v ,

3) Pour tous vecteurs −→u , −→v et tout k ∈ R,

4) Pour tout vecteur −→u ,

Démonstration. À faire en exercice. �

Exemple 6 Avec les vecteurs de l'exemple 1, −→u .(−→v +−→w ) =

Propriété 3 (norme)

1) Pour tout vecteur −→u ,

2) Pour tout vecteur −→u et tout k ∈ R,

3) Pour tous vecteurs −→u , −→v ,
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Démonstration. Seuls les points 2 et 3 sont à démontrer. À faire en exercice, en utilisant la propriété
précédente. �

Conséquence 1 Si −→u et −→v sont colinéaires, alors
−→u .−→v =

{
‖−→u ‖ × ‖−→v ‖ si −→u et −→v
−‖−→u ‖ × ‖−→v ‖ si −→u et −→v

Démonstration. �

3) Autres expressions du produit scalaire

Deux vecteurs (plus un point) dé�nissent, au pire, un plan. Donc pour calculer le produit scalaire
−→u .−→v on peut se placer dans un plan contenant −→u et −→v . On se retrouve alors à faire de la géométrie
plane.
On considère trois points distincts, A, B et C de l'espace.
On note H le projeté orthogonal de C sur (AB).

Exercice 1 Reprendre les données de l'exemple 5 et calculer la valeur arrondie au degré près de B̂.
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III) Plans et orthogonalité

Les plans dans l'espace jouent, dans tout ce paragraphe, le même rôle que les droites dans le plan.

1) Vecteur normal à un plan de l'espace

Dé�nition 3 Une droite D est dite orthogonale à un plan P si et
seulement si, pour tout A, A′ ∈ D , pour tout B, B′ ∈P,

−−→
AA′.
−−→
BB′ = 0

Dé�nition 4 (vecteur normal) Soit −→n un vecteur non nul et P un plan de l'espace. On dit que
−→n est normal à P si et seulement si toute droite de vecteur directeur −→n est perpendiculaire à P.

Propriété 4
Soit A un point d'un plan P et −→n un vecteur normal à P. Alors le plan P est l'ensemble des points
M de l'espace tels que

−−→
AM.−→n = 0.

Exemple 7 Soit A(1; 2; 3), B(2; 2; 5) et C(−1; 5; 4) les trois points de l'exemple 5, donner un vecteur
normal au plan (ABC).

Dé�nition 5 (projeté orthogonal) Soit P un plan de vecteur normal −→n et A un point.
Supposons A 6∈P et posons D =< A,−→n > la droite engendré par A et le vecteur −→n .
Alors le projeté orthogonal de A sur P est H = D ∩P.

Remarque 2 Si A ∈P, alors le projeté de A dans P est lui-même.

2) Équation cartésienne d'un plan de l'espace

Propriété 5 Soit P un plan.

1) Si le plan P a pour vecteur normal −→n

a
b
c

, alors l'équation cartésienne de P est de la forme

ax + by + cz = d où d ∈ R �xé.

2) Réciproquement, si a, b, c et d sont quatre réels �xés tels que ax+by+cz+d = 0 soit l'équation

cartésienne de P, alors −→n

a
b
c

 est un vecteur normal du plan P.

Démonstration.

1)
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2)

�

Exemple 8 Avec les données de l'exemple 5, déterminer une équation du plan (ABC). À faire pour
mardi.

3) Distance d'un point à un plan

Soit A(xA, yA, zA) un point de l'espace et P un plan de vecteur normal −→n

a
b
c

 6= −→0 .

Soit H le projeté orthogonal de A sur P.
Alors d(A, P) = AH.
De plus,

−−→
AH et −→n sont colinéaires.

Le plan P admet une équation cartésienne du type ax + by + cz + d = 0. Donc

d(A, P) =
|
−−→
AH.−→n |
‖n‖

=
|axA + byA + czA + d|√

a2 + b2 + c2
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Exemple 9 Calculer la distance entre P d'équation 12x + 10y− 6z− 14 = 0 et le point O(0; 0; 0).

Dé�nition 6 (plan médiateur) Soit A et B deux points distincts de l'espace et soit M le milieu
du segment [AB]. Le plan médiateur de [AB] est le plan perpendiculaire à (AB) passant par M .

Cette dé�nition rappelle la dé�nition, en géométrie plane, de la médiatrice.

Exemple 10 Déterminer une équation du plan médiateur de [AB] avec A(0; 1; 1) et B(4; 1; 5).

Propriété 6 Soit A et B deux points distincts de l'espace.

4) Position relative de deux plans

On se retrouve dans le même type de situation qu'avec deux droites du plan.

Propriété 7 (parallélisme)
Soit P1 et P2 deux plans ayant pour vecteurs normaux respectifs −→n 1 et −→n 2. Alors

1) P1//P2 ⇐⇒ −→n 1 et −→n 2 sont colinéaires.

2) P1 et P2 ne sont pas parallèles ⇐⇒ −→n 1 et −→n 2 ne sont pas colinéaires.
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Exemple 11

Propriété 8 (orthogonalité)

Exemple 12 Avec les mêmes notations qu'à l'exercice précédent,

5) Demi-espace
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