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Chapitre 1: Séries numériques

Exercice 1. Déterminer un équivalent des suites suivantes:

(i) ∀n ∈ N
∗, un = (n sin(

1

n
))n, (ii) ∀n ∈ N

∗, vn =
√

ln(n + 1)−
√

ln(n), (iii) ∀n ∈ N
∗, wn = n

1
1+n

2 −1.

Exercice 2. Déterminer un développement au second ordre des suites suivantes:

(i) ∀n ∈ N
∗, un = (−1)n

n+(−1)n ln(n) ,

(ii) ∀n ∈ N
∗, vn = ( ln(n+1)

ln(n) − 1)α, où α > 0,

(iii) ∀n ∈ N
∗, wn = e

2
n −1

sin( 1
n

)
.

Exercice 3. Soit ∀n ∈ N
∗, Sn =

n
∑

k=1

k2. Montrer que: ∀n ∈ N
∗, Sn = n(n+1)(2n+1)

6 .

Indication. On pourra calculer
n
∑

k=1

((k + 1)3 − k3) de deux façons différentes.

Exercice 4. Soit α ∈ R. Pour tout entier n ≥ 1, on note

un =
1

nα
, vn =

1

nα
− 1

(n + 1)α
, wn =

1

nα
− 2

(n + 1)α
+

1

(n + 2)α
.

1. Pour quelles valeurs de α la série de terme général un est-elle convergente ?

2. Pour quelles valeurs de α la série de terme général vn est-elle convergente ? Dans ce cas,
calculer sa somme.

3. Pour quelles valeurs de α la série de terme général wn est-elle convergente ? Dans ce cas,
calculer sa somme.

Exercice 5. Déterminer la nature des séries de terme général:

(i) un = 1+ln(n)
n2 , (ii) vn = 2n+5

3n+11 , (iii) wn = e−
√

n, (iv) yn = (n+1)4

n!+1 ,

(v) an = (1
2 + 1

n
)n, (vi) bn = nln(n)

ln(n)n
, (vii) cn = n2 sin( 1

2n
),

(viii) dn = (n6 + 3)a − (n2 + 2)3a, où a ∈ R.
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Exercice 6. Soit f une fonction positive, décroissante et continue sur [1,+∞[. On note:

∀n ∈ N
∗, F (n) =

n
∑

k=1

f(k) −
∫

n

1 f(t)dt.

1. Montrer que la suite (F (n))n∈N∗ est décroissante.

2. En déduire que la suite (F (n))n∈N∗ converge.

3. Applications.
a. Soit ∀n ∈ N

∗, un = ln(n)α

n
, où α ∈ R. Pour quelles valeurs de α la série de terme général un

est-elle convergente ?

b. Soit ∀n ∈ N
∗, vn =

n
∑

k=1

1
k
− ln(n). Montrer que la suite (vn)n∈N∗ converge.

Remarque. La limite de la suite (vn)n∈N∗ est la constante d’Euler γ = 0, 57721566 . . ..

Exercice 7. Déterminer la nature des séries de terme général:

(i) un =
(−1)n

2n + (−1)n
, (ii)vn =

(−1)n

n + (−1)n ln(n)
, (iii) wn = (−1)n

√
n sin(

1

n
).

Exercice 8. Soit (un)n∈N une suite de nombres réels.

1. On suppose que
∀n ∈ N, un ≥ 0.

Montrer que si la série de terme général un est convergente, alors, la série de terme général u2
n

est convergente.

2. Ce résultat demeure-t-il vrai si les réels un ne sont plus supposés positifs ?

Indication. On pourra rechercher un contre-exemple sous la forme d’une série alternée.

Exercice 9. Soit ∀n ∈ N, un = (−1)n

3n+1 et ∀n ∈ N, vn = 3
(6n+1)(6n+4) .

1. Montrer que les séries de terme général un et vn sont convergentes.

2. Calculer u2n + u2n+1 pour tout entier n ∈ N.

3. En déduire que:
+∞
∑

n=0

un =
+∞
∑

n=0

vn.

Exercice 10. Soit (un)n∈N une suite de nombres réels strictement positifs. On note

∀n ∈ N, Sn =
n

∑

k=0

uk, et vn =
un

Sn

.

1. Montrer que si la série de terme général un est convergente, alors la série de terme général
vn est convergente.

2. Montrer que:

∀n ∈ N,
n

Π
k=1

(1 − vk) =
u0

Sn

.

3. On suppose que la série de terme général vn est convergente.
a. Quelle est la nature de la série de terme général ln(1 − vn) ?
b. Montrer que la série de terme général un est convergente.
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