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Le but de l'expos�e est de comprendrelesraisonsprofondesdu paradoxe de Banach-Tarski. Pour
cela, on intro duit la notion de groupe moyennable. L'existence du paradoxe de Banach-Tarski �a
partir de la dimension 3 s'explique essentiellement par la non-moyennabilit �e de SO(n) si n � 3.

Dans tout cet expos�e G est un groupe (discret) agissant sur un ensemble X .

1 Parado xe de Banac h-T arski

1.1 Puzzles et parado xes

Danscette partie on intro duit la notion depuzzle-�equivalence,qui permet notamment d'�enoncer
simplement le th�eor�emede Banach-Tarski.

D �e�nition 1. Deux parties deX , A et B , sont dites G-puzzle-�equivalentes(ou G-�equid�ecomposables)
et on �ecrit A � B si A et B peuvent être partitionn �ees un un même nombre �ni de parties G-
congruentes,i.e. s'il existedespartitions A =

` n
i =1 A i et B =

` n
i =1 B i et des�el�ementsg1; : : : ; gn 2

G v�eri�ant gi (A i ) = B i , 1 � i � n.
L'application g : A ! B qui envoie x 2 A i sur gi (x) est une bijection qu'on appelera G-puzzle-
�equivalence de A sur B .
Si A � B 0 pour une partie B 0 � B on �ecrit A . B .

Exemple 1. Soit Bn la boule unit �e de Rn , sur lequel agit SO(n). Si n � 3, alors Bn � 2Bn : c'est
le paradoxe de Banach-Tarski, qui seramontr �e �a la �n de cette partie.

Prop osition 1 (Th �eor �eme de Banac h-Schr•oder-Bernstein). Si A . B . A, alors A � B .

Preuve. Soit f : A ! B 0 et g : A0 ! B des puzzle-�equivalences,avec A0 � A et B 0 � B . On
d�e�nit C0 = A n A0 et par r�ecurrenceCn +1 = g� 1f (Cn ). Soit C =

S
n � 1 Cn . Alors g(A n C) =

B n f (C), donc A n C � B n f (C). Mais on a aussiC � f (C), d'o�u A � B . �

Corollaire 1. Les conditions suivantessont �equivalentes,pour une partie C � X :
(i) C peut être dupliqu�e, i.e. il existe une partition C = A q B avec C � A � B .
(ii)Il existe deux parties A et B de C disjointes telles que C � A � B .

D �e�nition 2. Une partie C � X est dite G-paradoxal si elle v�eri�e les conditions du corollaire
pr�ec�edent; en particulier G est dit paradoxal s'il l'est pour l'action sur lui-mêmepar multiplication
�a gauche.

Remarque 1. S'il existe une mesure�nimen t additiv e G-invariante d�e�nie sur P(X ), normalis�ee
en C � X , alors il est imm�ediat que C n'est pas G-paradoxal.
Le th�eor�emede Tarski, qui fait l'ob jet de la partie 3, �etablit la r�eciproque.

Prop osition 2. Si G est paradoxal et agit librement sur X , alors X est G-paradoxal.

Preuve.Si G = A q B avec F � A � B , alors on consid�ere Y � X un ensemble contenant un
repr�esentant de chaqueorbite. Alors Y � A(Y ) � B (Y ). �

1.2 Le th �eor�eme de Banac h-T arski

Prop osition 3. (1) Le groupe libre non ab�elien F est paradoxal.
(2)Le groupe SO(3) poss�ede un sous-groupe libre �a 2 g�en�erateurs.

Preuve. (1)On poseF = ha; bi . Soit A+ (resp. A � ) l'ensemble des mots r�eduits commen�cant
par an , n > 0 (resp. n < 0) et A = A+ q A � . On a alors

F = A+ q aA � � A � q A+ = A � bA et A \ bA = ;

(2) Soit � et � les rotations d'angle arccos( 1
3 ) autour desaxesorient�esOx et Oz de R3. Elles sont

repr�esent�eespar les matrices :
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On va montrer quetout mot r�eduit non trivial en � � 1 et � � 1 di� �erede l'identit �e.Par conjugaison
par � on seram�ene�a desmots seterminant par � � 1. Soit w un tel mot : montrons par r�ecurrence
quew(1; 0; 0) est de la forme (a; b

p
2; c)=3k , o�u k est la longueur du mot w, et o�u a; b;c 2 Z, b =2 3Z,

ce qui ach�evera la preuve.
Si w est de longueur 1, w = � � 1, et w(1; 0; 0) = (1; � 2

p
2; 0)=3. Supposonsmaintenant que w =

� � 1w0 ou w = � � 1w0 avec w0(1; 0; 0) = (a0; b0
p

2; c0)=3k � 1. Un calcul imm�ediat donne w(1; 0; 0) =
(a; b

p
2; c)=3k , o�u a = a0 � 4b0; b = b0 � 2a0; c = 3c0, ou a = 3a0; b = b0 � 2c0; c = c0 � 4b0 suivant que

w commencepar � � 1 ou � � 1. Il s'ensuit que a; b;c sont entiers.
Reste �a montrer que b n'est pas divisible par 3. On distingue essentiellement 4 cas suivant que
w soit �egal �a � � 1� � 1v, � � 1� � 1v, � � 2v, � � 2v, o�u v est �eventuellement vide. Dans le premier cas
b = b0 � 2a0 et a0 est divisible par trois, donc b n'est pas divisible par 3. Le secondest analogue.
Dans le troisi �eme cas on obtient ais�ement b = 2b0 � 9b00 o�u v(1; 0; 0) = (a00; b00

p
2; c00)=3k � 2 et �a

nouveau b n'est pas divisible par 3. Le quatri �emecasest analogue. �

Remarque 2. Si � 2 SO(3) est tel que9� 0 tel que � et � 0 engendrent un groupe libre (et on peut
montrer qu'un tel � 0 existe toujours si � est d'ordre in�ni), alors � et � engendrent un groupe libre
pour presquetout � . En e�et, si m(X ; Y ) est un mot non nul, l'ensemble des� tels quem(�; � ) = 1
est une sous-vari�et�e alg�ebrique stricte de SO(3) qui est connexe,donc de codimension � 1, donc
est maigre et de mesurenulle.

Prop osition 4 (Duplication de la sph�ere de Hausdor� ).
La sph�ere S2 est SO(3)-paradoxale.

Preuve. Soit F un sous groupe libre �a 2 g�en�erateurs de SO(3). L'ensemble D des pôles des
rotations 6= 1 de F est d�enombrable et stable par action de F . Donc F agit librement sur D c qui
est alors F -paradoxal par la proposition 2. D'autre part si x et y sont deux �el�ements distincts de
D, toute rotation 6= 1 envoyant x sur y a sespôlesdans le cercleCxy despoints �equidistants de x
et y. L'union C desCxy quand x6=y d�ecrivent D , est une partie sym�etrique stricte de S2 (par un
argument de mesureou par le th�eor�emede Baire). Soit r une rotation d'ordre in�ni et de pôles62C
et W =

`
n � 0 r n (D ) : S2 = W c q W � W c q r (W ) = S2 n D qui est F -paradoxal, par cons�equent

S2 est F -paradoxal, donc SO(3)-paradoxal. �

Remarque 3. La d�ecomposition paradoxaledeS2nD remonte �a Hausdor� (1914,[6]). S2nD � S2

est dû �a Banach et Tarski (1924, [5]).

On note I + (n) ' SO(n) o Rn le groupe desd�eplacements a�nes de Rn .

Th �eor �eme 1 (de Banac h-T arski). Si n � 3, 2 parties d'int �erieur non vide et born�ees de Rn

sont I + (n)-puzzle-�equivalentes.

Preuve.Nousdonnonslesgrandeslignesde la preuve.D'abord, par r�ecurrenceon peut dupliquer
Sn � 1 : c'est fait pour n = 3. Si n � 4, soit S et N deux points oppos�es de Sn � 1. Alors Sn � 1 n
f S;N g est d�ecomposableen sph�eresSn � 2 situ�eesparall�element autour de l'axe (SN), donc peuvent
simulan�ement subir une d�ecomposition paradoxale, donc Sn � 1 n f S;N g est paradoxal ; on obtient
facilement qu'il est puzzle-�equivalent �a Sn � 1.
On peut alors facilement dupliquer la boule �epoint�ee(i.e priv �eede soncentre) de Rn en dupliquant
simultan�ement lessph�erescentr �eesqu'elle contient. En d�ecoupant despav�esdans la boule �epoint�ee
dupliqu�ee autant de fois que l'on veut, on obtient que la boule �epoint�ee est puzzle-�equivalente �a
n'imp orte quel pav�e ouvert born�e non vide, d'o�u le th�eor�eme,puisqu'une partie born�eed'in t�erieur
non vide contient et est contenue dans de tels pav�es. �

2 Mo yennabilit �e

2.1 Mo yennes, moyennes invarian tes

D�e�nition 3. Soit P 1(X ) l'ensembledesmesurespositives �niment additives, de masse1, d�e�nies
sur toutes les parties de X . Une mesure m 2 P 1(X ) est dite G-invariante si m(g(A)) = m(A) pour
toute partie A de X et pour tout g 2 G.

D �e�nition 4. Un groupe est dit moyennable(�a gauche)s'il existe une moyenneG-invariante sur
G (qui agit sur lui-même par translation �a gauche).
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Exemple 2. Tout groupe contenant un sous-groupe libre �a 2 g�en�erateursest non moyennable.En
particulier, si n � 3, SO(n), O(n), I + (n), I (n) sont non moyennables.

Il est extr êmement pratique de consid�erer les mesurescommedesformes lin�eaires,car cela permet
de b�en�e�cier de tout l'outillage de l'alg�ebre lin�eaire : Hahn-Banach, topologiesfaibles...
G agit naturellement sur l1 (X ) par f 7! g:f o�u g:f est d�e�nie par x 7! f (g� 1:x)

D �e�nition 5. On d�e�nit l'ensembledes moyennessur X par P 1(X ) = f � 2 l1 (X ) � ; (f � 0 )
�( f ) � 0); �(1) = 1g, i.e. l'ensembledes formes lin�eaires positives normalis�ees.

Prop osition 5. L'application � : P 1(X ) ! M 1(X ) : m 7! (A 7! m(1A )) est une bijection.

Preuve. On va construire la bijection r�eciproque. Si m 2 M 1(X ), on peut �etendre de fa�con
unique par lin�earit�e1A 7! m(A) sur l'ensemble desfonctions �etag�ees.L'application lin�eaireobtenue
est de norme 1 donc seprolonge de fa�con unique en une forme lin�eaire de norme 1 sur l'adh�erence
de l'espacedesfonctions �etag�eessur X , qui est l 1 (X ). La forme lin�eaireobtenue est bien positive
et normalis�ee.Donc � est bien bijective. �

Prop osition 6. Pour tout m 2 M 1(X ), on a inf f � m(f ) � supf .

Preuve. Par positivit �e de m, m(l) � m(supl) = sup(l )m(1) = supl et l'autre in�egalit�e est
analogue. �
Lesmoyennesvivent dansl'espacel 1 (X ) � qui est tr �esgroset mal connu ; il est tr �esutile de pouvoir
approcher les moyennespar des�el�ements plus maniables: les moyennes�a support �ni.

Prop osition 7. On d�e�nit � g 2 l1 (X ) � , g 2 G, par � g(u) = u(g). L'ensembleZ (X ) des combi-
naisons convexesdes � g est densedans M 1(G) pour la topologie faible� .

Preuve. M 1(X ) est born�e, et ferm�e pour la topologie faible� . Par le th�eor�emed'Alaoglu (voir
[3]), c'est un compact faible� . Soit Z (X )^ l'adh�erencefaible� de Z (X ) et m 2 M 1(G) nZ (X )^ . Par
une des versionsg�eom�etriques du th�eor�emede Hahn-Banach il existe une forme lin�eaire continue
l de (l1 (X ) � ; f aible� ), telle que l(m) � l (� g) + 1 pour tout g 2 G. Mais on a, pour tout espaceE
localement convexe,(E � ; f aible� ) � = E (voir [3]), donc l 2 l1 (X ). On a m(l) � l (g) + 1 pour tout
g 2 G, donc m(l) � sup(l ) + 1, ce qui est contradictoire. �

Soit H le sous-espacede l1 (G) engendr�e par les fonctions du type g:f � f , g 2 G, f 2 l 1 (G).

Prop osition 8 (Crit �ere de Dixmier). Le groupe G est moyennablesi et seulementsi pour tout
h 2 H , suph � 0.

Preuve.Si m est une moyenneinvariante sur G alors pour tout h 2 H on a 0 = m(h) � suph.
R�eciproquement si le crit �ere de Dixmier est v�eri� �e, alors 1 =2 H et l'application

H � R1 ! R
h + � 7! �

est de norme � 1. Elle peut donc par Hahn-Banach être prolong�eeen une forme lin�eaire de norme
� 1 sur l1 (X ), qui est bien une moyenneinvariante. �

2.2 Le th �eor�eme du poin t �xe

Lemme 1 (Th �eor �eme de Kakutani). Soit K un compact convexed'un espace localementconvexe
E. Alors toute application a�ne continue T : K ! K admet un point �xe.

Preuve.Soit a 2 K et un = 1
n

P n � 1
k=0 T k (a). Montrons T(un ) � un * 0. Il s'agit de montrer que

pour tout l 2 E � , l (T (un ) � un ) ! 0. Or, commel(K ) est born�e (en tant qu'image continue d'un
compact), l (T (un ) � un ) = 1

n l (T n (a) � a) = O( 1
n ).

Or T est continue pour la topologie faible de K . Soit alors x une valeur d'adh�erencede la suite
(un ). Alors T(x) = x. �

Lemme 2 (barycen tre d'un convexe probabilis �e). Soit K un convexecompact d'un espace
localement convexeE, et � 2 C(K ) � une mesure de probabilit�e. Alors il existe un unique x 2 K
tel que pour tout l 2 E � � C(K ), l (x) = hl ; � i . On note alors x =

R
K t d� (t).
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Preuve. L'unicit �e est imm�ediate car si x; x0 v�eri�en t l'hypoth�ese,alors 8l 2 E � , l (x � x0) = 0,
ce qui implique x = x0, par une application classiquede Hahn-Banach.
Pour l 2 E � on note K l = f x 2 K ; l (x) = hl ; � ig . On veut montrer

T
l 2 E � K l 6= ; . Par compacit�e,

il su�t de montrer que les intersections�nies sont non vides.
Soit donc l1; : : : ; ln 2 E � et supposons

T n
i =1 K l = ; . On d�e�nit

L :
K ! Rn

x 7! (l1(x); : : : ; ln (x))

L (K ) est un compact convexe de Rn . Par hypoth�ese,(hl1; � i ; : : : ; hln ; � i ) 62L (K ). Il existe donc
(s�eparation d'un point et d'un convexe compact en dimension �nie) une forme lin�eaire l 2 E � et
� > 0 tels que pour tout x 2 K , l (hl1; � i ; : : : ; hln ; � i ) � l (L (x)) + � . Si on �ecrit l (x1; : : : xn ) =P n

i =1 � i x i , on a 8x 2 K
P n

i =1 � i hl i ; � i �
P n

i =1 � i l i (x) + � . Donc, en appliquant � , on obtient 0 � � ,
qui est la contradiction recherch�ee. �

Th �eor �eme 2. On a �equivalence entre :
(1) G est moyennable.
(2) Pour toute action de G sur un ensembleX , il existe une moyenneG-invariante sur X .
(3) Pour toute action continue de G sur un compact X , il existe une mesure de probabilit�e (i.e.
une forme lin�eaire positive � 2 C(X ) � normalis�ee) G-invariante sur X .
(4) G a la propri�et�e du point �xe : toute action a�ne et continue de G sur un convexecompact
non vide d'un espace vectoriel localement convexeadmet un point �xe.

Preuve.
(1) ) (2) Soit x 2 X et � : g 7! g:x : l'image directe par � d'une moyenne invariante sur G est
une moyenneinvariante sur X .
(2) ) (1) �Evident.
(4) ) (2) SupposonsqueG v�eri�e la propri �et�edu point �xe. M 1(G) s'identi�e d'apr�esla proposition
pr�ec�edente �a une partie de l1 (G) � , convexe ferm�ee, et born�ee, donc compacte pour la topologie
faible� . Or G agit a�nemen t et contin ûment sur M 1(G) par g:m(A) = m(g� 1(A)) donc il existe
un point �xe i.e. une moyenneinvariante.
(2) ) (3) Si G agit de fa�con continue sur X compact, il existe sur X une moyenne invariante,
i.e. une forme lin�eaire positive normalis�eesur l 1 (X ). Sa restriction �a C(X ) est une forme lin�eaire
positive normalis�eeinvariante.
(3) ) (4) R�eciproquement, si G agit a�nemen t et contin ûment sur un compact convexenon vide
K , alors il existe sur K une mesure de probabilit �e G-invariante � . Alors le � -barycentre de K ,R

K � d� (� ), est un point �xe par G. �

Th �eor �eme 3.
(1) Les groupes �nis sont moyennables.
(2) Si G est moyennableet H est un sous-groupe de G, alors H est moyennable.
(3) Si H est un sous-groupe moyennable,d'indice �ni dans G, alors G est moyennable.

(4) Si 1 ! H i! G
p

! P ! 1 estexacte,alors on a : G moyennable ( ) H et P sont moyennables.
(5) Tout groupe commutatif est moyennable.
(6) Mieux : les groupes r�esolublessont moyennables.
(7) Une limite inductive de groupes moyennablesest moyennable.
(8) G est moyennablesi et seulementsi tous sessous-groupes de type �ni sont moyennables.

Preuve.
(1) C'est imm�ediat en normalisant la mesurede comptage.
(2)SupposonsG moyennableet soit m une moyenneinvariante. H agit sur G par multiplication �a
gauche. Soit L un syst�emede repr�esentants desorbites. On d�e�nit, pour S � H , m0(S) = m(SH )
qui d�e�nit bien une moyenneinvariante sur H .
(3) Si G agit de mani�ere a�ne et continue sur un convexe compact, soit K l'ensemble compact
convexenon vide despoints �xes de H . Si x 2 K , gx ne d�epend que de la classe�a droite modulo
H de g 2 G. 1

jG=H j

P
g2 G=H g:x est un point �xe par G.

(4)Si G est moyennable,soit m une moyenne invariante. H est moyennablepar (2), et on d�e�nit
une moyenneinvariante sur P par m0(S) = m(p� 1(S)).
R�eciproquement, supposonsH et P moyennables.Soit une action a�ne continue sur un convexe
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compact K . Elle induit une action de H qui est moyennable, si bien que le compact convexe K 0

despoints �xes de cette action est non vide. G agit sur K 0 par applications a�nes continueset H
est contenu dans le noyau de cette action : l'action passeau quotient, i.e. induit une action de P
sur K 0. Cette action admet un point �xe qui est donc �xe pour l'action de G.
(5) Soit une action a�ne continue de G commutatif sur un convexecompact K . L'ensemble K g des
points �xes de g 2 G est non vide (th �eor�emede Kakutani) et compact convexe.Si g0 2 G, comme
g et g0 commutent, K g est stable par g0 qui admet alors un point �xe 2 K g, i.e. K g \ K g0 6= ; .
Par r�ecurrenceon obtient que les intersections �nies des K g, g 2 G sont non vides, et donc par
compacit�e

T
g2 G K g 6= ; , i.e. l'action admet un point �xe.

(6) C'est une cons�equenceimm�ediate de (4) et (5).
(7) Si G = lim� ! Gi , o�u f Gi g est un syst�emeinductif de groupesmoyennables,et si G agit a�nemen t
et contin ûment sur K convexecompact non vide, soit K i l'ensemble convexecompact non vide des
points �xes de Gi . K i est une famille directe (pour � ) de compactsnon videsdonc est d'in tersection
non vide.
(8) Sed�eduit de (2) et (7). �

Remarque 4. La questionpos�eepar Day (dite conjecturede Von Neumann), qui demandesi tout
groupe non moyennablecontient n�ecessairement un sous-groupe libre �a 2 g�en�erateurs,a �et�e r�esolue
n�egativement par Ol'shanskii, qui a construit un contre-exemple (di�cile) �a 2 g�en�erateurs, et a
même r�ecemment annonc�e la construction, par lui et Sapir, d'un contre-exemple de pr�esentation
�nie.
Il existe descontre-exemplesplus connus et explicitables ici : les groupesde Burnside B (2; n) pour
n � 665 impair, o�u B (m; n) est le groupe �a m g�en�erateurs avec les relation xn = 1 pour tout x
dans le groupe. Il est clair que cesgroupesne contiennent aucun sous-groupe libre. On montre leur
non-moyennabilit �e par desarguments de marchesal�eatoiressur cesgroupes(voir [1]).

Exemple 3. Pour n � 2, SO(n), O(n), I + (n), I (n) sont moyennables.

Prop osition 9. On ne peut pas dupliquer la boule unit �e de R ou R2 avec des isom�etries.

Preuve. Pour n = 1; 2, on va construire sur les parties born�eesde Rn une mesure �nimen t
additiv e, normalis�eeen [0; 1[n , et invariante par isom�etries.
Faisonsle caso�u n = 1. R est moyennableet agit sur le cercleR=Z, donc par le th�eor�eme2, il existe
une mesureinvariante sur le cercle, qu'on rel�eve en une mesurem0 �nimen t additiv e de masse1
d�e�nie sur lesparties de [0; 1[. Si A est une partie born�eede R, alors on peut �ecrire de fa�con unique
A =

`
n 2 Z(An + n) o�u (An )n 2 Z est une famille �a support �ni de parties de [0; 1[, et on d�e�nit

par m1(A) =
P

m0(A i ) une mesure�nimen t additiv e sur les parties born�eesde R, invariante par
translation, et normalis�eeen [0,1[. En�n, en posant m(A) = m 1 (A )+ m 1 ( � A )

2 , on obtient une mesure
�nimen t additiv e invariante par isom�etries.
Si n=2, on obtient de fa�con analogueune mesure�nimen t additiv e sur les parties born�eesde R2,
invariante par translation, et normalis�ee en [0; 1[2. Une telle mesure est enti �erement d�etermin�ee
par sa restriction au disque unit �e D . Soit K l'ensemble des mesuresqui v�eri�en t cesconditions.
On peut alors identi�er K �a une partie de M 1(D ). On vient de voir que K est non vide ; il est ais�e
de voir que K est convexecompact, stable par O(2) (car R2 C I (2)). CommeO(2) est moyennable,
on consid�ere un point �xe de K pour l'action de O(2). Il induit bien une mesuresur les parties
born�eesde R2, invariante par I (2), et normalis�eeen [0; 1[2. �

2.3 Conditions de F�lner et graphes de Cayley

D�e�nition 6. On appelle ici �ltr e dans l'espace topologique E une application � ! E , o�u � est
un ensembleordonn�e inductif (2 �el�ements quelconquesont un majorant commun). Un �ltr e 
 :
� ! E converge vers x si pour tout 
 voisinage de x il existe u 2 � tel que pour tout v � u on
ait 
 (v) 2 
 ; x est dit valeur d'adh�erence du �ltr e si pour tout 
 voisinagede x et u 2 � 9v � u,
tel que 
 (v) 2 
 . On voit facilement quepour toute partie F de E, �F est l'ensembledeslimites de
�ltr es �a valeurs dans F , que l'ensembledes valeurs d'adh�erence d'un �ltr e est ferm�e, non vide si
E est compact.

On rappelle que Z (G) � l1(G) � l1 (G) � d�esignel'ensemble desfonctions : G ! R positives, �a
support �ni, et de somme1. On rappelle (cf. proposition 7) que Z (G)^ = M 1(G).
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Prop osition 10 (Da y). G est moyennablesi et seulements'il existe un �ltr e f f i g dans Z (G) tel
quekg:f i � f i k1 ! 0 pour tout g 2 G.

Preuve.Il existeun �ltre f f � g , f i 2 Z (G), d�e�ni sur l'ensemble inductif � tel queg:f � � f � * 0
pour tout g 2 G. Pour tout g et pour tout � , 0 appartient �a la fermeture faible� de l'enveloppe
convexedesg:f � � f � , � � � , donc �a safermeture forte, car la topologie faible� de l 1 (X ) � induit la
topologie faible de l1(X ). On peut donc, pour tout (�; n) 2 � � N choisir f �;n combinaison convexe
des f � , � � � telle que kg:f �;n � f �;n k1 � 2� n . En consid�erant un tel �ltre pour tout g 2 G on
obtient un �ltre produit, d�e�ni sur l'ensemble ordonn�e produit (� � N)G . Le �ltre obtenu convient.
R�eciproquement, si on a un tel �ltre, il est imm�ediat que toutes seslimites faibles� (et il en existe
par compacit�e faible� de M 1(G)) sont G-invariantes. �

Exemple 4. Si G = Z, la suite un = 1
2n +1

P n
k= � n � k v�eri�e les hypoth�esespr�ec�edentes. Toutes

sesvaleurs d'adh�erencefaible� sont desmoyennesinvariantes sur Z.

Th �eor �eme 4 (Conditions de F�lner). G est moyennablesi et seulementsi pour toute partie
�nie F � G et pour tout � > 0 il existe une partie �nie A � G telle quepour tout g 2 F on a

jg(A) M Aj < � jAj

Preuve.Supposonsque G v�eri�e les conditions de F�lner. On va montrer qu'il v�eri�e le crit �ere
de Dixmier. Soit h 2 H de la forme h =

P n
i =1 (g� 1

i f i � f i ). Soit F = f g1; : : : ; gn g, � > 0 et A � G
tel que pour tout g 2 F on a jg(A) M Aj � � jAj. PosonsT(g) =

P
a2 A h(ag).

Si � � = suph � 0, jT (g)j � � jAj. D'autre part

T (g) =
nX

i =1

X

a2 A

(f i (gi ag) � f i (ag)) =
nX

i =1

X

a2 gi A

f i (ag) �
nX

i =1

X

a2 A

f i (ag)

Comme jgi A M Aj < � jAj on a :

� jAj � jT (g)j � n� jAj maxfk f i k1 ; 1 � i � ng:

Comme n et h sont �x �es,en faisant tendre � vers 0 on obtient � = 0, donc G v�eri�e bien le crit �ere
de Dixmier.
R�eciproquement, supposonsque G est moyennable.D'abord d�e�nissons pour S � G, S �ni, � S =

1
jSj 1S �Ecrivons F = f g1; : : : ; gk g. Il existe alors, par la proposition 10, f 2 Z (G) tel que

kgj :f � f k1 <
�
k

; 1 � j � k

On voit facilement que f peut s'�ecrire

nX

i =1

� i � A i ; jA i j < 1 ; A i � A i +1 ; � i > 0 et
nX

i =1

� i = 1

On d�e�nit une mesuresur P(f 1; : : : ; ng) par m(K ) =
P

i 2 K � i . Pour 1 � j � k soit

K j =
�

i;
jgj (A i ) M A i j

jA i j
< �

�

Alors pour tout i 2 f 1; : : : ; ng n K j , j gj (A i )� A i j
jA i j � � . Pour g 2 G on v�eri�e que

kg:f � f k1 =
nX

i =1

� i
jg(A i ) M A i j

jA i j

Donc pour 1 � j � k
�
k

>
nX

i =1

� i
jgj (A i ) M A i j

jA i j
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puis :
�
k

>
X

i 2 N nK j

� i
jgj (A i ) M A i j

jA i j
� �

X

i 2 N nK j

� i = �:m (N n K j )

Par cons�equent, par un argument de mesure,
T k

j =1 K j 6= ; . Choisissonsi 2
T k

j =1 K j et posons
A = A i . Alors A satisfait les conditions du th�eor�eme. �

D �e�nition 7. Soit G est un groupe et S une partie �nie de G (en g�en�eral suppos�ee g�en�eratrice).
On appelle graphede Cayley de G (relatif �a S) le graphedont les sommetssont les �el�ementsde G
et dont les arêtesrelient un sommet g 2 G aux �elementsde la forme s� 1g, s 2 S. Pour une partie
A � G, on d�e�nit la fronti�ere (relative �a S) de A par @SA = f g 2 A; 9s 2 S s� 1g 62A, i.e. ce sont
les �el�ementsde A li�es par une arête �a un �el�ement de A c.

Lemme 3. Soit S et S0 sont 2 parties �nies de G avec S g�en�eratrice. Alors il existeune constante
C telle que, pour toute partie A �nie

j@S0Aj � Cj@S Aj

Preuve.Si S � S0 c'est imm�ediat. Si S � S0, on choisit n tel que tout �element de S0 puisseêtre
obtenu par un mot de � n lettres en les �elements de S� 1. Soit a 2 @S0A : il existe alors un n-uplet
(s1; : : : ; sn ) d'�el�ements de S� 1 [ f 1g tel que b = s1s2 : : : sn a 62A. On associe alors �a a le n-uplet
(s� 1

1 b;s2; : : : sn ) 2 @SA � (S� 1 [ f 1g)n � 1. Cette application est injective, donc

j@S0Aj � j(2jSj + 1)jn � 1j@SAj

Pour S;S0 quelconques,il su�t de le faire avec S � S [ S0 puis S [ S0 � S0. �

Th �eor �eme 5. Soit G est un groupe et S un syst�eme �ni de g�en�erateurs. Alors G est moyennable
si et seulementsi inf f j@S A j

jA j ; A � G; 0 < jAj < 1g = 0.

Preuve. Si G est moyennable, il v�eri�e les conditions de F�lner qu'il su�t d'appliquer �a S et
un � arbitrairement petit. R�eciproquement, si inf f j@S A j

jA j ; A � G; 0 < jAj < 1g = 0 pour une partie

�nie S g�en�eratrice, alors, par le lemme pr�ec�edent inf f j@S 0A j
jA j ; A � G; 0 < jAj < 1g = 0 pour toute

partie S0 �nie. Si � > 0 et si F est une partie �nie de G, il existe alors une partie �nie non vide
A � G telle que j@F A j

jA j < �
2 . Pour tout g 2 F on a jg(A) M Aj = 2j@F Aj < � jAj, donc G v�eri�e les

conditions de F�lner. �

2.4 Le th �eor�eme de Tarski

Une d�ecomposition paradoxale d'une partie est un obstacle�evident �a l'existence d'une mesure
invariante normalis�eeen cette partie. La r�eciproque,beaucoupmoins triviale, a �et�e d�emontr �eepar
Tarski et fait l'ob jet de cette partie.

D �e�nition 8. Soient deuxparties A; B � X . Un G-puzzle-morphismede A dans B est une appli-
cation � : A ! B telle qu'il existe une partition A =

` n
i =1 A i et des�elementsg1; : : : ; gn 2 G telle

quepour tout a 2 A i , f (a) = gi a. De fa�con �equivalente, c'est une application � : A ! B telle qu'il
existe une partie �nie F � G telle quepour tout a 2 A il existe g 2 F telle que h(a) = g(a).
Il est clair qu'une G-puzzle-�equivalence est par d�e�nition un G-puzzle-morphismebijectif.
Si on a un puzzle-morphismesurjectif � : A ! B alors il existe A0 � A tel que la restriction
� : A0 ! B soit bijective.

D �e�nition 9. On note [n] = f 1; : : : ; ng. Pour n 2 N, le dupliqu�e n fois de X est l'ensemble
[n] � X , sur lequel agit Sn � G, o�u Sn est le groupe despermutations de [n] (qui agit en permutant
les copies de X ).

Th �eor �eme 6 (K•onig). Soit A; B desensembleset e : A � B ! N, qu'on peut interpr �eter comme
un graphedanslequel,pour (a; b) 2 A � B , e(a; b) est le nombre d'arêtesd'origine a et d'extr�emit�e b.
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On supposeque le grapheest k-bir�egulier (k 2 N� ), i.e.

8a;
X

b2 B

e(a; b) = k et 8b;
X

a2 A

e(a; b) = k

Alors il existe un sous-graphe 1-bir�egulier, i.e. une bijection � : A ! B telle que 8a 2 A
e(a; �( a)) � 1

Preuve.Elle est �el�ementaire, mais astucieuse.Voir par exemple[13]. �

Th �eor �eme 7 (de simpli�cation). Si [n] � A � [n] � B alors A � B

Preuve. Soit une puzzle-�equivalence : [n] � A ! [n] � B et e0 la fonction caract�eristique de
son graphe. Soit pA ; pB les projections canoniques[n] � A ! A; [n] � B ! B .
Pour (a; b) 2 A � B , on pose e(a; b) =

P
pA (a0)= a;p B (b0)= b e0(a0; b0). Cela d�e�nit un graphe n-

bir �egulier, dont on peut extraire une bijection 	 : A ! B . Soit F0 une partie �nie de G � Sn telle
pour tout x 2 nA, il existe g 2 Sn � F0 tel que  (x) = g(x). Soit F la projection de F0 sur G.
Alors pour tout x 2 A, il existe g 2 F tel que 	( x) = g(x) : 	 est une puzzle-�equivalenceA ! B .

D �e�nition 10. Un anneau de parties de X est une partie A � P(X ) telle que ; 2 A, et A est
stablepar union �nie et par di� �erence. Si on �xe une partie A � X , on appelle A-mesure sur X
une mesure �niment additive, �a valeurs �nies, d�e�nie sur l'anneau A engendr�e par

S
g2 G P(g(A)) ,

dont les �el�ementssont appel�es parties A-born�ees. De fa�con �equivalente,une partie B est born�ee s'il
existe g1; : : : ; gn 2 G tels queb �

S n
i =1 gi (A)

Soit EA (X ) l'espace des fonctions num�eriques �etag�eesd�e�nies sur X et �a support A-born�e.
L'ensemble des A-mesuress'identi�e �a l'ensemble des formes lin�eaires alg�ebriques positives sur
EA (X ) normalis�eesen 1A .

Lemme 4 (Hahn-Banac h pour les formes lin �eaires positiv es). Soit X un ensembleet � une
forme lin�eaire positive d�e�nie sur un sous-espace de RX . Alors on peut prolonger � en une forme
lin�eaire positive sur RX .

Preuve.Par une application imm�ediate du lemme de Zorn on obtient un prolongement lin�eaire
positif maximal l , d�e�ni sur un sous-espaceF de RX . Si F ( E , alors soit f 2 E n F . Comme l
est positive, supg2 F ;g� f l (g) � inf h2 F ;h � f l (h). Soit a coinc�e entre ces2 nombres; on posel(f ) = a
et on prolonge ainsi l par lin�earit�e sur F � R1A . Montrons que le prolongement obtenu est positif.
Soit h + �f 2 F � R1A . Si h + �f � 0, alors on veut l (h + �f ) � 0. Si � = 0 alors c'est acquis. Si
� > 0, on a � 1

� h � f , donc, par d�e�nition de a, on obtient l (� 1
� h) � a, et donc l(h + �f ) � 0. Si

� < 0 c'est pareil en renversant 2 fois le sensdesin�egalit�es.
On a prolong�e l , donc on a ni�e la maximalit �e de (F; l ) si F ( RX , et donc F = RX . �

Soit H le sous-espacede EA (X ) engendr�e par les fonctions du type f � g:f , g 2 G, f 2 EA (X ).

Prop osition 11 (Crit �ere de Dixmier g�en�eralis �e). Lesconditions suivantessont �equivalentes:
(1)Il existe sur X une A-moyenneG-invariante.
(2)Pour tout h 2 H , h � 1A .
(3)Pour toutes parties A-born�ees, B1; : : : ; Bn , g1; : : : ; gn 2 G et toute partie B contenant tous les
B i , les gi (B i ), et A, on a

P n
i =1 (1B i � 1gi (B i ) ) � 1B .

Preuve. (1)) (2) Si m est une moyenneG-invariante alors pour tout h 2 H on a 0 = m(h) 6�
1 = m(1A ), donc h � 1A .
(2)) (1) Grâce�a (2), 1A =2 H : on peut donc d�e�nir la forme lin�eaire :

H � R1a ! R
h + � 1A 7! �

Toujours par (2), cette forme lin�eaireest positive. On peut donc, par Hahn-Banach pour les formes
lin�eairespositives, la prolonger en une forme lin�eaire positive d�e�nie sur EA (X ), donc on a bien
une A-moyenneG-invariante sur X .
(2)) (3) est �evident.
(: 2)) (: 3) Il existe une fonction h 2 H , h � 1A . Comme EA (X ) est engendr�e par les fonctions
caract�eristiques, on peut �ecrire h =

P m
i =1 � i (1B 0

i
� 1x i (B 0

i ) ). Soit B = A [
S m

i =1 (B 0
i [ x i (B 0

i )).
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Alors B est born�e, et on peut �ecrire B = A q
` n

i =1 x0
i (A i ), avec A i � A, x0

i 2 G. Soit f = 2(n +
1)h+ 2

P n
i =1 (1x 0

i (A i ) � 1A i ) : alors f � 2:1B . On voit facilement qu'on peut �ecrire f =
P p

i =1 � 0
i (1B 00

i
�

1gi (B 00
i ) ) avec x00

i 2 G, B 00
i ; x00

i (B 00
i ) � B , � 0

i > 0. En approchant les � 0
i par des rationnels > 0, puis

en multiplian t par un entier su�sammen t grand pour chasserlesd�enominateurs,et en resommant,
on obtient quelquechosede la forme

P n
i =1 (1B i � 1gi (B i ) ) � 1B avec gi 2 G, B i ; gi (B i ); A � B . �

Th �eor �eme 8 (de Tarski). Il existe une A-moyenne G-invariante sur X si et seulement si A
n'est pas G-paradoxal.

Preuve.La condition n�ecessaireest imm�ediate.
Supposonsqu'il n'existe pas de A-mesureG-invariante sur X . Par Dixmier g�en�eralis�e il existe une
partie A-born�eeB , A1; : : : ; An � B , g1; : : : gn 2 G tels que gi A i � B et 1B �

P n
i =1 (1gi (A i ) � 1A i ).

On aimerait que les parties A i soient disjointes : pour cela, on va les r�epartir dans des copies
disjointes de X . On �ecrit [n] � X =

` n
i =1 X i le dupliqu�e n fois de X . On pose B1 = f 1g � B .

On note p la projection canonique[n] � X ! X 1, j i l'application canoniqueX 1 ! X i . Soit aussi
Ci = j i (A i ) et C =

` n
i =1 C0

i . On va construire une partition C = C0q C00avecC � C00et B � C0.
Comme 1B 1 �

P n
i =1 1A i + 1B 1 �

P n
i =1 1gi A i , les gi A i recouvrent B1.

Pour x 2 B1 on choisit i tel que x 2 gi A i et on d�e�nit f : B1 ! C par f (x) = g� 1
i j i (x). f est un

puzzle-morphismeinjectif, donc, en posant C0 = f (B1), on a B � C0.
Soit C00= C n f (B1) et C00

i = C00\ X i .
Si C0

i = Ci n C00
i = C0 \ X i , on a p(

` n
i =1 C0

i ) =
` n

i =1 p(C0
i ) = B1, donc 1B 1 =

P n
i =1 1pgi C 0

i
. Or

nX

i =1

1A i + 1B 1 �
nX

i =1

1pgi C 0
i

+
nX

i =1

1pgi C 00
i

d'o�u
nX

i =1

1A i �
nX

i =1

1pgi C 00
i

�A l'aide de cette derni�ere in�egalit�e, on d�e�nit w : C ! C00 comme ceci. Si x 2 B , x 2 A i pour
i 2 f i 1; : : : ; i pg et x 2 pgi C00

i pour i 2 f i 0
1; : : : ; i 0

qg avec q � p. Pour 1 � k � p on d�e�nit
w(j i k (x)) = g� 1

i j i 0
k
(x). w est un puzzle-morphismeinjectif, donc C . C00 mais comme C00 � C,

par Banach-Schr•oder-Bernstein C � C00.
Les wk (C0) forment des parties 2 �a 2 disjointes de C toutes puzzle-�equivalentes �a B , donc en
particulier [2n] � B . C. Mais on a aussi C � [n] � B , donc par Banach-Schr•oder-Bernstein,
[n] � B � [2n] � B , i.e. [n] � B est paradoxal. On va en d�eduire que [n] � A l'est aussi.
CommeB est A-born�e et contient A, A . B . [m] � A pour un m � 1, donc [n] � B . [mn] � A .
[mn] � B , Comme [n] � B � [2n] � B , par r�ecurrence imm�ediate [n] � B � [2k n] � B pour
tout k 2 N. On obtient donc, par Banach-Schr•oder-Bernstein, [mn] � A � [mn] � B , et donc
[mn] � A � [mn] � A. Par le th�eor�emede simpli�cation, A � [2] � A, i.e. A est paradoxal. �

On a le casparticulier important :

Corollaire 2. G est moyennablesi et seulements'il n'est pas paradoxal.

2.5 Supermo yennabilit �e

D�e�nition 11. Un groupe G est dit supermoyennablesi pour toute partie non vide A � G il existe
une A-moyenneG-invariante sur G.

Prop osition 12. G est supermoyennablesi et seulementsi pour tout X sur lequel G agit et tout
A � X il existe une A-moyenneG-invariante.

Preuve. Soit x 2 A et f : G ! X , g 7! g(x), m une f � 1(A)-moyenne G-invariante sur G.
m0(B ) = m(f � 1(B )) d�e�nit une A-moyenneG-invariante sur X .
La r�eciproque est imm�ediate. �

Prop osition 13. Tout groupe contenant un semi-groupe libre �a 2 g�en�erateurs n'est pas super-
moyennable.

Preuve.Si G contient a; b qui engendrent un semi-groupe libre S, alors S est G-paradoxal, car
S � aS;bS � S, et aS \ bS = ; . �
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Prop osition 14. I + (2) n'est pas supermoyennable.
Preuve.On identi�e R2 �a C. Soit u un transcendant �x �e de module 1 : alors N[u] est paradoxal :

N[u] � uN[u] � N[u] + 1 avec N[u] + 1 \ uN[u] = ; . �
Remarque 5. Il existe dans le plan des parties paradoxales : c'est le paradoxe de Sierpi�nski-
Mazurkiewicz. On obtient sans di�cult �e que z 7! z + 1 et z 7! uz engendrent un semi-groupe
libre.

L'existence de parties born�eesdu plan paradoxales est longtemps rest�ee un probl�emeouvert,
avant d' être r�esolupositivement par Just en 1987.Voici sa construction :
Soit j = exp( 2i�

3 ), u un transcendant de module 1, et D le disque unit �e ferm�e. On commencepar
remarquer que si z 2 D alors il existe f (z) 2 f z + 1; z + j; z + j 2g \ D (il su�t de discuter suivant
l'argument de z). Remarquonsque le choix de f peut être explicite. Soit A le plus petit ensemble
tel que :

0 2 A; z 2 A =) uz 2 A; f (uz) 2 A

Alors A est d�enombrable, A � D , et tout �el�ement de A est un polynôme en u �a coe�cien ts dans
f 0; 1; j; j 2g. On pose pour k = 0; 1; 2 : Ak = f z 2 cA; f (z) = z + j k g. On voit facilement, en
utilisant la transcendancede u, que les ensembles cA, Ak + j k ; k = 0; 1; 2 sont 2 �a 2 disjoints ; et
A � cA � A0 [ A1 [ A2g, donc A est paradoxal. �

Si S est une partie �nie de G, on note 
 S (n) le nombre d'�el�ements de G s'�ecrivant en un mot de
longueur � n en S� 1.
D �e�nition 12. Un groupe G est dit �a croissance sous-exponentielle si lim n !1 
 S (n)

1
n = 1 pour

toute partie �nie S � G.
Th �eor �eme 9. Si G est �a croissance sous-exponentielle alors :
(1) Si G agit sur X et ; 6= A � X alors A n'est pas G-paradoxal. (2) G est supermoyennable.

Preuve. (2) sed�eduit de (1) par le th�eor�emede Tarski. Montrons (1).
Supposonsqu'il existe une action de G sur un ensemble X et une partie A � X paradoxale. Soient
2 puzzle-morphismesinjectifs f 1; f 2 : A ! A d'images disjointes. Il existe alors une partie �nie
S � G telle que pour tout x 2 A, 9g1; g2 2 S tel que f i (x) = gi (x), i = 1; 2. Consid�erons les 2n

mots hi de n lettres en f 1 et f 2. Il est imm�ediat que les hi sont d'images 2 �a 2 disjointes. Donc si
on choisit x 2 A, alors l'ensemble f hi (x); 1 � i � 2n g poss�ede2n �el�ements. Mais chaquehi co•�ncide
en x avec un mot en n �el�ements de S, donc 
 S (n) � 2n et G est �a croissanceexponentielle. �
Corollaire 3. Tout groupe commutatif est supermoyennable.

Preuve.
 S (n) crô�t alors polynômialement, car le nombre de mots qui s'�ecrivent avec� n lettres
de S� 1 est major�e par (n + 1)2jSj . �
Corollaire 4. Le groupe desisom�etries de R est supermoyennableet par cons�equent aucunepartie
non vide de R n'est paradoxale.

Preuve.Pour G groupe commutatif, on note G o f 1; � 1g le produit semi-direct o�u � 1 agit sur
G par g 7! � g. On va montrer que de fa�con g�en�erale que, si G est commutatif, alors G o f 1; � 1g
est �a croissancepolynômiale.
On note p la projection G o f 1; � 1g ! G. Soit donc S � G une partie �nie non vide. Soit S0

l'ensemble des p(s); s 2 S, et S00= S0 [ f � g. Il est imm�ediat que tout mot de � n lettres en S� 1

peut s'�ecrire avec � n + 1 lettres de S00� 1, avec le � �a gauche puis � n lettres dans S0. Donc

 S (n) � 2
 S0(n). Et commeles �el�ements de S0 commutent, 
 S0(n) crô�t polynômialement, donc il
en est de mêmepour 
 S (n). �
Remarque 6. Les questionssuivantes sont ouvertes :
Tout groupe supermoyennableest-il �a croissancesous-exponentielle ?
Le produit direct de 2 groupessupermoyennablesest-il n�ec�essairement supermoyennable?

3 Commen taires

3.1 G�en�eralisation aux group es localement compacts

On a donn�e danscet expos�e la d�e�nition et quelquespropri �et�esde la moyennabilit �e desgroupes
discrets,c'est-�a-dire munis de la topologiediscr�eteet de leur mesurede comptage.On a la g�en�erali-
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sation suivante : un groupe localement compact G muni de samesurede Haar � est dit moyennable
s'il existe une moyenne invariante sur L 1 (G). Presquetous les th�eor�emesde caract�erisation des
groupes moyennablesposs�edent une version localement compacte, en particulier le th�eor�eme du
point �xe, les conditions de F�lner. En gros, il faut changer l 1 en L 1 , �ni en compact, partie en
partie mesurable,sous-groupe en sous-groupe ferm�e, card en � ... Voir [10] ou [13]. En revanche, le
th�eor�emede simpli�cation nA � nB ) A � B , o�u � est l' �equid�ecomposabilit�e avecdespartitions
bor�eliennes,n'a aucuneraison de rester valable, car le th�eor�emed'extraction de K•onig ne garantit
pas, si le graphe d'origine est mesurable,que la bijection extraite le soit aussi. Le probl�eme est
ouvert, mêmedans le casde parties de R. De mêmeon ne sait passi la versionmesurableth�eor�eme
de Tarski, reliant l'existence d'une d�ecomposition mesurableparadoxale de A �a l'existence d'une
mesureinvariante sur les bor�eliensA-born�es,normalis�eeen A, est vraie dans toute sa g�en�eralit �e.
Cependant, Paterson a d�emontr �e dans [12] qu'un groupe localement compact est moyennablesi et
seulement s'il n'est pas paradoxal.

3.2 L'axiome du choix

Dans tout ce paragraphe, la principale r�ef�erenceest [14]. On note ZF les axiomesde Zermelo-
Fraenkel, et AC l'axiome du choix. Si T est une collection d'axiomes utilisant un langageensem-
bliste, on note cons(T) la proposition que T est consistante, i.e. que on ne peut pas d�eduire de
T une contradiction par une d�emonstration logique. G•odel a d�emontr �e que cons(ZF) implique
cons(ZF+AC). C'est une desprincipales raisonsde ne pas craindre l'axiome du choix : si on peut
prouver 0=1 avec AC, alors on peut sansAC.
Il est cependant int�eressant de savoir quand et de quelle fa�con on a besoinde AC. Dans cet expos�e,
pour d�emontrer qu'une action libre d'un groupe paradoxal est paradoxale, on a utilis �e AC (en
faisant le choix d'un repr�esentant dans chaqueorbite). De même,pour montrer qu'un sous-groupe
d'un groupe moyennableest moyennable; on a utilis �e le th�eor�emede Hahn-Banach, on a travaill �e
avec de la topologie faible : cela reposeaussi sur Hahn-Banach, qui assureentre autres la s�epara-
tion destopologiesfaibles. On a en�n utilis �e le th�eor�emede K•onig pour d�emontrer le th�eor�emede
Tarski.
On a des axiomesstrictement plus faibles que AC : le th�eor�emede Hahn-Banach (HB), l'axiome
du choix d�ependant (ACD) qui dit que si E est un ensemble, et G � E � E est tel que

G 6= ; ; 8x 2 E 9y 2 E; (x; y) 2 G

alors il existe une application u : N ! E tel que 8n; (un ; un +1 ) 2 G. C'est un peu plus fort
que l'axiome du choix d�enombrable. Il permet par exemplede montrer qu'une union d�enombrable
d'ensemblesd�enombrablesest d�enombrable, le th�eor�emede Baire, qui ne sont pasdesth�eor�emesde
ZF. En revanche il n'implique pasqu'il existeun bon ordre sur R. Soit MI l'axiome qu'il existepour
tout n une mesure(� -additiv e) invariante par isom�etries sur lesparties de Rn , normalis�eeen [0; 1]n .
Il a �et�e d�emontr �e par Solovay que cons(ZF) implique cons(ZF+ACD+MI). En particulier, même
avec ACD, on ne peut pas d�emontrer le paradoxe de Banach-Tarski ou de Vitali. En revanche, le
paradoxe de Banach-Tarski est un th�eor�emede ZF+HB.
D'autre part, si HB permet de d�emontrer la moyennabilit �e des groupes ab�eliens, ACD n'est pas
su�san t pour assurer l'existence d'une moyenne invariante sur Z. D'ailleurs, si on se prive de
AC, les di� �erentes caract�erisations de la moyennabilit �e peuvent ne plus être �equivalentes. Par
exemple,un groupe ab�elien v�eri�era toujours les conditions de F�lner. On peut montrer avec ZF
que deux parties mesurablesO(2)-�equid�ecomposables(avec despartitions quelconques)de R2 ont
mêmemesurede Lebesgue; cependant on peut remarquer qu'on a donn�e desexemplesde parties
paradoxalesdu plan avec desd�ecompositions paradoxalesexplicites.
Mentionnons aussi le fait que l'on peut d�emontrer (voir [14]) sansaxiome du choix le fait qu'une
partie du plan de mesure6= 0; 1 est non paradoxale.
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