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Le but deI'expose estde comprendrelesraisonsprofondesdu paradoxe de Banach-Tarski. Pour
cela, on introduit la notion de groupe moyennable. L'existence du paradoxe de Banach-Tarski a
partir de la dimension 3 s'explique essetiellement par la non-moyennabilite de SO(n) sin 3.

Danstout cet expose G est un groupe (discret) agissart sur un ensenble X .

1 Paradoxe de Banach-T arski

1.1 Puzzles et parado xes

Dans cette partie on introduit la notion de puzzle-equivalence,qui permet notammert d'enoncer
simplemern le theoremede Banach-Tarski.

De nition 1. Deuxparties deX, A etB, sont dites G-puzzleequivalentes(ou G-equidecomposables)
et on ecrit A B si A et B peuvent&tre partitionn ees un un méme nombre ni de parties G-
congruentes,i.e. s'il existedespartitions A = inzl A etB = inzl B; etdeselementsg;;:::;0, 2
G veriant g(Aij)=Bi,1 i n.

L'application g : A'! B qui envoie x 2 A; sur gi(x) est une bijection qu'on appelera G-puzzle-
equivalene de A sur B.

Si A B%pour une partie B® B onecrit A. B.

Exemple 1. Soit B, la boule unite de R", sur lequelagit SO(n). Sin 3,alorsB, 2B, : c'est
le paradoxe de Banach-Tarski, qui seramontre ala n de cette partie.

Prop osition 1 (Th eoreme de Banac h-Schreoder-Bernstein). SiA. B. A, alorsA B.

Preuve.Soitf : Al B%etg:A%! B despuzzleequivalences,ayecA® A etB° B.On
denit Co = AnAP%et par recurrenceCnsy = g f (Cp). Soit C =  ;Cy. Alors g(AnC) =
B nf(C), doncAnC B nf(C). MaisonaaussiC f(C),douA B.

Corollaire 1. Lesconditions suivantessont equivalentes,pour une partie C = X :
(i) C peut &tre dupligue, i.e. il existe une partition C=AqgB avee C A B.
(il existe deux parties A et B de C disjointes tellesqueC A B.

Denition 2. Une partie C X estdite G-paradoxal si elle veri e les conditions du corollaire
precedent; en particulier G estdit paradoxals'il I'est pour l'action sur lui-m&me par multiplication
a gauche.

Remarque 1. S'il existe une mesure niment additive G-invariante de nie sur P(X), normalisee
enC X, alorsil estimmediat que C n'est pas G-paradoxal.
Le theoremede Tarski, qui fait I'objet de la partie 3, etablit la reciprogque.

Prop osition 2. Si G est paradoxal et agit librement sur X, alors X est G-paradoxal.

Preuve.SiG= Aq B avecF A B, alorson considereY X un ensenble contenant un
represettant de chaqueorbite. Alors Y  A(Y) B(Y).

1.2 Le theoreme de Banach-T arski

Prop osition 3. (1) Le groupe libre non abelien F est paradoxal.
(2)Le groupe SO(3) possede un sous-goupe libre a 2 generateurs.

Preuve. (1)On poseF = ha;hi. Soit A, (resp. A ) l'ensenble des mots reduits commercant
para”,n> 0 (resp.n< 0)etA= A, gA .Onaalors

F=A:qaA A gA: =A DbA et A\ bA=;

(2) Soit et lesrotations d'angle arccos{%) autour desaxesorientesOx et Oz de R®. Elles sort
represerieespar les matrices :

0 o1 0 1
5 &0 o5
— 2 — 1 2 2
=822 1 ok =Bo ; 2K
0 0 1 0 52 §



On vamontrer quetout mot reduit nontrivial en et !di eredelidentit e.Par conjugaison
par onseramenea desmots septerminant par 1. Soit w un tel mot : montrons par recurrence

quew(1;0;0) estdela forme (a;b 2;c)=3, ou k estla longueurdu mot w, et ou a;b;c2 Z, b2 3Z,

cequi acheverala preuve. p_
Siw estdelongueur1, w =1 et w(l;0; = (1; 2 2,0)=3. Supposonsmaintenant que w =
woouw = wlavecw?1;0;0) = (a%k’ 2;c9)=3% 1. Un calcul immediat donne w(1;0;0) =

(a;b 2,0)=3“,oua=a’ 4’b=10 2a%c=3c% oua=3a%b=H 2c%c=c® 4 suivant que
w commencepar ! ou !. Il s'ensuitque a;b;c sort ertiers.

Reste a montrer que b n'est pas divisible par 3. On distingue essetiellement 4 cas suivant que
wsoit egala ' lv, ! ly, 2y, 2y, ouv estevertuellement vide. Dans le premier cas
b= b’ 2aet al est divisible par trois, donc b n'est pas divisible par 3. Le segpndest analogue.
Dans le troisieme cas on obtient aisemert b= 20° 9b6% ou v(1;0;0) = (a2 b’ 2;c%9=3k 2 et a
nouveau b n'est pas divisible par 3. Le quatriemecasest analogue.

Remarque 2. Si 2 SO(3) esttel que9 o tel que et ( engendren un groupe libre (et on peut
montrer qu'un tel ¢ existetoujours si estd'ordre in ni), alors et engendren un groupe libre
pour presquetout . En e et, sim(X;Y) estun mot non nul, I'ensenble des telsquem(; )=1
est une sous-\ariete algebrique stricte de SO(3) qui est connexe,donc de codimension 1, donc
est maigre et de mesurenulle.

Prop osition 4 (Duplication de la sphere de Hausdor ).
La sprere S? est SO(3)-paradoxale.

Preuve. Soit F un sousgroupe libre a 2 generateurs de SO(3). L'ensemble D des pbles des
rotations 6 1 de F est denonbrable et stable par action de F. Donc F agit librement sur D¢ qui
est alors F -paradoxal par la proposition 2. D'autre part si x et y sort deux elemerts distincts de
D, toute rotation 6 1 ervoyant x sury a sespodlesdansle cercleCy, despoints equidistants de x
ety. L'union C desC,, quand x6y decrivert D, est une partie symetrique stricte de S? (par un
argumenr de mesureou par le theoremede Baire). Soit r unerotation d'ordre in ni et de pdles62C
etW= | ,r"(D):S?=W°qW W°qr(W)= S?nD qui estF-paradoxal, par consquert
S? est F -paradoxal, donc SO(3)-paradoxal.

Remarque 3. La decomposition paradoxale de S?nD remorte a Hausdor (1914,[6]). S°nD  S?
est d0 a Banach et Tarski (1924, [5]).

Onnote I *(n)' SO(n) o R" le groupe desdeplacemers a nes de R".

Th eoreme 1 (de Banach-Tarski). Sin 3, 2 parties d'interieur non vide et bornees de R"
sont | * (n)-puzzleequivalentes.

Preuve.Nousdonnonslesgrandeslignesdela preuve. D'abord, par recurrenceon peut dupliquer
S" 1:clestfait pourn = 3.Sin 4, soitSetN deux points opposesde S" 1. Alors S" !n
fS;N g estdecompsableen spheresS" 2 situeesparallelemert autour de l'axe (SN), donc peuvert
simulanemert subir une decomposition paradoxale, donc S" ! nfS;N g est paradoxal ; on obtient
facilemert qu'il est puzzle-equivalent a S" 1.
On peut alors facilemert dupliquer la boule epointee(i.e priveede soncertre) de R" endupliquant
simultanemert les spherescertr eesqu'elle cortient. En decoupart despavesdansla boule epointee
dupliquee autant de fois que I'on veut, on obtient que la boule epointee est puzzle-equivalerte a
n'imp orte quel pave ouvert borne non vide, d'ou le theoreme, puisqu'une partie borneed'interieur
non vide cortient et est contenue dans de tels paves.

2 Moyennabilit e

2.1 Moyennes, moyennes invarian tes

Denition 3. Soit P1(X) I'ensembledesmesurespositives niment additives, de massel, de nies
sur toutes les parties de X . Une mesure m 2 P1(X) estdite G-invariante si m(g(A)) = m(A) pour
toute partie A de X et pour tout g 2 G.

De nition 4. Un groupe estdit moyennable(a gauche)s'il existe une moyenneG-invariante sur
G (qui agit sur lui-meéme par translation a gauche).



Exemple 2. Tout groupe contenant un sous-grouge libre a 2 generateurs est non moyennable.En
particulier, sin 3, SO(n), O(n), I * (n), I (n) sort non moyennables.

Il estextrémemern pratique de considerer les mesurescommedesformeslineaires,car celapermet
de bene cier detout l'outillage de I'algebrelineaire : Hahn-Banad, topologiesfaibles...
G agit naturellement sur I (X) par f 7! g:f ou g:f estde nie parx 7! f (g :x)

Deniton 5. On de nit I'ensembledes moyennessur X par PY(X)=f 212 (X) ;(f 0)
(f) 0); (1) = 1g, i.e. I'ensembledesformes lineaires positives normalisees.
Prop osition 5. L'applicaton :P(X)! M(X):m 7' (A 7! m(1a)) estune bijection.
Preuve. On va construire la bijection reciproque. Sim 2 M 1(X), on peut etendre de facon
unique par linearite 15 7! m(A) sur lI'ensenble desfonctions etagees.L'application lineaireobtenue
estde norme 1 donc seprolonge de facon unique en une forme lin eaire de norme 1 sur l'adherence
de I'espacedesfonctions etageessur X , qui est 1! (X). La forme lin eaire obtenue est bien positive
et normalisee.Donc  est bien bijective.

Prop osition 6. Pour tout m2 M%(X), onainff m(f) supf.
Preuve. Par positivit e de m, m(l) m(supl) = sup()m(1) = supl et l'autre inegalite est
analogue.

Lesmoyennesvivert dansl'espacel® (X) qui esttresgroset mal connu; il esttresutile de pouvoir
approcher les moyennespar des elemerts plus maniables: les moyennesa support ni.

Prop osition 7. Ondenit 4211 (X), g2 G, par 4(u) = u(g). L'ensembleZ(X) descombi-
naisons convexesdes 4 est densedans M 1(G) pour la topologie faible .

Preuve.M (X)) est borne, et ferme pour la topologie faible . Par le theoremed'Alaoglu (voir
[3]), c'estun compactfaible . Soit Z(X)" l'adherencefaible dezZ(X)etm2 M1(G)nzZ(X)". Par
une desversionsgeometriques du theoremede Hahn-Banad il existe une forme lineaire continue
I de (I* (X) ;faible ), telle quel(m) I( ¢)+ 1 pour tout g2 G. Mais on a, pour tout espaceE
localemen corvexe,(E ;faible ) = E (voir [3]), doncl 2 11 (X). Onam(l) 1(g)+ 1 pour tout
g2 G, doncm(l) sup(l)+ 1, cequi est corntradictoire.

Soit H le sous-espacele I* (G) engende par lesfonctions du typeg:f f,g2 G, f 21! (G).

Prop osition 8 (Crit ere de Dixmier). Le groupe G estmoyennablesi et seulementsi pour tout
h2H, suph O.

Preuve.Si m est une moyenneinvariante sur G alors pour tout h2 H ona 0= m(h) suph.
Reciproquemert si le crit ere de Dixmier estveri e,alors1 2 H et I'application

H R1! R
h+ 7!

estdenorme 1. Elle peut donc par Hahn-Banac &tre prolongeeen une forme lin eaire de norme
1 sur It (X), qui estbien une moyenneinvariante.

2.2 Le theoreme du point xe

Lemme 1 (Th eoreme de Kakutani). Soit K un compact convexed'un esgce localementconvexe
E. Alors toute application ane continue T : K ! K admetun point xe.

Preuve.Soita2 K etu, = £ |_Tk(a). Montrons T(u,) u, * 0. Il sagit de montrer que
pourtout 1 2 E , I(T(up) wup)! 0.Or, commel(K) estborne (en tant qu'image continue d'un
compact), I(T(uy) uy) = 2I(T"(a) a) = O(2).

Or T est continue pour la topologie faible de K. Soit alors x une valeur d'adherencede la suite
(up). Alors T(x) = x.

Lemme 2 (barycen tre d'un convexe probabilis €). Soit K un convexecompact d'un esmce
localement convexeE, et 2 C(K) une mesure de prokabilite. Adors il existe un unique x 2 K
tel quepour tout | 2 E C(K), I(x) = H; i.Onnotealorsx = td (t).



Preuve. L'unicit e estimmediate car si x; x° veri ent I'hypothese,alors 81 2 E , I(x xY% = 0,
ce qui implique x = x° par une application classiquede Hahn-Banagh.
Pourl 2 E onnote K, = fx 2 K; I(x) = H; ig. On veut montrer |, K, 6 ;. Par compacite,
il sut de montrer quelesintersection§ nies sort non vides.

Soitdoncly;:::;1n 2 E et supposons ;_; K| = ;. On de nit
L K! R"
Cox 7 (1(x); i e (X))
L(K) est un compact corvexe de R". Par hypothese,(H1; i;:::;H,; 1) 62L(K). Il existe donc

(separation d'un point et d'un corvexe compact en dimension nie) une forme lineairel 2 E et
p> 0 tels que pour toys x 2 K, I(Hy;pis:iziHn; 1) I(L(X)) + . Sion ecrit [(X1;:::%n) =
. oiXi,ona8x2K L Hj; i . ilix)+ .Donc,enappliquant ,onobtient0

qui estla corntradiction recherchee.

Th eoreme 2. On a equivalene entre :

(1) G estmoyennable.

(2) Pour toute action de G sur un ensembleX , il existe une moyenne G-invariante sur X .

(3) Pour toute action continue de G sur un compact X, il existe une mesuie de prohabilite (i.e.
une forme lineaire positive 2 C(X) normalisee) G-invariante sur X .

(4) G a la propriete du point xe : toute action ane et continue de G sur un convexe compact
non vide d'un espace vectoriel localement convexeadmet un point xe.

Preuve.
1)) (2 Soitx2 X et :g7!gx:limage directe par d'une moyenneinvariante sur G est
une moyenneinvariante sur X .
(2)) (1) Evident.
(4)) (2) SupposonsqueG veri e la proprietedu point xe. M *(G) s'identi e d'apresla proposition
precederte a une partie de I* (G) , convexe fermee, et bornee, donc compacte pour la topologie
faible . Or G agit anement et cortin0ment sur M 1(G) par gom(A) = m(g *(A)) donc il existe
un point xe i.e. une moyenneinvariante.
(2) ) (3) Si G agit de facon continue sur X compact, il existe sur X une moyenne invariante,
i.e. une forme lineaire positive normaliseesur |1 (X ). Sarestriction a C(X) est une forme lineaire
positive normaliseeinvariante.
(3) ) (4) Reciproquemert, si G agit a nemen t et cortin @ment sur un compact corvexe non vide
K, alors il existe sur K une mesurede probabilite G-invariante . Alors le -barycertre de K,

« d (), estun point xe par G.

Th eoreme 3.

(1) Lesgroupes nis sont moyennables.

(2) Si G estmoyennableet H estun sous-goupe de G, alors H est moyennable.

(3) Si H estun sous-goupe moyennable,d'indice ni dans G, alors G est moyennable.

(4)Si1! H! G I P 1lestexactealorsona:G moyennable () H etP sontmoyennables.
(5) Tout groupe commutatif est moyennable.

(6) Mieux : les groupes resolublessont moyennables.

(7) Une limite inductive de groupes moyennablesest moyennable.

(8) G est moyennablesi et seulementsi tous sessous-goupes de type ni sont moyennables.

Preuve.
(1) C'est immediat en normalisant la mesurede comptage.
(2)SupposonsG moyennableet soit m une moyenneinvariante. H agit sur G par multiplication a
gaude. Soit L un systemede represerants desorbites. On de nit, pour S H, mYS) = m(SH)
qui de nit bien une moyenneinvariante sur H.
(3) Si G agit de maniere ane et continue sur un corvexe compact, soit K I'ensenble compact
cornvexe non vide dgs points xes deH. Six 2 K, gx ne depend que de la classea droite modulo
H deg2 G. gfq7 g26-4 9 €stun point xe par G.
(4)Si G est moyennable, soit m une moyenneinvariante. H est moyennable par (2), et on de nit
une moyenneinvariante sur P par m%S) = m(p (S)).
Reciproquemert, supposonsH et P moyennables.Soit une action a ne continue sur un corvexe



compact K . Elle induit une action de H qui est moyennable, si bien que le compact convexe K ©
despoints xes de cette action est non vide. G agit sur K ° par applications a nes cortinueset H

est contenu dans le noyau de cette action : l'action passeau quotient, i.e. induit une action de P

sur K 9. Cette action admet un point xe qui estdonc xe pour l'action de G.

(5) Soit une action ane continue de G commutatif sur un corvexecompactK . L'ensenble K ¢ des
points xes de g2 G estnon vide (th eoremede Kakutani) et compact corvexe.Sig°2 G, comme
g et g° commutent, K 4 est stable par g° qui admet alors un point xe 2 Kyg, i.e. Kg\ Kq 6 ;.

Par recurrgnceon obtient que les intersections nies desKgy, g 2 G sort non vides, et donc par
compacite  ;,5 Kg 6 ;, i.e. l'action admet un point xe.

(6) C'est une consequenceimmediate de (4) et (5).

(7) SiG = lim Gj, ou f G;g estun systemeinductif de groupesmoyennables,et si G agit a nemen t

et contin 0ment sur K corvexe compact non vide, soit K; I'ensenble convexe compact non vide des
points xes de G;. K; estune famille directe (pour ) decompactsnon videsdoncestd'intersection
non vide.

(8) Sededuit de (2) et (7).

Remarque 4. La questionposeepar Day (dite conjecture de Von Neumann), qui demandesi tout

groupe non moyennablecortient necessairemenun sous-grouge libre a 2 generateurs, a ete resolue
negativemert par Ol'shanskii, qui a construit un contre-exemple (dicile) a 2 generateurs, et a
me&me recemmen annonce la construction, par lui et Sapir, d'un contre-exemple de presertation

nie.

Il existe descontre-exemplesplus connus et explicitablesici : les groupesde Burnside B (2; n) pour
n 665impair, ou B(m;n) estle groupe a m generateurs avec les relation x" = 1 pour tout X

dansle groupe. Il estclair que cesgroupesne cortiennent aucun sous-grouge libre. On montre leur
non-mayennabilite par desargumerts de marchesaleatoiressur cesgroupes (voir [1]).

Exemple 3. Pourn 2,S0(n), O(n), I *(n), I (n) sort moyennables.
Prop osition 9. On ne peut pas dupliquer la boule unite de R ou R? avec desisometries.

Preuve. Pour n = 1;2, on va construire sur les parties borneesde R" une mesure niment
additive, normaliseeen [0; 1[", et invariante par isometries.
Faisonsle casou n = 1. R estmoyennableet agit sur le cercleR=Z, donc par le theoreme?2, il existe
une mesureinvariante sur le cercle, gu'on releve en une mesuremg niment additive de massel
de nie surlesparties de [0; 1[. Si A estune partie borneede R, alors on peut ecrire de facon unique
A= nZZ(AP+ n) ou (An)n2z estune famille a support ni de parties de [0; 1], et on de nit
par mi(A) =  mg(A;) une mesure niment additiv e sur les parties borneesde R, invariante par
translation, et normaliseeen [0,1[. En n, enposart m(A) = M, on obtient une mesure
niment additiv e invariante par isometries.
Sin=2, on obtient de facon analogueune mesure niment additiv e sur les parties borneesde R?,
invariante par translation, et normalisee en [0; 1[2. Une telle mesure est entieremen determinee
par sarestriction au disque unite D. Soit K I'ensenble des mesuresqui veri ent cesconditions.
On peut alors identi er K a une partie de M (D). On vient de voir que K estnon vide; il estaise
de voir que K est corvexe compact, stable par O(2) (car R C1(2)). Comme O(2) est moyennable,
on considere un point xe de K pour l'action de O(2). Il induit bien une mesuresur les parties
borneesde R?, invariante par | (2), et normaliseeen [0; 1]?.

2.3 Conditions de Flner et graphes de Cayley

De nition 6. On appelle ici Itr e dans I'espace topologique E une application ! E, ou est
un ensembleordonne inductif (2 elements quelonquesont un majorant commun). Un ltr e

I E converge vers x si pour tout  voisinagede x il existeu 2  tel que pour tout v u on
ait (v) 2 ; x estdit valeur d'adherence du Itr e si pour tout voisinagedexetu?2 9v u,
tel que (v) 2 . On voit facilement que pour toute partie F de E, F estl'ensembledeslimites de
Itr esa valeurs dans F, que l'ensembledes valeurs d'adherence d'un Itr e est ferme, non vide si
E estcompact.

On rappelleque Z(G) 1Y(G) I' (G) designel'ensenble desfonctions: G! R positives,a
support ni, et de sommel. On rappelle (cf. proposition 7) que Z(G)" = M 1(G).



Prop osition 10 (Day). G estmoyennablesi et seulements'il existeun Itr e ff;g dansZ(G) tel
quekg:f; fiky! O pour tout g2 G.

Preuve.ll existeun Itre ff g,f; 2 Z(G), de ni surl'ensenble inductif telquegf f * O
pour tout g 2 G. Pour tout g et pour tout , O appartient a la fermeture faible de I'enveloppe
corvexedesg:f f | , donc a safermeture forte, car la topologiefaible del® (X) induit la
topologiefaible de I*(X ). On peut donc, pour tout (; n) 2 N choisir f ., combinaison corvexe
desf , telle quekgfn f., ki 2 ". En considerant un tel ltre pour tout g2 G on
obtient un ltre produit, de ni sur I'ensenble ordonne produit ( N)©. Le ltre obtenu corvient.
Reciproquemert, sion a un tel ltre, il estimmediat que toutes seslimites faibles (et il en existe
par compacite faible de M *(G)) sort G-invariantes.

Exemple 4. Si G = Z, la suite u, = ﬁ E: . k verie leshypothesesprecederies. Toutes

sesvaleurs d'adherencefaible sort desmoyennesinvariantes sur Z.

Th eoreme 4 (Conditions de Flner). G est moyennablesi et seulementsi pour toute partie
nie F G etpourtout > 0il existeune partie nie A G telle quepour tout g2 F on a

19(A) MAj < jA]

Preuve. Supposonsque G veri e les cgnditions de F Iner. On va montrer qu'il verie le critere
de Dixmier. Soit h 2 H dela forme h = inzl (g Y. ). Soitd = fgi;:ii500g, > 0etA G
tel que pour tout g2 F onajg(A) MAj  jAj. PosonsT(g) = ,, h(ag).
Si = suph 0,jT(9)j jAj. D'autre part
X X X X X X
T(9) = (fi(gag) fi(ag) = fi(ag) fi(ag)

i=1 a2A i=1l a2giA i=1 a2A

CommejgA MAj< jAjona:

JAj JT(9)) njAjmaxtkfik; ;1 1 ng:
Commen et h sont x es,en faisart tendre vers0 on obtient = 0, donc G veri e bien le critere
de Dixmier.
Reciproquemert, supposonsque G est moyennable.D'abord de nissonspour S G, S ni, g =
%15 EcrivonsF = fgp;:::;0k0. Il existealors, par la proposition 10,f 2 Z(G) tel que

kg; :f fk1<E;l ik

On voit facilemert quef peut s'ecrire

X o X
i A A< A A, > 0et i=1
i=1 i=1
. P . .
On de nit une mesuresur P(f1;:::;ng) par m(K)= ,« ;. Pourl j Kk soit
K. = i )G (A) MAij _
' ' jAi]
Alors pour tout i 2 f1;:::;ngnKj, jg"ﬁ% . Pour g2 G onverie que
kgf f k]_ - IJg(AI) MAIJ

JAi]
Doncpourl | Kk

.0 g (A) MA]
k™ JAi]



puis : . .

X g (A) MAj] X
: , JAi] . v
i2NnK;; i2NnK

— > i = :m(N nKj)

T . LT
Par consquert, par un argumert de mesure, }(:1 K; 6 ;. Choisissonsi 2 }(:1 K; et posons
A = A;. Alors A satisfait les conditions du theoreme.

Denition 7. Soit G estun groupe et S une partie nie de G (en general suppsee generatrice).
On appelle graphe de Cayley de G (relatif a S) le graphedont les sommetssont les elementsde G
et dont les arétesrelient un sommetg 2 G aux elementsde la forme s 'g, s2 S. Pour une partie
A G, ondenit lafrontiere (relativea S) de A par @A = fg2 A; 9s2 Ss 1g62A, i.e. ce sont
les elementsde A lies par une aréte a un element de A°.

Lemme 3. Soit S et S®sont 2 parties nies de G avec S generatrice. Alors il existe une constante
C telle que, pour toute partie A nie

j@A]  Cj@A]

Preuve.SiS SCcestimmediat. SiS  S° on choisit n tel quetout elemert de S° puisseetre
obtenu par un mot de  n lettres enleselemeris de S 1. Soit a2 @A : il existe alors un n-uplet

(s;1b;sy;iiisn) 2 @A (S [ fig)" 1. Cette application estinjective, donc
j@Aj j@isi+ D" i@Aj
Pour S;S%quelconques,l sut dele faire avecS S[ SOpuisS[ S° SO
Theoreme 5. Soit G estun groupe et S un sysieme ni de generateurs. Alors G est moyennable
si et seulementsi inff L221:A  G;0< jAj< 1g = 0.
Preuve. Si G est moyennable, il verie les conditions de FIner qu'il sut d'appliquer a S et

un arbitrairement petit. Reciproqguemen, si inff %;A G;0< jAj < 1g = 0 pour une partie

nie S generatrice, alors, par le lemme precedert inff j@ﬁf" ;A G;0< jAj< 1g = 0 pour toute
partie S° nie. Si_ > OetsiF estune partie nie deG, il existe alors une partie nie non vide
A G telle que '%?' < 5. Pourtout g2 F onajg(A) MAj = 2j@Aj < jAj, doncG verie les

conditions de F Iner.

2.4 Le theoreme de Tarski

Une decomposition paradoxale d'une partie est un obstacle evidert a I'existence d'une mesure
invariante normaliseeen cette partie. La reciproque, beaucoupmoins triviale, a ete demortr eepar
Tarski et fait I'objet de cette partie.

De nition 8. Soientdeuxparties A;B X . Un G-puzzle-morphismede A dansB est une appli-

cation :A'! B telle quil existeune partition A = ', A etdeselementsgs;:::;g, 2 G telle

quepour tout a2 A;, f (a) = gia. De facon equivalente, c'est une application :A! B telle qu'il

existe une partie nie F G telle quepour tout a2 A il existeg 2 F telle queh(a) = g(a).

Il estclair qu'une G-puzzleequivalen® est par de nition un G-puzzle-morphismebijectif.

Si on a un puzzle-morphismesurjectif : A B alors il existe A° A tel que la restriction
:A%! B soit bijective.

Denition 9. On note [n] = f1;:::;ng. Pour n 2 N, le dupligue n fois de X est I'ensemble
[n] X, surlequelagit S, G, ou S, estle groupe despermutations de [n] (qui agit en permutant
les copiesde X).

Th eoreme 6 (Keonig). Soit A; B desensembleete: A B! N, qu'on peut interpreter comme
un graphedanslequel,pour (a;b) 2 A B, e(a;b) estle nombre d'arétesd'origine a et d'extremite b.



On supmse que le graphe est k-biregulier (k 2 N ), i.e.

X X
8a; e(a;b) = k et 8b; e(a;b) = k
b2 B a2A

Alors il existe un sous-gaphe 1-biregulier, i.e. une bijection :A! B telle que8a 2 A
ea; (a) 1

Preuve.Elle est elemertaire, mais astucieuse.Voir par exemple[13].
Th eoreme 7 (de simpli cation). Siln] A [n] BalorsA B

Preuve. Soit une puzzleequivalence :[n] A! [n] B et ey la fonction caracteristique de
son graphe. Soit pa; ps les projections cangmques[n] A! A;[n] B! B.
Pour (a;b) 2 A B, on posee(a;b = pa (a9)= aps (H0)= »€(a% ). Cela de nit un graphe n-
biregulier, dont on peut extraire une bijection :A! B. Soit Fg une partie nie deG S, telle
pour tout x 2 nA, il existeg?2 S, Fo tel que (x) = g(x). Soit F la projection de Fq sur G.
Alors pour tout x 2 A, il existeg2 F tel que ( X) = g(x) : estune puzzleequivalenceA! B.

De nition 10. Un anneau de parties de X estune partie A P(X) telle que; 2 A, et A est
stable par union nie et par di erence. Si on xe une partie A X, on appelle Agnesure sur X

une mesure niment additive, a valeurs nies, de nie sur l'anneau A engende par g, P(9(A)),

dont les elementssont appeles pambes A-bornees. De facon equivalente, une partie B est bornee s'il
existeg;;:::;0, 2 G tels queb iz1 Gi(A)

Soit Ex (X)) l'espace des fonctions numeriques etageesde nies sur X et a support A-borne.
L'ensenble des A-mesuress'identie a I'ensenble des formes lin eaires algebriques positives sur
Ea (X) normaliseesen 14 .

Lemme 4 (Hahn-Banac h pour les formes lin eaires positiv es). Soit X un ensemblest une
forme lineaire positive de nie sur un sous-espce de RX . Alors on peut prolonger en une forme
lineaire positive sur RX .

Preuve.Par une application immediate du lemme de Zorn on obtient un prolongemen lineaire
positif maximal |, de ni sur un sous-espacd de R*X. SiF ( E, alors soit f 2 E nF. Comme |
estpositive, supy, g ¢ 1(9)  infhzen 1 1(h). Soit a coince entre ces2 nombres; on posel(f) = a
et on prolongeainsi| par linearitesur F R1,. Montrons que le prolongemen obtenu est positif.
Soith+ f 2F R1s.Sih+ f 0,alorsonveutl(h+ f ) 0.Si = 0alorsc'estacquis. Si

>0,ona 1h f,donc,par de nition dea, onobtient I( 1h) a, etdoncli(h+ f ) 0.Si
< 0 c'est pareil enrenversart 2 fois le sensdesinegalites.
On a prolonge |, donc on a nie la maximalite de (F;1) siF ( R*, etdoncF = RX.

Soit H le sous-espacele Ex (X)) engende par lesfonctions du typef gf,g2 G, f 2 Ea(X).

Prop osition 11 (Crit ere de Dixmier generalis e). Lesconditions suivantessont equivalentes:
(DI existe sur X une A-moyenne G-invariante.
(2)Pour tout h 2 H h 1A

Bi, lesgi(Bi), et A, ona ,1(15, gi(Bi)) 1g.

Preuve. (1)) (2) Si m est une moyenne G-invariante alors pour tout h2 H ona 0= m(h) 6
1=m(1p), donch 14.
(2)) (1) Gracea(2), 1o 2H : on peut donc de nir la forme lineaire:

H R! R
h+ 1p 7!

Toujours par (2), cette forme lineaire est positive. On peut donc, par Hahn-Banach pour lesformes
lineairespositives, la prolonger en une forme lineaire positive de nie sur Ex (X ), donc on a bien
une A-moyenne G-invariante sur X .

(2)) (3) estevidert.

(: 2)) (: 3) Il existe une fonction h 2I3,—| h  1a. CommeEa(X) est engendg par les fonctions
caracteristiques, on peut ecrire h = = 1, (1ge 1) Soit B = A[ I (BY[ x(BY).



Alors %est borne, et on peut ecrire B=A q inzl x%A), avecA; A, x02 G. Soitf = 2(n+
1)h+ 2 i (Loay 14, ) alorsf  2:1g. On voit facilemert qu'on peut ecriref = ,pl .(1B°°
1g (o) avecx; 2 G, BOxMB® B, %> 0.En approchant les ? par desrationnels > 0, puis
enmultiplian t par un ertier su samnpfznt grand pour chasserlesdenomlnateurs et en resomman,

on obtient quelquedosede la forme = L, (1g, 1;,k)) 1s avecg 2 G, Bi;g(Bi);A B.

Th eoreme 8 (de Tarski). Il existe une A-moyenne G-invariante sur X si et seulementsi A
n'est pas G-paradoxal.

Preuve.La condition necessaireestimmediate.
Supposonsqu'il n'existe pas de A-mesureG-invariante sur X . Par Dixmier gefgerahse il existe une

partie A-borneeB, Aj;:::;Ay B, 01;:::0n 2 GtelsquegA; B etlg iz1 Agan  1a)).
On aimerait que les parties A; soiert disjointes : pour cela, on va les repartir dans des copies
disjointes de X. On ecrit [nN] X = ., X; le duplique n fois de X. On poseB; = flg B.
On note p la projec{ion canonique[n] X ! Xy, j; l'application canoniqueX;! X;. Soit aussi

=ji(A) et 9 = 1, C2On VB e construire une partition C = C°%q C%avecC C°°et B cCC
Comme 1g, iz1 1a, + 18, iz1 lgiai, lesgA; recouvrert B;.

Pour x 2 B1 on choisit i tel quex 2 g/A; etondenit f :B;! Cparf(x)=g Li(x). f estun
puzzle-morphismeinjectif, donc, enposart C°= f(B;), onaB C°

Soit C®=C nf (B;) et C®= C X;. . =

Sic?= CinCP=C% Xj,onap( L, C)= [ p(C)=By,doncls, = {5 lpgce. OF

X X X
Ia; + 1s, Ipgicot 1pg coo
i=1 i=1 i=1
d'ou
xX xX
1A, 1pgiCi°°
i=1 i=1

A l'aide de cette derniere inegalite, on de nit w : C I C®commececi.Six 2 B, x 2 A; pour
i 2fi1;""pgetx2 pgCPpour i 2 fig;: ;i gavecq p. Pour 1 k p on de nit
w(ji, (X)) = g ot o(X). w estun puzzle- morphlsmelnjectlf donc C . C®mais commeC® C,
par Banad- Schreder-BernsteinC ~ C®,
Les w¢(C9 forment des parties 2 a 2 disjointes de C toutes puzzle-equivalentes a B, donc en
particulier [2n] B . C. Mais on a aussiC [n] B, donc par Banach-Scroder-Bernstein,
[Nl B [2n] B,i.e.[n] B estparadoxal. On va endeduire que[n] A l'est aussi.
CommeB estA-borneet cortient A,A. B. [m] Apourunm 1,donc[n] B. [mn] A.
[mn] B, Comme[n] B [2n] B, par recurrenceimmediate [n] B [2“n] B pour
tout k 2 N. On obtient donc, par Banach-Screder-Bernstein, [ mn] A [mn] B, et donc
[mMn] A [mn] A. Par letheoremede simplication, A [2] A, i.e. A estparadoxal.

On a le casparticulier important :

Corollaire 2. G est moyennablesi et seulements'il n'est pas paradoxal.

2.5 Supermoyennabilit e
De nition 11. Un groupe G estdit supermoyennablesi pour toute partie non vide A G il existe
une A-moyenne G-invariante sur G.

Prop osition 12. G estsupermoyennablesi et seulementsi pour tout X sur lequel G agit et tout
A X il existe une A-moyenne G-invariante.

Preuve.Soit x 2 Aetf : G! X, g7 g(x), munef I(A)-moyenne G-invariante sur G.
m9YB) = m(f %(B)) de nit une A-moyenne G-invariante sur X .
La reciproque estimmediate.

Prop osition 13. Tout groupe contenant un semi-groupe libre a 2 generateurs n'est pas super-
moyennable.

Preuve.Si G cortient a;b qui engendren un semi-groupe libre S, alors S est G-paradoxal, car
S aS;bS S,etaS\ bS=;
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Prop osition 14. |*(2) n'est pas supermoyennable.

Preuve.On identie R? a C. Soit u un transcendart x e de module 1 : alors N[u] est paradoxal :
N[u] uNJu] N[u]+ 1avecN[u]+ 1\ uN[u]=;.
Remarque 5. Il existe dans le plan des parties paradoxales : c'est le paradoxe de Sierpinski-
Mazurkiewicz. On obtient sansdicult equez 7! z+ 1 et z 7! uz engendren un semi-groupe
libre.

L'existence de parties borneesdu plan paradoxales est longtemps restee un probleme ouvert,
avant d'etre resolupositivemert par Just en 1987.Voici sa construction :
Soitj = exp(%), u un transcendart de module 1, et D le disque unite ferme. On commencepar
remarquerquesiz 2 D alorsil existef (z) 2 fz+ 1;z+ j; z+ j2g\ D (il sut de discuter suivant
l'argument de z). Remarquonsque le choix de f peut &tre explicite. Soit A le plus petit ensenble
tel que:

02A; z2A=) uz2A;f(uz)2 A

Alors A estdenomnbrable, A D, et tout element de A estun polyndme en u a coe cien ts dans
f0;1;j; j%g. On posepour k = 0;1;2: Ay = fz 2 cA;f(z) = z+ jXg. On voit facilemert, en
utilisant la transcendancede u, que les ensenbles cA, Ax + j¥;k = 0;1;2 sort 2 a 2 disjoints ; et
A cA Ao Ai[ Azg, donc A est paradoxal.

Si S estune partie nie de G, on note g(n) le nombre d'elements de G s'ecrivant en un mot de
longueur nenS 1t
De nition 12. Un groupe G estdit a croissan@ sous-expnentielle si lim iy S(n)% = 1 pour
toute partie nie S G.
Th eoreme 9. Si G esta croissan®@ sous-expnentielle alors :
(1) SiG agitsur X et; 8 A X alors A n'est pas G-paradoxal. (2) G est supermoyennable.
Preuve.(2) sededuit de (1) par le theoremede Tarski. Montrons (1).
Supposonsqu'il existe une action de G sur un ensenble X et une partie A X paradoxale. Soiert
2 puzzle-morphismesinjectifs f1;f, : A ! A d'images disjointes. Il existe alors une partie nie
S G telle que pour tout x 2 A, 901;02 2 S tel quefi(x) = gi(x), i = 1;2. Consideronsles 2"
mots h; den lettres enf et f,. Il estimmediat que lesh; sort d'images?2 a 2 disjointes. Donc si
on choisit x 2 A, alorsl'ensenble fhi(x);1 i 2"gpossede2” elemerts. Mais chaqueh; concide
enx avecun mot enn elemernts de S, donc s(n) 2" et G esta croissanceexponertielle.
Corollaire 3. Tout groupe commutatif est supermoyennable.
Preuve. s(n) cro alorspolyndmialemert, car le nombre de mots qui s'ecrivent avec n lettres
deS ! estmajore par (n+ 1)3Si,
Corollaire 4. Le groupe desisometries de R est supermoyennableet par consequent aucune partie
non vide de R n'est paradoxale.
Preuve.Pour G groupe commutatif, on note Go f1; 1g le produit semi-directou 1 agit sur
G parg7! g.Onva montrer que de facon generale que, si G est commutatif, alorsGo f1; 1g
est a croissancepolyndmiale.
On note p la projection Go f1; 1g! G. Soit doncS G une partie nie non vide. Soit S°
l'ensenble desp(s);s 2 S, et SP= SO[ f g. Il estimmediat quetout mot de n lettresenS !
peut s'ecrire avec n + 1 letires de S° 1, avecle a gaudhe puis n lettres dans S° Donc
s(n) 2 so(n). Et commeles elemerts de S° commutent, so(n) crot polyndmialemert, donc il
en est de mémepour s(n).
Remarque 6. Lesquestionssuivantes sort ouvertes:
Tout groupe supermoyennableest-il a croissancesous-expnertielle ?
Le produit direct de 2 groupes supermayennablesest-il necessairemeh supermoyennable?

3 Commen taires

3.1 Generalisation aux group es localement compacts

On a donne dans cet expose la de nition et quelquesproprietesde la moyennabilite desgroupes
discrets, c'est-a-dire munis de la topologie discrete et de leur mesurede comptage.On a la generali-

11



sation suivante : un groupe localemernt compact G muni de samesurede Haar estdit moyennable
s'il existe une moyenneinvariante sur L* (G). Presquetous les theoremesde caracterisation des
groupes moyennablespossdert une version localement compacte, en particulier le theoreme du
point xe, lesconditions de F Iner. En gros, il faut changer!* enL?! , ni encompact, partie en
partie mesurable,sous-grouge en sous-grouge ferme, card en ... Voir [10] ou [13]. En revanche, le
theoremede simplication nA nB ) A B,ou estl'equidecomposabilite avecdespartitions

boreliennes,n'a aucuneraison de rester valable, car le theoremed'extraction de Konig ne garantit

pas, si le graphe d'origine est mesurable, que la bijection extraite le soit aussi. Le probleme est
ouvert, mémedansle casde parties de R. De m&meon ne sait passi la version mesurabletheoreme
de Tarski, reliant I'existence d'une decomposition mesurable paradoxale de A a I'existence d'une
mesureinvariante sur les boreliens A-bornes, normaliseeen A, est vraie dans toute sa generalite.
Cependart, Patersona demortr e dans[12] qu'un groupe localemern compact est moyennablesi et
seulemen s'il n'est pas paradoxal.

3.2 L'axiome du choix

Dans tout ce paragraphe,la principale referenceest [14]. On note ZF les axiomesde Zermelo-
Fraenkel, et AC l'axiome du choix. Si T est une collection d'axiomes utilisant un langageensem-
bliste, on note cons(T) la proposition que T est consistarte, i.e. que on ne peut pas deduire de
T une contradiction par une demonstration logique. Gedel a demortre que cons(ZF) implique
cons(ZF+AC). C'est une desprincipales raisons de ne pas craindre I'axiome du choix : si on peut
prouver 0=1 avec AC, alors on peut sansAC.

Il estcependart interessanh de savoir quand et de quelle facon on a besoinde AC. Dans cet expose,
pour demortrer qu'une action libre d'un groupe paradoxal est paradoxale, on a utilise AC (en
faisart le choix d'un represerant danschaque orbite). De m&me,pour montrer qu'un sous-groupe
d'un groupe moyennable est moyennable; on a utilis e le theoremede Hahn-Banad, on a travaille
avecde la topologie faible : celareposeaussisur Hahn-Banad, qui assureertre autres la separa-
tion destopologiesfaibles. On a en n utilis e le theoremede Konig pour demortrer le theoremede
Tarski.

On a desaxiomesstrictement plus faibles que AC : le theoreme de Hahn-Banad (HB), l'axiome
du choix dependart (ACD) qui dit quesi E estun ensenble,et G E E esttel que

G6;; 8Xx2E92E; (xy)2G

alors il existe une application u : N ! E tel que 8n;(un;un+1) 2 G. C'est un peu plus fort
que I'axiome du choix denomnbrable. Il permet par exemplede montrer qu'une union denombrable
d'ensenblesdenombrablesest denombrable, le theoremede Baire, qui ne sort pasdestheoremesde
ZF. En revancheil n'implique pasqu'il existeun bon ordre sur R. Soit MI I'axiome qu'il existe pour
tout n une mesure( -additiv e) invariante par isometries sur lesparties de R", normaliseeen [O; 1]".
Il a ete demortre par Solovay que cons(ZF) implique cons(ZF+ACD+MI). En particulier, méme
avec ACD, on ne peut pas demortrer le paradoxe de Banach-Tarski ou de Vitali. En revanche, le
paradoxe de Banach-Tarski est un theoremede ZF+HB.

D'autre part, si HB permet de demortrer la moyennabilite des groupes abeliens, ACD n'est pas
susant pour assurerl'existence d'une moyenne invariante sur Z. D'ailleurs, si on se prive de
AC, les di erertes caracterisations de la moyennabilite peuvent ne plus &tre equivalentes. Par
exemple,un groupe abelien veri era toujours les conditions de F Iner. On peut montrer avec ZF
que deux parties mesurablesO(2)-equidecomposables(avec des partitions quelconques)de R? ont
méme mesurede Lebesgue cependart on peut remarquer qu'on a donne desexemplesde parties
paradoxalesdu plan avec desdecompositions paradoxales explicites.

Mentionnons aussile fait que I'on peut demortrer (voir [14]) sansaxiome du choix le fait qu'une
partie du plan de mesure6 0;1 estnon paradoxale.
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