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Construction arborescente (morphisme) : l’opération ◦
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Applications : dénombrer les prographes

Générateurs autorisés :
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Solution : formule de récurrence

an,s vérifie la récurrence :







1 si n = 0 et s = e

n∑

ℓ=1

(−1)ℓ+1
∑

c1+···+cm=ℓ

(

ℓ

c1, . . . , cm

)(

s + ℓ−
m∑

i=1

ciβi

ℓ

)

a
n−ℓ, s−

m∑

i=1
ci (βi−αi )

si n ≥ 0 et s > 0

0 sinon.
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Deux opérations associatives :

∗ : P(e1, s1)× P(e2, s2) → P(e1 + e2, s1 + s2)
◦ : P(e1, s1)× P(s1, s2) → P(e1, s2)

Axiome du carré : (x ◦ y) ∗ (x ′ ◦ y ′) = (x ∗ x ′) ◦ (y ∗ y ′)

Unité : x ∈ P(e, s), 1e ◦ x = x ◦ 1s = x où 1
s = 1 ∗ · · · ∗ 1

︸ ︷︷ ︸

s
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Exemple : le PRO (N∗
, ·,+, 0)

(1, 6, 48, 2) · (9, 1) = (1, 6, 48, 2, 9, 1)

(5, 0, 11) + (4, 4, 1) = (9, 4, 12)

Relation non axiomatique :

(x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) = (y1, . . . , yn) + (x1, . . . , xn)
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PRO-graphe ∈ PRO libre
Propriété universelle :

PRO libre(G) (P, ∗, ◦, 1)

G =
⊔

e≥0

⊔

s≥0

G(e, s)

✲

✻

✑
✑
✑
✑
✑
✑
✑
✑
✑
✑
✑
✑
✑✑✸

i
f

f
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