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CHAPTER 1

Equations de transport et de la chaleur lineaires

Ce premier chapitre étudie deux exemples fondamentauz & connaitre sur le bout
des doigts : 1’équation de transport & coefficients constants, et I’équation de la
chaleur. Pour chacun, nous obtenons une formule explicite pour la solution, appelée
formule de representation.

1. Equation de transport

De nombreux phénomeénes physiques mettent en jeux I’advection. C’est le trans-
port d’une quantité d’un élément donné (tel que la densité d’un élément chimique,
la température etc.) par le mouvement du milieu environnant. Nous prendrons
comme milieu environnant R" pour un entier n, et noterons par u(t, x) cette quan-
tité au temps ¢ au point x. Si la vitesse dans le milieu est constante, donnée par un
vecteur b = (by, ..., b,) € R™, alors I’équation satisfaite par u est

ou " du

pour tout temps ¢ > 0 et pour tout point z € R. Pour simplifier la notation, nous
écrirons

ut+b.Vu=0 pour (t,z) € (0,00) x R%. (1.1)

Afin de résoudre (1.1), nous remarquons que le membre de gauche de (1.1)

est la dérivée directionnelle dans la direction (1,b) sur R**". Les points dans cette

direction sont de la forme (t+s, z+bs) pour s € R. Pour chaque (¢,x) € (0,00) x R"
nous introduisons donc

z(s) = u(t + s,z + sb). (1.2)

On calcule alors, en utilisant la différentiation d’une composition de fonctions puis

(1.1), que

dz ou " du
T.(5) = (t+ 5.3+ sb) +;bl~axi(t+s,x+sb)
= 0. (1.3)

Donc z est une constante indépendante de s. On obtient donc le résultat suivant.

LEMME 1.1. On a que u € C*((0,00) x RY) est solution de (1.1) si et seulement
1
u(t + s,x + sb) = u(t, )
pour tous t >0, s > —t et x € R™.
PROOF. Soit u € C((0,00) x R?). Soit alors z définie par (1.2).
Alors u est solution de (1.1) si et seulement si pour tous ¢ > 0 et x € R™ on a
dz

(s) = 0 par (1.3). Cela est vérifié si et seulement si z(s) = z(0) pour tous s > —t,
soit u(t + s,z + sb) = u(t,x) comme énonce.

5



6 1. EQUATIONS DE TRANSPORT ET DE LA CHALEUR LINEAIRES

O

1.1. Probleme de Cauchy. Le probléme de Cauchy pour une équation aux
dérivées partielles est la question de déterminer la solution étant donnée une certaine
condition initiale. Pour ’équation de transport (1.1), il s’écrit

B d
{ u+bVu=0  pour (t,z) € (0,00) x RY, (1.4)

u(0,z) = up(x) pour x € R%.
Ci-dessus ug est une fonction donnée, qui représente ’état du systéme au temps
initial ¢t = 0.

LEMME 1.2. Supposons que ug € C1(R™). Alors u € C*(]0,00) xR™) est solution

de (1.4) si et seulement si
u(t,x) = up(x — tb) (1.5)

pour (t,x) € [0,00) x R™.

PROOF. Soit u € C1([0,00) x R"). Alors u satisfait la premiére égalité de
(1.4) si et seulement si u(t + s,z + sb) = u(t,z) par le Lemme 1.1, ce qui est
équivalent & u(t,x) = w(0,x — tb). En utilisant la seconde égalité de (1.4) on a
(0,2 —tb) = ug(x —tb). On obtient alors que u est solution de (1.4) si et seulement
si u(t,z) = uo(x — tb).

O

1.2. Probleme inhomogene. Une équation aux dérivée partielle est dite in-
homogéne lorsqu’un des termes de I’équation ne dépend pas de l'inconnue. Cela
peut représenter un forcage du systéme par un effet extérieur. Dans le cas présent,
il s’écrit

{ ur +b.Vu=f pour (¢,z) € (0,00) x R,

u(0,2) = up(x) pour z € RY. (1.6)

LEMME 1.3. Supposons que ug € CH(R") et f € C1([0,00) x R™). Alors u €
CL([0,00) x R™) est une solution de (1.6) si et seulement si

u(t,r) = uo(x — tb) + /0 f(s,z+ (s —t)b)ds (1.7)

pour (t,x) € [0,00) x R™.

PROOF. Implication directe. Soit u € C'([0,00) x R™) une solution de (1.6). On
définit pour y € R™ la fonction z(t) = u(t,y+tb). Alors on a en utilisant successive-

ment la différentiation d’une composée de fonctions puis la premiére égalité dans
(1.6)

dz(t)
dt

= w(t,y + tb) + b.Vu(t,y + tb)
= f(t,y + tb).

Donc en intégrant z(t) = z(0) + fo s,y + sb)ds. Comme z(t) = u(t,y + tb), et
2(0) = v(0,y) = up(y) par la seconde égalité dans (1.6), on obtient

u(t,y +tb) = uo(y /fsy+sb

En posant y = x — tb dans 'identité ci-dessus on obtient que u(t,z) = ug(z — tb) +
fo s,x + (s — t)b)ds. Donc u est bien donnée par (1.7).



2. EQUATION DE LA CHALEUR 7

Implication indirecte. Vérifions que u donnée par (1.7) vérifie u € C1([0,00) x R™)
et est une solution de (1.6). On a ug € CY(R") et f € C*([0,00) x R™), donc en
différentiant sous le signe intégral dans (1.7) on a bien que u € C1([0,00) x R™).

En prenant ¢t = 0 dans (1.7) on a que u(0,x) = ug(z). De plus, en définissant
pour y € R la fonction z par z(t) = u(t,y + tb), on a en utilisant (1.5) que

Z(t) = up(y +tb —tb) + /Otf(s,y +th+ (s — tb))ds

= up(z) + /Ot f(s,y + sb)ds.

En différentiant, il vient d’une part

dz
a(t) = f(t,y +tb). (1.8)
Puisque z(t) = wu(t,y + tb) on a d’autre part en différentiant une composée de
fonctions
d
() = uilt,y + tb) + b.Vult,y + br) (1.9)

En combinant (1.8) et (1.9) on a u(t,y + tb) + b.Vu(t,y + bt) = f(t,y +tb). En
posant y = x — tb on obtient w;(t,x) + b.Vu(t,z) = f(t,x). Donc u résout (1.6).

O

2. Equation de la chaleur

La diffusion survient lorsqu’une quantité d’un élément donné (une densité de
charge, le nombre de personnes infectées par un virus etc.) se déplace dans un
milieu et que, en chaque point, la direction moyenne de ce mouvement soit nulle.
Elle tend alors & se répartir dans le milieu. Si 'on imagine un banc de poissons
dans une riviére, il y aura deux type de mouvements : un mouvement collectif
da au courant de la riviére (c’est ’advection de la sous-section précédente), et, a
I'intérieur du groupe on aura un éparpillement car chaque poisson va plus ou moins
vite (c’est la diffusion étudiée dans cette sous-section).

Le prototype d’équation de diffusion est I’équation de la chaleur

up = Au (1.10)
oul I'opérateur de Laplace est
n

82

=1 9T
2.1. Solution fondamentale. L’étude des solutions de (1.10) se fait en util-
isant une solution trés particuliére K, appelée solution fondamentale. L’'intérét est
qu’a partir de cette solution on pourra retrouver toutes les solutions : c’est la méth-

ode des fonctions de Green. La solution fondamentale K est la solution du probléme
de Cauchy formel

{ Ky = AK, (t,z) € (0,00) x R, (1.11)

K(O,ZE) :50($), IGR”,

ol Jp est la masse de Dirac en 0. On remarque que le sens de (1.11) n’est pas
clair mathématiquement. Pour préciser son sens, on va dire qu'une fonction K €
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C?((0,00) x R™) avec K(t,-) € L'(R") pour t > 0 est une solution de (1.11) si elle
satisfait

{Kt:AK, (t,z ):e

oo) X Rn,
limtw fRn K(tyx)@( ) )

pour toute fonction ¢ continue bornée.

(1.12)
On a donc interprété la seconde égalité dans (1.11) comme une trace lorsque t | 0
pour K dans le dual de l'espace des fonctions continues et bornées. Le systéme
(1.12) est bien maintenant bien défini mathématiquement.

(0
©(0

LEMME 1.1. La fonction dite noyau de la chaleur

1 _lz?
e 4t (1.13)
(4mt) 2

est une solution de l’équation de la chaleur (1.10) sur (0,00) x R™. De plus, celle-ci
satisfait pour toutt >0 :

K(t,xz) =

K(t,x)dx =1 (1.14)
R’Il
et pour toute fonction p € C(R™) N L>(R")

ltlfél K(t,x)p(x)dx = ¢(0). (1.15)

Remark 1.1. La convergence (1.15) implique en particulier que lorsque ¢ | 0

on a que la fonction K(¢,-), considérée comme une distribution, converge au sens
des distributions vers un delta de Dirac a I'origine Jy au sens ou

lgfg<K(t7-)7w> —ltlfg K(t,z)p(z)dz = ¢(0) = (do, ¥)

pour toute fonction test ¢ € C2°(R"™).
Remark 1.2. Posons U(y) = (47) 2e #*/4. Alors par (1.13) on a

1 T
() =y () (1.16)
Cela signifie qu’a tout instant ¢ > 0, la fonction K s’obtient a partir de la fonction

U en faisant le changement de variable y = % et en multipliant par le facteur

t~/2. Le changement de variable y — 2 = v/ty est ce qu’on appelle un changement
d’échelle : c’est une homothétie de centre I'origine et de rapport v/£. On appelle
une telle fonction une fonction auto-similaires progressive.

PROOF. On peut démontrer le lemme rapidement, en montrant par un calcul
direct que la transformée de Fourier inverse de (1.18) est bien (1.13). La démonstra-
tion qui suit est un peu plus longue mais expliquera pourquoi le noyau de la chaleur
est une fonction auto-similaire progressive, ce qui sera trés utile pour comprendre
la suite du cours. Elle se fait en trois étapes :

e étape 1 : on démontre que la solution de (1.12), si elle existe, est unique.

e étape 2 : on démontre que le probléme (1.12) est invariant par un change-
ment d’échelle, et est invariant par rotation. On en déduit par 'étape 1
que la solution K, si elle existe, hérite donc des symétries du probléme
et, est nécessairement elle aussi invariante par changement d’échelle et par
rotation.

. étape 3 : on déduit de I'étape 2 que K doit étre sous la forme K(t,x) =

P Ly ( ) pour une fonction v & déterminer. On trouve alors facilement

que 1 est la fonction gaussienne.
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Etape 1. Unicité. Montrons que s'il existe une fonction K € C*((0,0), S(R"))
(ou S désigne espace de Schwartz) qui est une solution de (1.12), alors celle-ci est
unique.

Soit K(t,&) = Jgn € €T K(t, x)dz la transformée de Fourier de K. Alors en
appliquant la deuxiéme égalité de (1.12) avec ¢(x) = €® on a

lim K (¢, €) = li e TR (¢ x)dr = e 9 = 1. 1.17
i (t,€) im | (t,z)dx = e (1.17)

Ensuite, en utilisant la premiére équation dans (1.12), puis en intégrant par parties
0 ~ .
g K(t, &) = / e CTAK(t, x)dx

= Ae SCK (L, x)dx
R

—|§]2/R e CTK (t, x)dx.

Donc 2 5 K(t,&) = —|€)2K(t,€). En résolvant cette équation différentielle ordinaire
linéaire en utilisant (1.17) on trouve
K(t,&) =e 1€, (1.18)

Puisque la transformée de Fourier est une application injective sur S, la fonction K
qui vérifie (1.18) est bien unique comme annonceé.

Etape 2. Invariances. Montrons que s'il existe une solution K € C*((0, 00), S(R"))
de (1.12), alors d'une part K(t,z) = K(AQ, %) pour tout A > 0, et d’autre part
K est une fonction radiale i.e. K(t,xl) K(t,xo) si |z1| = ]:U2|

En effet, posons pour A > 0 la fonction K'(t,z) = K (5%, %). Alors par un
calcul direct

1 t x 1 t «x

—K'(t,x) = = (F’X) et AK(t,x)= EE (F’X)

Et donc %K "= AK'. En outre, pour toute fonction continue bornée ¢, en faisant
le changement de variable y = { et en posant ¢(z) = @(y) on a

1
K'(t de = — K dr = K
[ Koo =5 [ KG D= [ K
Puisque limy—o [p. K (%, y)o(y )dy ©(0) par la deuxiéme égalité de (1.12), et
puisque ¢(0) = ¢(0), on en déduit

y)o(y)dy

!
lim RnK (t, z)p(z)dr = ©(0).
Donc K' est aussi une solution de (1.12). Par le résultat d’unicité 1’étape 1, on a
donc K = K'. Donc K(t,2) = 3= K (32, %).

Soient maintenant z; et xo deux points tels que |xi| = |zg|. Alors il existe
une rotation R de R™ telle que Rz = z5. Posons K’ (t,x) = K(t, Rz). Alors par
des calculs trés similaires a ceux effectués pour K’, on a que K” est a nouveau
une solution de (1.12). Par le résultat d’unicité I'étape 1, on a K = K”. Donc

K(t,z) = K(t,Rx), et ainsi K(t,z1) = K(t,z2).
Etape 3. Auto-similarité et formule pour K. Par I'étape 2 on a

1 t x

K(t,x) = VK(F, X) V(A t,2) € (0,00)% x R™.
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En choisissant A\ = v/ dans cette identité et en posant W(x) = K(1,z) on a alors
K(t,z) = ti%qf(%) Toujours par 'étape 2 on a que K(1,z) est une fonction
radiale et ne dépend que de |z|, et donc K(1,2) = 1(|x|) pour une fonction .
Donc ¥(y) = ¢(|y|). On a alors

]

K(t,z) = m(\[

Nous allons maintenant déterminer . L’équation de la chaleur (1.13) pour une
fonction radiale K(t,z) = K(t,|x|) (en faisant un abus de notation) s’écrit pour
= |zl

) (1.19)

8t T
Pour une fonction sous la forme (1.19) on calcule que
n 1 r r
t 2ﬁ+1¢(\/£) 2t2+§ (\/{;) t2 ¢ ¢ (\/i)

ollp= % On calcule également que 0, K = % (7) et 19, K = T (%1/)’)(\/%)

On a donc

13 K = 1 (nw_i_pw/_,_w”_i_n_lw/) (
" e+l \ 2 2 )

On en déduit que K résout (1.10) si et seulement si ) résout

n n—1
SYH LY g+ Iy =0,
2 2 p

0= —0,K + 0, K + =

r

Cela se réécrit "
G+ =0
Cela est en partlcuher satisfait si §¢ 4+ ¢' = 0, ce qui donne £ + (Inv)’ = 0. La

solution est ¢ = Ce™ T pour C une constante d’intégration. Puisque 'on souhaite

) 21
Jgn K (t,x)dz =1 on choisit C' = <f0°° e_p4p”1dp> =1

(4m)®

Etape 4 Preuve de (1.15). Soit € > 0. Pour § > 0 on décompose :

K(t,z)p(x)dr = K(t,z)p(0)dx + K(t,z)(¢(x) — ¢(0))dx
R R R

=¢(0) [ K(t,z)dx+ K(t,z)(e(x) - 90(0))d56+/ K(t,z)(p(x) — ¢(0))dz.
R” |z|<8 |z|>6

I II I
Par (1.14)
I=¢(0)
et

[1I] < sup [p(x) — »(0)] K(t,z)dr < sup |p(z) — ¢(0)] <
2| <5 2| <5 2| <5

N

pour ¢ assez petit par continuité de f. Puis en utilisant (1.13) et un changement de
variable

N

2 o Jul? \2
i < 2lele [ Kae= 2L [ o
ER (4m)z Jyy>

pour ¢ assez petit. Donc [T — ¢(0)| < € ce qui démontre (1.15).
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2.2. Probléme de Cauchy pour I’équation de la chaleur. Le probléme
de Cauchy associé a I’équation de la chaleur est

ur = Au, (t,z) € (0,00) x R,
PROPOSITION 1.1. Soit ug continue et bornée sur R™. Alors la fonction
_ | Jre Kt y)uo(z — y)dy sit>0,
ulto) = { uo() sit=0, (1.21)

satisfait w € C*((0,00) x R™") N C([0,00) x R™) et est une solution de (1.20).

Remark 1.3. On remarque que la donnée initiale ug n’est pas forcément deux
fois différentiable et donc que Awg n’est pas forcément bien défini en tant que
fonction. Néanmoins, la proposition permet de donner un sens a 1’équation (1.20).

De plus, on constate que la solution est instantanément C*° dés que ¢t > 0. On
appelle cela Veffet régularisant de I’équation de la chaleur.

PROOF. En reconnaissant un produit de convolution, on a que

. K(t, y)uo(z —y)dy = (K(t,-) xu)(z) = . K(t,z — y)uo(y)dy.

En différentiant le membre de droite, on obtient
U — Au = / (K (t,x —y) — AK(t,z —y))up(y)dy = 0.

Puisque K et toutes ses dérivées décroissent exponentiellement vite, on obtient de
maniére similaire que u € C*°((0,00) x R™).

Montrons maintenant que la formule (1.21) définie une fonction continue jusqu’en
t =0, et égale & ug en t = 0. Pour tout g € R™ on décompose

u(t,z) = - K(t, y)uo(xo — y)dy + - K(t,y)(uo(z —y) — uo(wo — y))dy .

I 17

On a que I — ug(xg) lorsque ¢ | 0 par le lemme 1.1. On a

(11| < K(t,y)|uo(z — y) — uo(zo — y)|dy + 2[[uo|| oo (mn) K(t,y)dy
ly|<d ly|=6
et donc 11| — 0 lorsque (¢,z) — (0,z0) par un calcul analogue a celui de la preuve
du Lemme 1.1. Ainsi, u € C(]0,00) x R™) et u(0,x) = ug(x) pour tout z € R.
O

Les solutions de la proposition 1.1 sont uniques. Cette unicité vaut pour des
données initiales & croissance au plus exponentielle. Nous aurons besoin de ce ré-
sultat plus tard dans la section 7 pour étudier les solutions de I’équation de Burgers
visqueuse. On dit qu’une fonction f : [0,00) x R” — R est a croissance au plus
exponentielle si pour tout T > 0 il existe C,pu > 0 tel que |f(t,z)| < Cetl®l pour
tout (t,x) € [0,7] x R™. On étend cette définition aux fonctions f: R" — R.

PROPOSITION 1.2. Soit ug continue & croissance au plus exponentielle. Alors u
donnée par (1.21) est l'unique solution de (1.20) dans C*((0,00) x R™)NC([0, 00) x
R™) qui soit a croissance au plus exponentielle.
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PROOF. Les preuves du fait que u donnée par (1.21) est une solution de (1.20)
dans C*((0,00) x R™) N C([0,00) x R™), et du fait que u est & croissance au plus
exponentielle, sont si similaires aux preuves de la proposition 1.1 que nous les omet-
tons.

Nous nous contenterons donc seulement de démontrer 1'unicité. Nous allons
montrer que pour ug = 0 la fonction u = 0 est I'unique solution de (1.21) dans
C*((0,00) x R")NC([0,00) x R™) qui soit & croissance au plus exponentielle. Cela
démontrera I'unicité pour un ug quelconque, puisqu’alors si u et v sont deux solutions
de donnée initiale ug, par linéarité la différence u—wv est aussi une solution de donnée
initiale 0, et donc u — v = 0, soit u = v.

Soit maintenant une solution u € C*°((0,00) x R™) N C([0,00) x R™) de (1.21),
telle que u(0,z) = 0 pour tout = € R, et telle que |u(t,z)| < Cet*! pour tous
(t,x) € [0,T] x R", pour deux constantes C, > 0. Nous allons mettre en oeuvre
une méthode appelée estimation d’énergie, qui consiste & étudier la variation au
cours du temps d’'une quantité intégrée bien choisie.

Soit x € C2°(R™) une fonction telle que 0 < x <1 avec x(x) = 1 pour |z| <1,
et x(z) = 0 pour |z| > 2 (on appelle x une fonction localisante). Pour R > 1 on
pose Xg(z) = x(x/R) et ur(t,z) = xr(z)u(t,z). Soit w(z) = e XI*l pour une
constante K > 2u. On pose

E(t) = / u?(t, z)w(x)dx et Egr(t) = / u%k(t, x)w(z)dz.
—(K=2w)lzl gz —5 (0 lorsque R — oo,

on a que E(t) est une intégrale absolument convergente et que Er — E lorsque
R — oo uniformément sur [0,7]. De part les hypothéses de régularité sur u on
a Er € C([0,T]) N CY((0,T]). La fonction E est donc continue sur [0,7] comme
limite de fonctions continues. Comme O;u = Awu la fonction ug satisfait

En utilisant que f|x|>R w?(t, v)w(z)de < f|x\>Re

"9 0
= Aup — 2 A
OiuR UR ; B, ((8%XR)U> + Axgru

pour t > 0. Ainsi, en intégrant par parties

d N, o)
@ER(t) = 2/n <AuR — 2; 92 <(axixpg)u> + A)mu) upwdx
= —2/ \Vug(t, z)|?w(z)ds — 2/uR(VuR.Vw)
Rn
+4/(VXR.VUR)UU)+4/uuR(VXR.Vw)+2/AXRuuRw

Comme Vuw(z) = —K Ze Kl on a |[Vw| < Kw. Comme Vyg(z) = R~'Vx(z/R)

[]
et Axr(z) = R72Ax(z/R) et que Vx et Ax sont des fonctions bornées, il existe une
constante L telle que |Vxgr|+ |Axr| < L pour R > 1. Donc par Cauchy-Schwarz :

‘/uR(VuR.Vw)‘ §K/|UR|VuRw

(o) () =i o)
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et de maniére trés similaire

/(VXR-VUR>U“}‘ <LVE </ ’VUR\ZU));
/uuR(VXR.Vw)’ < LKVE\/Eg
/AXRuuRw‘ < LVE\/ER.

En combinant ces inégalités et en utilisant de plus Er < E, on obtient

1
d 2
—Bn(t) < / \Vug|*w(z) + 2K +4L)VE (/ ]VUR|2w) + (4KL +2L)E
R?’L
On rappelle I'inégalité de Cauchy :
1
<
ab 2a + o — b

On a donc en prenant kK = K + 2L que

(2K +AL)WVE (/\wﬂ%)é < (K+2L)2E+/]Vu3\2w

En combinant, on obtient ainsi que

d

< Balt) < / Vun2w() + (K + 20)2E + (AKL + 2L)E < Ly E(l)
R’I’L

pour une constante Lz = (K + 2L)? + 4K L + 2L. En intégrant il vient Eg(t) <

Er(to) + L3 ft E(t")dt pour 0 < tg <t < T. En faisant tendre R vers oo et ty vers

0 on obtient

E(t) < +L3/E

Par le lemme de Gronwall on a E(t) < E(0)e®3!. Comme E(0) = 0 car up = 0, on
conclut que E(t) = 0 et donc u = 0.
O

Remark 1.4. Tychonoff a montré qu’il n’y a pas unicité pour certaines solutions
de I'équation de la chaleur, qui ont une croissance & l'infini en espace plus rapide
qu’exponentielle.

3. Exercices

Ajouter exercice general sur principe du maximum pour equation
advection-diffusion lineaire

EXERCICE 1.1 (Principe du maximum et principe de comparaison). (1) Soit
u une solution de (1.4) comme dans le lemme 1.2. Soit E C R™ un ensem-
ble et E4+y={z€R", z=z+y pour un x € E}. Montrer que

inf wp(x) < wu(t,x) < sup up(x) V(t,z) € [0,00) x E.
E—tb E—tb

(Cette inégalité s’appelle le principe du maximum pour une équation de
transport).
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(2) En déduire que si u et v sont deux solutions de (1.4) telles que up(z) <
vo(x) pour tout x € E alors

u(t,x) < v(t,z) Vt >0 etx e E+th.

(Cette inégalité s’appelle le principe de comparaison pour I’équation de
transport).
(3) Soit u une solution de (1.20) comme dans la proposition 1.1. Montrer que

inf wup(z) < wu(t,z) < sup up(z) V(t,x) € [0,00) x R™.
zeR" rER"

(Cette inégalité s’appelle le principe du maximum pour 1’équation de la
chaleur).
(4) En déduire que si u et v sont deuz solutions telles que ug(x) < vo(x) pour
tout x € R™ alors
u(t,z) < wv(t,x) Y(t,z) € [0,00) x R™.

(Cette inégalité s’appelle le principe de comparaison pour I’équation de la
chaleur).
EXERCICE 1.2 (Formule de Duhamel pour I’équation de la chaleur inhomogéne).
Soit f € C1([0,00) x R™) telle que f et ses dérivées sont bornées.
(1) Montrer que la fonction

ult,z) = /0 (= ) * f(s, ) (2)ds

est continument différentiable en temps et deux fois continument différen-
tiable en espace.
(2) Montrer qu’elle satisfait I’équation de la chaleur inhomogéne.

&gu:Au—i-f

(3) Montrer que c’est la seule solution ayant ces propriétés de réqularité et a
croissance au plus exponentielle de cette équation.



CHAPTER 2

Equations de transport quasi-linéaires

On qualifie de quasilinéaire une équation non linéaire dont les termes dépen-
dent de maniére linéaire en les dérivées d’ordre le plus élevé dans I’équation. Nous
étudierons 1’équation de transport quasilinéaire

ut(t,x) + b(t, z,u(t, z)).Vu(t,x) = c(t, z,u(t, x)).

Maintenant le vecteur vitesse b du milieu et le terme de réaction ¢ dépendent du
temps ¢, de la position z, et de 'inconnue u. Le probléme de Cauchy associé est

up 4+ b(t, z,u(t, x)).Vu = c(t, z,u), (t,x) € [0,00) x R™,
{ u(0,x) = ug(x), x e R". " (2.1)

1. Lignes caracteristiques

1.1. Equations caractéristiques. Dans le cas linéaire traité précédemment
dans la sous-section 1, u était constante le long des trajectoires (¢,z + tb) (voir
Lemme 1.1). Pour résoudre (2.1), on s’inspire de cette remarque et I’on considére une
trajectoire y(t) = (y1(t),...,yn(t)) de classe C'. En différentiant une composition
de fonctions, il vient

du dyz
e, u(1)) = t:c+2 (t,2)
e+ Y5y
= U\t, Yy dt uit, y
ol ‘f;t’ = (%, e dg—:). Si la trajectoire y(t) satisfait
dy(t
YO bt y(t), u(t.y(0). 22)
alors en utilisant (2.1)
du

= c(t,y(t), u(t, y(t)))-
En posant
z(t) = u(t,y(1))
cela se réécrit sous la forme

% (6) = et (1), 2(1). (2.3

Les courbes {(t,y(t))}ejo,r) satisfaisant (2.2) sont appelées les lignes caractéris-
tiques de I’équation (2.1). Ces calculs démontrent le résultat suivant.

LEMME 2.1 (Structure des equations caracteristiques). Soit u € C1([0,T) x U)
une solution de (2.1). Supposons que y(t) est une solution de (2.2) pourt € [0,T).
Alors la fonction z(t) = u(t,y(t)) résout (2.3) pourt € [0,T).

15
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1.2. Exemple dans le cas lineaire. C’est le cas ot la dépendance des fonc-
tions b.Vu et ¢ en 'inconnue u est linéaire, c’est-a-dire
b(t,x,u(t,z)) =b(t,x) et c(t,z,u(t,z)) = c(t,x)u(t, ).
L’équation de transport (2.1) est dans ce cas
u(t, ) + b(t, x).Vu(t, z) = c(t, x)u(t, ).
L’équation (2.2) pour les lignes caractéristiques y(t) devient

W) _ bt (o).

Remarquez que cette équation peut se resoudre sans connditre u, par application

du théoréme de Cauchy-Lipschitz ! L’équation (2.3) pour linconnue le long des
trajectoires est alors

dz(t)

— = et y(1)=(0).

Puisque z(0) = up(y(0)), la solution de cette équation est

2(0) = woty(O)ews | t (o) ).

2. Resolution locale en espace-temps du probleme de Cauchy

Pour calculer une ligne caractéristique y(t) par (2.2), on a besoin de connaitre
la valeur de I'inconnue z(t) = u(t,y(t)) le long de cette ligne. Cette derniére est
solution de (2.3). En mettant (2.2) et (2.3) ensemble on obtient les équations car-
actéristiques de I'équation (2.1):

e = (D). 2(0)
E — oty (1), 2(1), (2.4)
y(0) = X, 2(0) = uo(X).

On constate que (2.4) est un systéme dit fermé, c’est-a-dire qu’on peut le résoudre
isolément, sans autres informations sur la solution (on a pas besoin de connaitre
les valeurs de u ailleurs). Le Lemme suivant énonce qu'il est toujours possible de
calculer les lignes caractéristiques localement autour d’'un point Xy, au moins sur
un petit intervalle de temps.

LEMME 2.1 (Résolution locale des équations caractéristiques). Supposons que
ug, b et ¢ soient des fonctions de classe CF avec k > 1. Alors pour tout Xy € R™,
il existe un voisinage U de (0, Xg) dans [0,00) x R™ tel que pour tout (t,z) € U, il
existe un unique X € R™ avec (0,X) € U tel que la solution de (2.4) existe sur [0, t]
et satisfait :

y(t) ==,
et (s,y(s)) € U pour tous s € [0,t]. De plus, la fonction (t,z) — X est de classe
C*.
PROOF. On introduit la nouvelle variable
a=(y,z) € R"!

et la nouvelle fonction
f(t7 a) - (b(t7 y7 Z)? c(t7 y7 Z))
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et on pose af = (Xo,up(Xo)). Alors (y(t),2(t)) est une solution de (2.4) si et
seulement si a(t) = (y(t), z(t)) est une solution de I’équation différentielle ordinaire

W8 = f(t,a(t),
{ agO) = ay. (25)

C’est une équation différentielle ordinaire sous sa forme la plus classique, comme vu
dans tout cours de systémes dynamiques ! La fonction f est de classe C*. Par le
théoréme de Cauchy-Lipschitz pour tout ag € R™*! il existe un temps 7 > 0 et une
unique solution a(t) de (2.5) sur [0,7]. De plus, par le théoréme de régularité du
flot des EDO, les solutions ont une régularité C* en la donnée initiale. Cela signifie
que, en notant ¢(t,ap) = a(t) la solution de (2.5) de donnée initiale ap au temps ¢,
alors on a ¢ € C*([0,T] x R").

On note ¥ : (¢, X) — y(t) 'application qui & un temps ¢ et une position initiale
X associe la position y(t) au temps ¢ de la particule initialement en X. Le calcul de
U s’effectue en trois étapes. D’abord on ajoute la quantité ug(X), avec la fonction

wl : (t, X) — (t,X,UQ(X)).

Ensuite on calcule la solution (y(t),z(t)) de (2.4) au temps t de donnée initiale
(X, uo(X)). Cela revient a calculer ¢(¢1(¢, X)). Enfin, on ne garde que la premiére
composante de (y(t), z(t)), avec la fonction

Y21 (y,2) = y.
C’est-a-dire que ¥ s’écrit comme la composition de trois fonctions
U =1qhgopoth:(t,X) y(t) (2.6)

Puisque ¢ est de classe C*, que ¢ est C* par les hypothéses du lemme et que 1
est de classe C™, alors ® est de classe C*. Notons ¥ = (¥;...,¥,,) les coordonnées
de ¥. Alors ¥; = y;(t) pour i = 1,...,n. Calculons la différentielle de ¥ par rapport
a la deuxiéme variable du couple (¢, X):

oV, oV,

0X1 00Xy
JxVU =

v, v,

0X1 " 0Xn

Puisque y(0) = X pour tout X, on a que ¥(0,X) = X, et donc que g}l’é_ (0,X)=1
ot Gy (0,X) = 0sii#j. Ainsi,

Jx (0, Xo) = Id

On pose maintenant ®(¢, X) = (¢, ¥(¢t, X)). Alors ® est C' et par '’équation ci-
dessus on a que J® est inversible en (0, Xp). Par le Théoréme d’inversion locale,
il existe V un voisinage de (0, Xg) tel que ® définit un C* difféomorphisme entre
V et son image ®(V). Il existe alors € tel que W = [0,¢€) x B(Xop,€) C V, et alors
U = ®(WW) est un voisinage ouvert de (0, X) dans [0,00) x R™.

Montrons finalement que U satisfait les conclusions du lemme. Soit (¢,2) € U.
Alors il existe (¢, X) tel que ®(t', X) = (¢, z). Par définition ®(¢', X) = (¢, y(t'))
avec y donné par la solution de (2.4) de donnée initiale (X, uo(X)), et donc ¢t = ¢/
et y(t) = x. Puisque ® est un difféomorphisme, alors X est unique. De plus,
®(s,X) € U pour tout s € [0,t) par définition de U, et donc (s,y(s)) € U pour tout
s € [0,t). Enfin, la fonction (,2) — (¢, X) est égale & ®~! et est donc de classe C¥,
donc (t,z) — X est de classe C*.

([
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Une fois les équations caractéristiques résolues, on peut résoudre, au moins
localement, ’équation de transport (2.1). Pour ce faire, on écrit

X =X(t,z)
pour X donné par le lemme 2.1. Le lemme 2.1 assure que (2.4) admet une solution
(y(s), z(s)) sur [0,¢]. On définit alors
u(t,z) = z(t, X, up(X)) (2.7)
ot on a noté z(t, X, up(X)) pour bien indiquer la dépendance de z(t) en les condi-
tions initiales X et ug(X).

THEOREME 2.1 (Theoreme local d’existence et unicité). On conserve les hy-
pothéses du lemme 2.1. Alors la fonction u définie par (2.7) est de classe C* et
résout

ur 4+ b(t, z,u).Vu = c(t, z,u) pour (t,x) € U (2.8)
avec la condition initiale
u(0,x) = up(x)) pour x € R" tel que (0,x) € U. (2.9)

De plus, u est l'unique telle fonction de classe CF satisfaisant (2.8) et (2.9).

PROOF. Soit x € R"™ tel que (0,z) € U, alors pour t = 0 le point X satis-
faisant les conclusions du Lemme 2.1 est X = z. Donc par (2.7) on a u(0,z) =
2(0,z,up(x)), et par la derniére égalité de (2.4) on a z(0,z,ug(x)) = up(z). Donc
u(0, ) = up(z) et u satisfait (2.9).

On considére maintenant le membre de gauche de (2.7) comme une fonction des
variables ¢t et X. C’est-d-dire, en utilisant la notation de la preuve du lemme 2.1
que u(t,z) = u(P(¢, X)). On différencie alors u dans les variables (¢, X) par rapport
a t en gardant X fixé, et 'on obtient en différentiant une composition :

(L@t X))x = (50 (o

tzl, S Ti—1,Ti4 15T (t,ﬂ:‘).

Si dessus, on a utilisé la notation que (a—a) g dénote la différentiation de h par rapport
a la variable a en gardant la variable g fixée. Puisque ®¢ =t et (P, ..., D) = y(t),

on a (351;0))( =1, et que par (2.4) puis (2.7)

(80?))( - (8335)&@) = bi(t,y(t), 2(t)) = bi(t, ,u(t,z)).

En combinant on obtient d’une part

(aat (®(t, X)))x = ue(t, z) + b(t, x,u(t,x)).Vu(t, z).
D’autre part, par (2.4) puis (2.7)
(57u(®(tX)))x (;Z(taX, uo(X)))x = et y(t), 2(t)) = e(t, z, u(t, ).
Ainsi

ug(t,x) + b(t, z,u(t, x)).Vu(t,z) = c(t,x,u(t, x))
et u résout (2.8).
L’unicité de u découle du Lemme 2.1 et de I'unicité des solutions de (2.4) par le

théoréme de Cauchy-Lipschitz.
O

Remark 2.2. Le théoréme 2.1 et sa preuve illustrent cette remarque fonda-
mentale : connaitre la solution d’une équation de transport équivaut a connaitre les
solutions des équations caractéristiques.
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3. Resolution globale en espace du probléme de Cauchy

Le théoréme 2.1 démontre qu’on peut toujours résoudre 1’équation de transport
(2.1) prés d'un point Xy et pour des temps petits. On remarque que l’argument
essentiel de la preuve est qu’a chaque instant ¢, les lignes caractéristiques sont un
difféeomorphisme. Si pour deux points différents X # X' les lignes caractéristiques
se retrouvaient toutes deux en position x & 'instant ¢, alors on ne pourrait plus
définir w par (2.7) par manque d’unicité.

On souhaite maintenant résoudre 1’équation (2.1) sur 'espace R™ en entier. Le
point essentiel sera d’obtenir que sur un intervalle de temps uniforme [0,7) il n’y
a pas d’intersection des lignes caractéristiques. Pour cela nous allons utiliser le

théoréme d’Hadamard-Levy ci-dessous qui caractérise les C! diffeomorphimes de
R™.

THEOREME 2.1 (Caractérisation des C! difféomorphismes de R"). Soit f €
CL(R™,R"™). Alors f est un C* difféomorphisme de R™ si et seulement si J f(x) est
inversible pour tout x € R™ et lim, o [ f(x)] = co.

On note B(zg, R) = {x € R", |z — z¢| < R} la boule ouverte, B(zg, R) = {z €
R™, |x —xo| < R} la boule fermée et IB(zp, R) = {x € R", |vr—x0| = R} la sphére.

ProOOF. Implication directe. Sa preuve est simple et est laissée au lecteur.

Implication indirecte. On se fixe une fonction f € C' avec Jf partout inversible et
Etape 1. Condition suffisante pour Uezistence d’un antécédent. Soient xg,y € R"
et R > 0. Nous affirmons que si mingcop(ay,r) [f(7) —y| > [f(20) —y| alors il existe
x € B(xo, R) tel que f(x) =y.

En effet, la fonction z +— |f(z) — y| est continue sur B(xg, R) et on note v > 0
son minimum atteint en un point x*. Par hypothése, * € B(xzp, R). Supposons
par 'absurde que v > 0. Comme J f(z*) est inversible, par le théoréme d’inversion
locale, pour tout § > 0, il existe € > 0 tel que si y' € B(f(z*),€), il existe 2’ €
B(z*,0) tel que f(2') =y'. Comme |f(z*)—y| > 0, on peut choisir ¢y’ € B(f(z*),€)
tel que |y —y| < |f(z*) — y|. Pour § assez petit on a alors 2/ € B(xo, R) et
|f(2") —y| < v, ce qui contredit la définition de v.

Etape 2. Surjectivité. Montrons que f est surjective. Soit y € R™. Comme
lim|y| o0 |f(z)] = 00, on peut appliquer le résultat de I'étape 1 pour xop = 0 et
R > 0 assez grand, et il existe effectivement z tel que f(z) = y.

Etape 3. Preuve dans le cas C2. Montrons que si f € C? alors f est un C!
difféeomorphisme. Par I’étape 2 il suffit de montrer que f est injective.

Soit y € R™, alors il faut démontrer que ’ensemble S ou I'application ¢ : x
y — x s’annule est un singleton. Notons que Jg = —Jf. Considérons ’équation
différentielle ordinaire

' = F(x), 1
{ 2(0) = 0, avec F(x) = —(Jg(x)) g(x). (2.10)

Comme f est C2, alors F' est C' et le théoréme de Cauchy-Lipschitz assure que
pour tout zp € R™, il existe une unique solution maximale x(t).

En n’importe quel point Z € S, la linéarisation de (2.10) est :

Jf(@)(u) = —(Jg(a™) " g(@")(w) = [J(Jg~ ") (=) Tg(a")(u)] g(x) = —1d
car g(Z) = 0. Donc T est un équilibre stable de (2.10).
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Soit z(t) une solution quelconque de (2.10) et soit y(t) = g(z(t)). Alors
y'(t) = Jg(z(t)) [2'(t)] = Tg(x(1)) [-(Jg(x)) " g(x)] = —y(?).

Donc tant que z(t) existe, on a

g(z(t)) = y(t) = e"g(wo) (2.11)
Puisqu’ainsi la fonction g(z(t)) est bornée, et comme limy|_,+, [g(z)| = oo, on déduit
que x(t) est bornée. Par le lemme des bouts, la solution maximale z(t) de (2.10)
est globale en temps. Soit

w(zg) = {z* € R", tel qu'il existe t,, — 0o avec lim z(t,) = z*}
n—oo

I'ensemble w-limite. Il contient au moins un point z* car z(t) est bornée. Par
(2.11) on a limy_,o0 g(z(t,)) = 0, et donc g(z*) = 0 par continuité. Donc z* € S.
Puisque lim,, ;o 2(t,) = ¥, et que tous les points de S sont des équilibres stables,
lim, 00 2(t) = 2*. Donc w(xp) ne contient que le point z*, que 'on notera z*(zo).
Pour 7 € S on pose Ez = {zp € R", z*(x9) = T} le bassin d’attraction de Z.
Les ensembles Ez et Fy sont disjoints si Z = Z’. Par continuité du flot de (2.10),
et car T est un équilibre stable, chaque Fz est ouvert. De plus, R" = UzcsF3.
Ces ensembles définissent donc une partition de R™ en ensembles ouverts, et par
connexité, il ne peut y avoir qu'un seul tel ensemble, et donc qu’'un seul T € S.

Etape 4. Stabilité par passage a la limite. Montrons que s’il existe f, une suite
de C! difféomorphismes de R" telle que ||f — fullzee + [|Jf — J fullze — 0 alors f
est également un C' diffeomorphisme. Par Iétape 2, il suffit de montrer que f est
injective.

Supposons par contradiction qu'il existe z1 # z2 tels que f(x1) = f(z2) = y.
Soit € > 0. Comme Jf(x1) est inversible, x = inf|,—; [Jf(x1)v| > 0. Pour z €
0B(x1,€) on écrit x = 1 + ev avec v un vecteur unitaire, et alors par expansion de
Taylor f(z) =y + eJf(z1)v + 0c—0(€). Donc |f(z) — y| > Kke/2 pour € assez petit.
On en déduit que

(@) =yl = [fu(21) =yl = [fa(2) = f(2) + f(2) =yl = [fa(21) = f(21)]
2 [f(x) =yl = [falz) = f(@)] = |fule1) = f21)]
> ke/2 = 2| fn — flle >0

pour n assez grand. En appliquant le résultat de I'étape 1 & f,, il existe x1, €
B(z1,¢€) tel que fr(z1,,) = y. En faisant le méme raisonnement en xg, il existe
Zon € B(x1,€) tel que fp(z2,) =y. Donc f, n’est pas injective ce qui est absurde.

Etape 5. Fin de la preuve par argument de densité. Nous affirmons qu’il existe f,,
une suite de fonctions C? avec J f,, partout inversible, telles que || f — fullz + || Jf —
J fullee — 0. Comme lim, o | f(2)] = oo alors lim|,_,o | fn(z)] = co. Donc par
I'étape 3, f, est un C! difféomorphisme, et par I'étape 4, f est alors aussi un C*
difféomorphisme ce qui conclut la preuve de 'implication indirecte.

Il reste & démontrer affirmation. Soit € > 0. Soit 0 = rg < 11 < ... < 7}, —> 0.
Remarquons qu l'on peut écrire f(z) = Y 3o, fr(x) avec fr € C' qui a son support
dans ensemble {ry_1 < |z| < rg4+1}. Il y a donc au plus 2 termes non nuls dans la
somme. Pour tout k, par densité des fonctions C?(B(0,741)) dans C*(B(0,7411)),
il existe toujours gy telle que ||fx — grllLe < €/2 et ||Jfx — JgrllL~ < €/2, et on
peut supposer de plus que g a son support dans 'ensemble {ry_1 < |z| < 7511}
Soit g = > 72, gk(x), o il y a au plus 2 termes non nuls dans la somme. Alors
geC?et ||f —gllLe < eet ||Jf — Jg|L= < € par la propriété des supports. D’oil
Iaffirmation.



3. RESOLUTION GLOBALE EN ESPACE DU PROBLEME DE CAUCHY 21

O

On peut alors résoudre (2.1) sous des hypothéses sur b, ¢ et ug qui empécheront
I'intersection des lignes caractéristiques en temps court. Par le théoréme 2.1, il
faudra vérifier que les lignes caractéristiques débutant loin restent loin, et que la
différentielle des lignes caractéristiques reste inversible.

THEOREME 2.2 (Resolution du probléme de Cauchy sur lespace entier). On
suppose que b,c € C([0,00) x R et ug € CH(R™) et que les différentielles de b, c
et ug sont bornées. Alors il existe T > 0 et une unique solution u € C1([0,T) x R™)
de (2.1).
Si de plus b, c, et ug sont de classe C* pour un k > 2, alors u € CF([0,T) x R™).
PROOF. Leurs différentielles étant bornées, il existe M > 0 tel que |Jb|, ||, |Jup| <
M ou |A] = sup,4 ||A79|6|. On a alors

b(t, z,u)| + [e(t, z,u)| < M+ M(lz| + |ul) et |uo(z)] < M + Mlz|  (2.12)

pour 0 < t < 1, quitte & prendre M plus grand. Dans la suite, C' désignera une
constante indépendante des autres constantes en jeu, qui pourra varier d’une ligne
a l'autre. On garde les notations de la preuve du Lemme 2.1, pour a, f, ¢, ¥, ¥
et ¥o. On écrit VUy(z) = Y(t,z) et ¢(z) = ¢(t, x). Puisque f = (b, c) :

|f(a)] < C(M + Mla|) et |Jf| <CM. (2.13)
Etape 1. Estimation sur les lignes caractéristiques. On considére les solutions des
équations caractéristiques (2.4)-(2.5) (données par Cauchy-Lipschitz). On affirme
qu’elles sont globales en temps, et qu’il existe T' > 0 tel que pour ¢ € [0,7) :
1
SIXT = 1< Iy, X)) < 21X +1 (214)

pour tout X € R"™. Pour le démontrer, on intégre (2.5) :

alt) = ao+a(t),  a(t) = /0 F(5,a(s))ds. (2.15)
On obtient par (2.13) :

t t
)] < Jaol + [ 1fs.als)lds < laol + [ COL+ Ma(s)))ds.
0 0
Par application du lemme de Gronwall, cela implique
la(t)] < (1 + |ag|)eM". (2.16)
Puisque a est la solution maximale de (2.5) avec f € C1([0,00) x R?") et que a
reste bornée sur tout intervalle de temps par (2.16), par application du Lemme des

bouts, a existe pour tout temps ¢ > 0. Soit € > 0. En injectant (2.16) dans (2.15)
on obtient que pour t petit :

a(t) = ap + a(t), la(t)| < e+ €lao|

ou l'on a utilisé |a(t)| < Cfg(M + M (1 + |ag|)e®M#)ds par (2.12) et (2.16), et pris
t <T(M,e) petit. Donc on a |a — ag| < €+ €|ag|. Puisque a = (y,2) et y(0) = X,
alors |y — X| < € + 2¢|ag|. Puisque ag = (X, up(X)), on a |ag| < C + CM|X]| par
(2.12), et donc |y — X| < Ce(1 + M|X]). Cela implique (2.14) pour € assez petit.

Etape 2. Invertibilité de la différentielle des lignes caractéristiques. Nous montrons

maintenant qu’il existe T(M) > 0 tel que pour tout ¢ € [0,T), la différentielle de
U, = y(t,-) est inversible en tout point.
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Nous rappelons que ¢; désigne le flot de la solution de (2.5). On a donc ¢g(ag) =
ag et Opi(ag) = f(t,¢i(ap)). On note J, la différentielle en la variable a. En
différentiant on obtient

atja¢t(a0) = Jaf(tv (bt(aO))Jad)t(aO)' (2'17)
Puisque ¢p(ag) = ag, on a Jy¢i(ag) = Id, et donc en intégrant :
~ ~ t
Ja¢t(a0) =1Id+ A7 A= /0 Jaf(S, ¢s(a0))=]a¢s(a0)d5- (2'18)

En utilisant (2.13) :

t
| Judbs(ao)| < 1+/0 CM|Juis(ao)|ds.

Par le lemme de Gronwall, on obtient |J,¢¢(ag)| < e“™*. Soit € > 0. En injectant
dans (2.18) il vient pour ¢ est assez petit ¢t < T'(M,¢€)

t
Jobi=Id+ 4, A= /O Jof (5, 6s(a0)) Juss(ao)ds, | A| < e

ot pour la derniére inégalité on a utilisé |A| < fg CMeCMsgs.

que ¥ = )9 0 ¢ 0 11. Donc la différentielle de ¥, est

= () ) 4o () o)

En utilisant (2.18) on obtient

Jx VU, = Id + B, B= <(IOC§ Eg;) A <(I()C§ }?}0) , |B| < CMe,

ot pour la derniére inégalité on a utilisé que [A| < € et |Jug| < M. Donc Jx ¥, est
bien inversible en tout point si € est assez petit.

On rappelle par (2.6)

Etape 3. Obtention de la solution. En combinant les étapes 1 et 2, il existe T' > 0
tel que pour tout ¢ € [0,T), 'application ¥; est C', avec lim x| o0 [V (X)] =
lim| x| o0 [Y(t, X)| = 0o par (2.14), et avec JW;(X) inversible pour tout X € R".
Par le théoréme 2.1, ¥; est donc un C! difféomorphisme de R”.
Puisque U, est une bijection, pour tout ¢ € [0,7T) et € R", il existe un unique
X € R” tel que y(t,X) = Uy(X) = z. On définit alors u comme dans la section
précédente par la formule (2.7). En répétant exactement la preuve du théoréme
(2.1), on obtient que u est bien une solution de (2.1). L’unicité découle alors du
Lemme 2.1 et de 'unicité dans le théoréme de Cauchy-Lipschitz pour les équations
caractéristiques (2.4).
O

Remark 2.3. Les théorémes 2.2 et 2.1 peuvent se généraliser & d’autres con-
textes. Il s’adaptent trés naturellement pour résoudre I’équation pour des temps
négatifs. Ils s’adaptent également si ’on veut spécifier la condition au bord ug sur
une hypersurface autre que {t = 0}.

Les hypothéses de régularités dans le théoréme 2.2 sont en un certain sens op-
timales. Si b, ¢, ug ne les satisfont pas, il faudra adapter la preuve et s’assurer que
les lignes caractéristiques ne s’intersectent pas.
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4. Exercices

EXERCICE 2.1. On considére

{ ut + 0.Vuy = f, (t,z) € [0,00) x R™,

u(0,x) = ug(x), x € R, (2.19)

ou b € R™ est constant, et f = f(t,x).

e Ecrire les équations caractéristiques associées a (2.19).

e Résoudre ces équations caractéristiques pour trouver la solution u de (2.19).
Assurez-vous que votre réponse coincide avec la formule (1.7) du premier
chapitre.

EXERCICE 2.2 (Pris du Evans). Résoudre en utilisant la méthode des équations
caractéristiques

{ wit e =20, (L) € [0,00) x R,

u(0, ) = cos(x), z € R,
puis
T1Ug, + 2ToUg, + Uzy = U, (71, 22,73) € R3,
u(z1, x2,0) = ug(x1, x2), z € R.
et

{ U + utly = 1, (t,r) € R?,
u(y,y) = 2y, y R

Pour cette derniére équation, les lignes caractéristiques se croisent en un point.
Lequel ?

EXERCICE 2.3 (Transport linéaire 1D). On considére ’équation de transport
linéaire
{ Owu(t, ) + b(z)0u(t,z) =0, t>0etzeR, (2.20)

u(0, ) = up(z), z €R.

On fait les hypothéses que b € CH(R) et que b et d%b sont bornées sur R. Pour X € R
on note y(t, X) la solution de

{ gt(z(;)ft),(if)_—xl?(y(t,)f))a (2.21)

(1) Montrer que pour tout X € R, la solution y(-, X) de (2.21) est globale en
temps. Montrer que pour tout t > 0, Uapplication X + y(t, X) est un C!
difféeomorphisme sur R.

(2) On pose pourt > 0 Uapplication y~1(t, ) qui est Uinverse de X — y(t, X),
i.e. y(t,y~t(t,x)) = x. Montrer que pour tout ug € C1(R), il existe une
unique solution u € C*([0,00) x R) de (2.20) qui s’écrit

u(t, ) = uo(y~L(t, z)). (2.22)

(3) Soientu et deux solutions données par (2.22), de données initiales ug, Uy €
CL(R). On suppose qu’il exziste X1 < X3 tels que up(z) < Gg(z) pour tout
X1 <ax < Xy. Montrer que

u(t,x) < a(t,x) pour tout y(t, X1) < x < y(t, X2). (2.23)

EXERCICE 2.4 (Comportement en temps long de transport linéaire). On garde
les hypothéses et notations de ’exercice précédent. On suppose de plus les hypothéses



24

2. EQUATIONS DE TRANSPORT QUASI-LINEAIRES

suivantes,

(1)
(2)

b€ C3(R),
Il existe un unique x* € R tel que b(z*) = 0,

d
= —b(z* .
c dx(a:)>0

Montrer que pour tout X > z* on a y(t, X) — oo lorsque t — oo, et que
pour tout X < z* on a y(t,x) — —oo lorsque t — 0.
On pose g(x) = ﬁ — W On pose pour i € N

i) = (o = oy (ic” [
x
Montrer que e~ *;(x) est une solution de (2.20), i.e.

(e M i) + b(w)Bu (e Ny (x)) = 0.

On suppose que v est une solution de (2.20) telle qu’il existe N >0, € >0
et i > 2 tels que |vo(x)| < Nl|pi(z)| pour tous x € [x* — €, 2* + €|. En vous
aidant de la question (4) de Uexercice précédent, et de la question (1) de
cet exercice, montrer que pour tout R > 0 il existe C > 0 tel que

g(x')dm') et i = ic”.

*

v, ) Lo (= r,R) < Ce it pour tout t > 0.

On,_suppose qu’il existe c € R et i > 1 tels que ug(x) = c(z —2*)' + O(|z —
o[ lorsque x — x*. On pose vo = ug — cp; et v la solution de (2.20)
correspondante. Montrer que l’on a la décomposition

u(t7 iL‘) - ce_AitSOi(x) + U(ta I’)
avec v qui satisfait pour tout R > 0 qu’il existe C' > 0 tel que
—\;
[o(t, )| Lo (= rry) < Ce™ 1

Montrer le résultat suivant :
Résultat : pour toute fonction ug analytique sur R, il existec 20 et i € N
tels que l'unique solution u € C*([0,00) x R) de (2.20) s’écrit

u(t,x) = ce Npi(x) + v(t, )
ot v satisfait

3 )\it . co =
pour tout R > 0, tligloe [o(t, )l oo~ R,R)) = 0-



CHAPTER 3

Solutions classiques de I’équation de Burgers non
visqueuse

L’équation de Burgers (parfois appelée équation de Hopf) est l'exemple le plus
simple d’équation de transport quasilinéaire

{ us + uuy = 0, pourt >0, z € R, (3.1)

u(0,2) = up(z) pour z € R.

Cette équation aux dérivées partielles n’a pas d’application physique directe,
mais c¢’est un prototype d’une classe d’EDP appelée systémes hyperboliques de lois
de conservation. De telles équations apparaissent naturellement en mécanique des
fluides ou en elasticité.

Nous allons traiter cet exemple en détail, mais rappelez-vous que ce n’est pas un
simple cas particulier. Tout ce que nous allons pouvoir dire sur les solutions peut étre
transposé a d’autres équations. Le fait de se restreindre a (3.1) va nous permettre
de comprendre en détail certains phénoménes généraux, en limitant certains aspects
mathématiques techniques.

1. Résolution locale en temps du probléme de Cauchy

Le Théorme 2.2 du chapitre précédent s’applique a (3.1) et donne 'existence
de solutions de (3.1). On va maintenant faire mieux et étre capable de déterminer
exactement le temps maximal d’existence de ces solutions !

Pour ’équation (3.1), les équations caractéristiques (2.4) s’écrivent

t) =0, (3.2)
) =X, 2(0) =ug(X).

La solution de (3.2) se calcule explicitement par

y(t) = X + tug(X), (3.3)
2(t) = uo(X).
On note alors y(t, X) = X + tug(X) pour insister sur la dépendance en la donnée

initiale. On constate que g—gf(t,X) =1+ tdd%(X). On en déduit que tant que
0<t<Tou

00 si %( ) > 0 pour tout x € R,
- 1
T= M sinon. (35)
dx

alors %’((t, X) # 0 en tout point X. Cela implique que 'application X +— y(t, X)
est un C! diffeomorphisme de R. En d’autre termes, les lignes caractéristiques

25
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définissent pour tout temps ¢ € [0,7') un changement de variable sur R. Pour tout
r € R, on peut donc définir

X (t,z) est 'unique reel tel que y(t, X (t,x)) = x. (3.6)

THEOREME 3.1. Soit ug € C*(R) telle que H%HLOOOR) < 0o. Alors il existe une
unique solution u € C1([0,T) x R) de (3.1) ou T est donné par (3.5). Celle-ci est
de plus donnée par

u(t,z) = uo(X(t,x)) (3.7)
ot X est donné par (3.6).

PROOF. Puisque H%HL@(R) < oo alors T' donné par (3.5) est bien défini. De
plus, X (¢,2) donné par (3.6) est une application de classe C*([0,T) x R). Donc u
donnée par (3.7) est une fonction de classe C*.

Pour ¢ = 0 on a par (3.3) y(0, X) = X, et donc que X (0,x) = x par (3.6). Donc
en utilisant (3.7) w(0,x) = ug(x).

En outre, on a par (3.3) que y(t + s, X) = X + (t + s)up(X). En utilisant (3.7)
cela donne y(t + s, X (t,z)) = X(¢t,x) + (¢t + s)u(t,z). Donc par (3.6) on obtient
X(t+s,X+ (t+ s)u(t,z)) = X(t,z). En injectant a nouveau dans (3.7) cela
implique que :

u(t+ s,z + su(t,z)) = u(t, z).
Cela n’est rien autre que le fait que u est constante le long des caractéristiques. En
différentiant par rapport a s ’égalité ci-dessus au temps s = 0 il vient

ou ou
a(t,:n) + u(t, x)%(t,x) = 0.

Donc u résout bien (3.1).

L’unicité découle du Lemme 2.1 de structure pour les équations caractéristiques,
et de l'unicité des solutions des solutions de (3.2) par le théoréme de Cauchy-
Lipschitz.

O

La solution donnée par le théoréme 3.1 est maximale. En effet, si T < oo alors
il n’existe pas de solutions sur un intervalle plus grand que [0,7"). C’est parce que
u devient alors singuliére a mesure que ¢t T 7.

PROPOSITION 3.1 (Formation de singularité). Soitug € C1(R) telle que H%HLm(R) <

oo et telle que % prenne une valeur négative en au moins un point. Alors la solu-
tion u donnée par le théoréme 3.1 devient singuliére lorsque t T T au sens ot

= 00. (3.8)
L (R)

De plus, il n’existe pas de prolongement régulier de u au dela de T. Cela signifie
qu’il n’existe pas de T' > T et de fonctions v € CH([0,T') x R) telle que v résout
(3.1) sur[0,7") x R.

PROOF. Les deux résultats de la proposition sont liés, mais nous les montrerons
par deux méthodes différentes.

Preuve de (3.8). On va montrer (3.8) en utilisant que le changement de variable
associé au lignes caractéristiques devient singulier. En effet, montrerons d’abord
qu'il existe ¢ > 0 et, pour tout t € [0,T") un réel X*(¢t) € R tels que

Iy

dug
—(t, X*(t)) — 0 t, —_—
8X(’ ())tTT ¢ dx

(X*()) < —c. (3.9)
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Pour ce faire, notons que y donné par (3.3) satisfait pour ¢ € [0,7):

By duo

—t,X)=1+t—(X 0. 3.10

W1 x) =142 ) > (3.10)
Soit €(t) n’importe quelle fonction telle que 5= > €(t) > 0 et €(t) — 0 quand

t 1 T. Pour tout ¢, il existe X*(¢t) € R tel que dj‘—xO(X*(t)) < inf % + €(t). Comme

T=— ;(ZLO cela donne %1;0()(*(15)) < —%—l—e(t). Donc %(X*(t)) < _% ot
oy t
— (¢, X" (¢t 1 — = 4+ te(t
0<8X(’ (t)) < T+€()tT—T>O

par (3.10). Cela démontre (3.9).
Ensuite, puisque y(¢,z(X(t,x))) = = on a que pour tout t < T, la fonction
x — X(t,x) est la fonction inverse de X +— y(t,z). Donc en utilisant la dérivée
d’une fonction inverse puis (3.10)
0X 1 1

0 T B X ) 1 (K ()

On pose maintenant x* = y(t, X*(¢)). Alors par (3.9) on a

0X
—(t, " (t . 3.11
e (at0) oo (311)
En d’autres terms, lorsque le changement de variables X + y(t, X) devient plat par
(3.9), le changement de variable inverse x — X (¢, x) se raidit par (3.11). Comme
u(t,x) = uo(X(t,z)) par (3.7), en différentiant :
ou 0X dug
—(t = —(t,x)—(X( .
% 1,0) = 20, ) M0 (x (1,
En utilisant la deuxiéme inégalité de (3.9), et (3.11), on a %(t, z*(t)) = —o0. Cela
montre (3.8).

Preuve de ’absence de continuation aprés T'. Supposons par 'absurde qu’il existe
T' > T et une solution v € C*([0,7”) x R) telle que v résout (3.1) sur [0,7") x R.
En différentiant (3.1) on a

Vgt + 00 = —(vg)2. (3.12)
On reconnait que le membre de gauche est la dérivée directionnelle le long des lignes
caractéristiques. Soit X € R et y(t) = X +tup(X) une ligne caractéristique, de sorte
que v(t,y(t)) = uo(X) par (3.4). On pose alors Z = v,(¢,y(t)). On a en utilisant
B (1) = v(t, y(t)) et (3.12) que
dz 9
E = —Z .
La solution de cette équation différentielle, dite de Ricatti, est explicite :
- 2(0)
)= ———~ .
=1 500

Comme #(0) = v,(0, X) = 22 (X) on a alors obtenu la formule suivante :

o (X (t,x))
- dx
Ve (t, 1) = 14 Qoo (X (¢,2))t
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Soit T* € (T,T"). Puisque inf @0 = —L et T > T, il existe X* tel que 20 (X*) =
T*. Alors on a le long de la hgne caractéristique y(t, X*)
1
- ~1

ty(t, X* 1~ — —00.
’Ua:(7y(7 )) 1_7* T*_t A o0

Donc v n'est pas C! sur [0,7") x R d’ott la contradiction.

2. Symétries et solutions auto-similaires

Soit une solution u correspondant a la proposition (3.1). Alors u va devenir
singuliére lorsque ¢t T 7. Nous allons découvrir maintenant que la forme que prend
u prés d’'une singularité est en fait universelle : elle ne dépend quasiment plus de
la donnée initiale ! C’est un fait remarquable qui se produit pour de nombreuses
autres équations.

La raison premiére est que I’équation reste la méme & deux endroits différents,
et a des échelles différentes. C’est 'objet du lemme suivant.

LEMME 3.1 (Symétries). Siu € CL([0,T) x R) est une solution de (3.1), alors
pour tout (\, u, to, To,c) € (0,00)% x R? alors

v t—1tyg x—x9—ct n
—U , c
A A 7

est aussi une solution de (3.1), sur [to,to + 1) x R.

Remark 3.1 (Action du groupe de symétries). On peut vérifier que G =
(0,00)? x R3 muni de la loi de composition
/
)\/ )\/ )
est un groupe, d’élément neutre (1,1,0,0,0). A chaque élément g = (A, u, to, zo,¢) €

(N, 1 g, 20, €). (A, s to, o, €) = (N, p b + Nto, g + p'wo — toc d+E

G on associe I'application sur I'ensemble des fonctions @, : (u — Fu (t b, W) +

¢). Alors le lemme 3.1 montre que ceci définit une action du groupe G sur I’ensemble
des fonctions, qui laisse le sous-ensemble des solutions de (3.1) invariant.

C’est pourquoi on parle en général de groupe de symétries. Gardez a l’esprit que
pour une EDP, le fait que I’ensemble des solutions soit invariant sous ’action d’un
groupe de symétries est une contrainte trés forte | Considérons une EDP d’évolution
comme un systéme dynamique sur I’ensemble des fonctions. Et donc I'ensemble des
fonctions comme étant 1'espace des phases pour ce systéme dynamique. Alors cela
signifie qu’en deux endroits de l’espace des phases différents, mais dont 1'un est
obtenu par 'action d’un élément g a 'autre, les trajectoires du systéme dynamique
sont les mémes ! C’est pourquoi la présence de symétrie va souvent impliquer de la
rigidité pour la dynamique : seuls quelques comportements peuvent apparaitre, les
trajectoires ne sont pas chaotiques. C’est ce que nous allons voir dans le théoréme

1 : Pensemble des singularités que I’équation de Burgers peut former est en fait
restreint.

PROOF. Invariance galiléenne. Soit ¢ € R et v(t,x) = u(t,x — ct) + c. Alors
vi(t, ) = u(t,x — ct) — cux(t,x — ct) et vy = uy,(t,z — ct). Donc

v+ 00y = w(t,x — ct) — cuy(t,z — ct) + (u(t,z — ct) + c)uy(t,x — ct)
=w(t,z —ct) +u(t,z — ct)uy(t,z —ct) =0
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car uy +uu, = 0 et donc v résout (3.1). On remarque que v correspond a la solution
u que l'on observerait depuis un nouveau référentiel se déplacant a vitesse constante
—c par rapport au référentiel original.

Invariance par changement d’échelle temporelle. Soit A > 0 et v(t, z) = A~ tu(t/\, z).
Alors

V¢ VVy = /\gut )\,.%' )\’U, )\,.Z' )\Uz )\,
1

- <ut(i,x) —i—u(i,x)um(i,x)) ~ 0

et donc v résout (3.1). On remarque que 'instant ¢ = 1 pour u correspond a 'instant
t = X\ pour v. Ainsi, v correspond a la solution u que ’on observerait avec une autre
échelle de temps, dont la nouvelle unité correspondrait a 1/A pour ’échelle de temps
originale.

z)

Invariance par changement d’échelle spatiale. On va cette fois-ci donner une preuve
différente utilisant l’analyse dimensionnelle. Changeons d’unité de mesure pour
les longueurs. Prenons une nouvelle unité de longueur correspondant a 1/ fois
I'unité de longueur précédente. Alors la vitesse, étant proportionnelle & une longueur
divisée par un temps, a son unité de mesure correspondant également a 1/u fois
I'unité de vitesse précédente. Donc une vitesse u(t,z) correspond a une vitesse
uo(t, %) dans le nouveau systéme de mesure. On vérifie effectivement que v est une

solution car
x T T x T x
Vg + VUp = pug(t, —) + pult, —)ug(t, — :M<Utt, +u(t, —)u 75,) =0
. (M) (M)x(u) (#) (u)x(u)

Invariance par changement d’origine du référentiel. L’invariance par rapport a la
transformation ¢t — ¢t — tg et £ — x — xp se démontre de la méme maniére. En
combinant toutes ces invariances, on obtient le résultat du lemme.

O

Intuitivement, une conséquence de I'invariance par changement d’échelle spatiale
de I'équation est la suivante. Supposons qu’aprés un certain temps, une solution se
soit concentrée sur une échelle spatiale plus petite, et ce en gardant la méme forme
qu’au temps initial. Alors, & nouveau, le méme phénoméne doit se reproduire : la
solution va se concentrer sur une échelle encore plus petite, et toujours en gardant
la méme forme. Et ainsi de suite, la solution va donc se concentrer sur des échelles
de plus en plus petites. Cela nous améne & considérer des solutions qui s’écriraient

u(t,z) = (T — )T ((T—mt)ﬁ> .

Celles-ci gardent la méme forme W, en étant concentrées spatiallement a 1’échelle
(T — t)ﬁ . Cette échelle tend vers 0 lorsque ¢t 1 T, et donc u devient singuliére &
mesure que t T 7T'. Une telle fonction u est appelée solution auto-similaire rétrograde.
La fonction ¥ est appelée profil, et les paramétres « et 5 les exposants d’échelle. Si
U est C! alors

T

u = —a(T — 1)1 ((T—t)ﬁ> (T — 1) B 129 ((T—xt)5> :
uy = (T — )P0 (w) .
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et ainsi u est une solution de I’équation de Burgers (3.1) si et seulement si

—a@ - (s ) @ e ()

e () ¥ () =0

Si o # B — 1, alors pour que cette équation soit vérifiée pour tous t < T et
x
X=——— 3.13
on constate qu’il faut ¥ = 0, ce qui est inintéressant car donnant la solution u = 0.
On choisit donc oo = 8 — 1, et cette équation est équivalente & avoir :

(1- BT (X)+ (BX +U(X) TV (X)=0, XeR (3.14)

L’équation (3.14) est appelée équation auto-similaire stationnaire. La variable X
est appelée variable auto-similaire. Si 5 = 1 alors les seules solutions sont ¥ = ¢ ou
U =—-X. Si 8 =0 alors les seules solutions sont ¥ = 0 ou ¥ = —X. On suppose
donc B # 0, 1.

PROPOSITION 3.1 (Existence et unicité des profils autosimilaires rétrogrades).
On a les résultats suivants.

e Existence. Pour tout entier i > 1, la fonction ®; : Y — =Y — Y2itl
définit un difféomorphisme sur R. Son application inverse V; = @;1 est

une solution de (3.14) pour 8 =1+ 5.
e Unicité. Supposons f # 0,1 et que (3.14) admette une solution ¥ € C*°(R)
telle que W'(X) — 0 lorsque |X| — oo. Alors il existe un entier i > 1 tel
que B =1+, et p > 0 tel que ¥(X) = N\Ill(%) ot W, est défini ci-dessus.

Pour chaque i € N, 4 > 0 et T > 0, par le lemme 3.1 la fonction

p(T —t)'* 2

est donc une solution de I’équation de Burgers (3.1). On constate (voir la remarque
ci-dessous) que celle-ci devient singuliére lorsque ¢t 1 7" en X = 0 car u,(¢,0) =

—1
T—¢ — —0Q.

[~

u(t,x) = uw(T —t)

N

Remark 3.2. Il est intéressant de dessiner le graphe de la fonction ¥;. On peut
vérifier par sa définition qu’elle est impaire en X, positive pour X < 0 et négative
pour X > 0, avec ¥(X) ~ (—X)TIH lorsque X — —oo et ¥(X) ~ X lorsque
X — o0, décroissante sur R avec ¥’ qui atteint son minimum en X = 0, ou

d dJ d2i+1

Remark 3.3. La fonction u(t,z) = (—t)%\llZ (’”1> est invariante par la

(=)'t

. 1
transformation u — ((t, z) = v2iu(L -2
v itg

)) . Grace a laremarque 3.1, cela signifie
que cette solution est invariante par I’action du sous-groupe {(v, VH%,O, 0,0)},>0
du groupe des symétries G. C’est la la définition générale des solutions auto-
similaires pour une EDP : ce sont celles qui sont invariantes par ’action d’un sous-
groupe du groupe de symétries. La solution s’obtient donc, pour tout temps, par
I’application d’une des symétries de I’équation & la donnée initiale, d’oli leur nom
d’autosimilaire.
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PROOF. On raisonne par analyse-synthése. Soit U une solution de (3.14) qui
est C°°, non nulle, et telle que ¥/'(X) — 0 lorsque |X| — oo.

Etape 1. Mise en place d’un changement de variable. 11 existe au moins un point
tel que U(Ap) # 0, et donc par (3.14) on a ¥/'(Ap) # 0. Soit I lintervalle ouvert
maximal contenant Xy sur lequel ¥’ # 0. Alors ¥ définit un C*° difféomorphisme
entre I et l'intervalle ouvert J = ¥(I) = (a,b). Soit ® = U~! son application
réciproque. Nous affirmons que

Si a # —oo alors %’Tl |D(Y)| + |'(V)| = oo, (3.15)
Si b # oo alors IJI)IT% |D(V)| + |9'(Y)| = <. (3.16)

En effet, supposons par I'absurde que a # —oo et que |®())| + |®'(V)]| reste borné
lorsque Y | a. Puisque ® est un difféomorphisme de J vers I, alors ® est monotone,
et donc limy, (YY) = X* existe. Si U/(X*) = 0 alors |9/ (U(X))| = W — 00
lorsque X — X* avec X’ € I. Cela est impossible, et donc ¥/ (X*) # 0. Par défini-
tion de I alors X* € I et a = ¥(X*) € J. Cela est impossible car J = (a,b), d’on

l'affirmation.

Etape 2. Obtention d’une formule. Nous affirmons maintenant que si J posséde
un élément positif, alors (0,00) C J et il existe K € R tel que

Y= b

B-1
De méme, nous affirmons que si J posséde un élément négatif, alors (—oo,0) C J
et il existe K_ € R tel que

dY)=K_|Y-Y, Vy<o. (3.18)

Pour le montrer, rappelons que puisque ® = U~ alors ¥/(X) = m sur J. En

injectant dans (3.14), puis en multipliant par ®'(¥(X’)) on obtient
(1-B)¥(X)P'(T(X))+ X + ¥(X)=0.

En choisissant X = ®()) et en utilisant U(®(Y)) = Y il vient
(1-B)YP' (V) + p2(Y) = -, Yyed (3.19)

C’est une équation différentielle linéaire du premier ordre ! On peut donc la résoudre
par la méthode de variation de la constante. Une solution de I’équation homogeéne
associée (1 — B)V®' + B = 0 est ® = |Y|” ou on a posé v = En posant
oY) = f()|Y|” I'équation (3.19) devient

Q=PI ) ==y, Vel

On pose J_ = JN(—00,0). En résolvant cette équation sur J_ (lorsque cet ensemble
est non vide), il existe une constante K_ € R telle que f()) = K_|Y|77) pour
tout Y € J_. Et donc

V) =K Y-y, VY>0, (3.17)

B
-1

SV =K [V -y, VyeJ. (3.20)

On a J_ = (a,min(b,0)). En utilisant (3.15)-(3.16) et (3.20) on voit que a = —oo et
b >0, et donc (—o0,0) C J. Cela montre (3.18). La preuve de (3.17) est similaire
et nous I'omettons.

Etape 3. Détermination des paramétres. Par le résultat de 'étape 2, on a trois
possibilités : soit J =R, soit J = (0,00) ou bien J = (—o0,0).
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Montrons que J = R. Nous raisonnons par ’absurde en supposant que J =
(0,00) (le cas J = (—00,0) étant similaire). Alors a = 0 et b = co. En utilisant
(3.15) et (3.17) on voit que nécessairement v < 1. Alors (3.17) implique que ®()) ~
~Y — —oc et ®(Y) — —1 lorsque J — oo. Donc en utilisant que ¥ = &1 on
a que ¥(X) — oo lorsque X — —oo, puis que ¥/ (X) = W(X)) — —1 lorsque
X — —o0. Cela est en contradiction avec ¥/'(X) — 0 lorsque |X| — oc.

Donc J =R, et

_ K=Y, vy >0,
oY) = { K_|[yp -y, Vvy<o.

Puisque ® € C*°(R), la seule possibilité est que v = 1 + 2¢ pour un ¢ € N, et que
K,y =—-K_,soit Kyt = —K et K_ = K pour un K € R. Comme v = % # 1,
alors i € N*. Si K = 0 alors ®()) = —) ce qui est impossible car alors ¥(X) = —X.
Donc K # 0, et

V) =-KYy** -y, VYeR (3.21)
Puisque @&’ = \I,,—loq) ne s’annule pas sur J = R, alors (3.21) implique que K > 0.
Soit ¢ : Y — p)Y ot u= K2 Alors ¢~ : Y+ Y/u. On calcule que :

d)_l o q) o gb(y) — _KHQini—‘y—l _ y
— _y2i+1 o y

Comme ® = Ul et U, !V s Y2+ — Y cela donne ¢~ oWt op = ;! Donc
U=¢oW,o0p L. Cest-a-dire que ¥(X) = puV¥,;(X /1) comme annoncé.

Etape 4. Synthése. On a montré que les solutions, si elles existaient, étaient
nécessairement sous la forme ¥(X) = p¥;(X/p). On vérifie a l'aide du calcul
menant a (3.19) de I'étape 2 que ces fonctions sont effectivement bien des solutions
de (3.14) ce qui termine la preuve.

O

3. Résolution auto-similaire des singularités

Certaines solutions de 1’équation de Burgers deviennent singuliéres en temps
fini, voir la proposition 3.1. Nous nous intéressons maintenant au fait de déter-
miner & quoi ressemblent les solutions singuliéres. Les solutions auto-similaires de
la proposition 3.1 donnent un exemple particulier : elles concentrent un profil sur
une échelle spatiale qui converge vers 0. Voici en fait la dynamique générale lors de
la formation de singularité : nous allons maintenant voir que toute solution devient
auto-similaire prés des singularités.

LEMME 3.1. Soit u une solution donnée par le théoréme 3.1 et i € N*. Supposons

que dd% atteigne un minimum négatif en un point Xg au voisinage duquel ug est de
classe C*F1 et en lequel

dqu . . d%—HUO

T (Xo) =0 pour j =2,...,2i et W(Xo) > 0. (3.22)

Alors il existe ¢ = up(Xp), p > 0 tel que pour z* = Xo+ Tc et x(t) = Xo+tc on a

i, (W) +c+v(t,z),
1l

T —t)"a

S

u(t,x) = p(T —t)
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avec
v(t, z)

(T — t)%\lll (@’—W(t)>

1
w(T—t)'*2i

—0 lorsque (t,z) — (T, x™). (3.23)

Proor. Etape 1. Renormalisation pour simplifier les calculs. Montrons que si le
résultat est vrai dans le cas ol

d d2i+1
@UO(XO):—l et WUO(

et pour lequel p = 1, alors il est vrai dans le cas général. Cela est du aux symétries
de ’équation. En effet, soit ug une donnée générale satisfaisant les hypothéses du

lemme. Alors la donnée initiale @g(z) = %uo(%) + ¢ a pour solution u(t,z) =

Xo=0, UO(X()) =0, Xo) = (2i + 1)' (3.24)

%ug(i, W) + ¢ par le lemme 3.1. En choisissant
1
< —1 1 d?+l 2 fi
)\:7, (L = = - uQ X(]) y @0:—~X0, 5:—qu X(],
L u(Xo) : ()\(2z‘ + 1)1 do?i+1 (o) : A (o)
on vérifie que %ﬂo atteint son minimum en 0 avec %QO(O) = —1, que 4p(0) = 0,

que %QO(O) = 0 pour j = 2,...,2i et %QO(O) = (2 4+ 1)!. Si le résultat du
lemme est vrai pour g, alors

itw) = (1= )50 | ——— | +3(t,a),
(1—t)tte
avec U satisfaisant lestimation (3.23) prés de (1,0). Comme u(t,x) = éﬂ(j\t, To +

n
ét + px) — %E, la formule ci-dessus implique que w satisfait bien (3.23) pour pu =

On suppose donc dorénavant que ug satisfait de plus (3.24).

Etape 2. Calcul des lignes caractéristiques. En utilisant (3.22) et (3.24), 'expansion
de Taylor de ug prés de Xg = 0 s’écrit alors

up(X) = =X + XHH(1 4 r(X)). (3.25)

ot le reste satisfait ro(X) — 0 lorsque X — 0. Les lignes caractéristiques s’écrivent
alors

y(t, X) = X + tup(X)
=X +t(—X + X7TH(1 4+ ro(X))
=(1-t)X + X¥ (1 +r(t, X)) (3.26)
ou le reste est r(t, X) = (t — 1) + tro(X) et satisfait
r(t, X) —0 lorsque (¢, X) — (1,0). (3.27)
Etape 2. Calcul de Uinverse des lignes caractéristiques. Pour v > 0 on introduit la

fonction ¢, (x) = vz et on rappelle que ®; est définie dans la proposition 3.1. Alors
on remarque que :

(1_t)X+X27'+1:—¢ 1+%O¢)Z’O¢ 11(X>.

(1-t)2¢

(1-t)
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Puisque <I>z-_1 = U, et ¢! = ¢1 Papplication inverse de cette fonction est

o\IliogZ) 1 (.ZE)

1
a-n'ta

S <> SNE R

(X = Q=X + X2 ) @)= =g, 1

(1—t)'F
Soit ¢ proche de 1, et = proche de 0. On cherche la solution de y(¢, X) = z sous la

forme suivante :
x
v —
1 ((1 - t>1+i>

pour un h petit a déterminer. Alors par (3.26) et (3.28) on calcule que

[~

X =X(1+h), X=—(1-1)

N

y(t, X) =2+ h(1 — )X + [(1 + h)2H — X7 4 X2+, (¢, X)

=z + R(h),
ot — 1 (L R)FEH -1
R(h) = h(1 —t)X 4 X% ((1+h)2+1 +r (t,X)) .
Puisque ¥; = (Y +— =Y — Y*TH=1 on a que ¥;(X)| < \X|ﬁ Ainsi, | X| <
C’\x!ﬁ aj) 0, ot €' ne dépend pas de h si h est petit. Supposons x > x;. Alors
puisque ¥; est négative sur (0,00) on a X > 0 et X > 0. Pour h; petit positif, on

(1+h+)2i+1—1

& T

> hy et alors

R(hy) > X2 (hy + 7 (8, X)

si hy est suffisamment grand par rapport a r(¢,X). De méme, pour h_ petit
négatif, avec —h_ suffisamment grand par rapport a 7 (¢, X) on a R(h—) < 0. Par
le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un h € (h_, hy) tel que :

>0

yt,X) ==z pour X = —(1+Ah)(1- 15)i\11Z <xl> , (3.29)
(1 o t)1+ﬁ
avec
h—0 lorsque (t,x) — (1,0).
Etape 3. Calcul de la solution. Puisque u(t, z) = uo(X) pour X tel que y(t, X) = =,
en utilisant (3.29) et (3.25)

ut,z) = =X (14 X%(1 +79(X)))

T

= (L+R)(1—t)2 <(1_t)1+;

) (14 X*(1+7(X))).

=

g <(1;1+21) (h+ (1 4+ h)X? (1 +1r¢(X))) on a

¥

En posant v(t,z) = (1 —t)

bien u(t,z) = (1 — t)z%\I/z <(;”1+1> + v(t, x) avec v satisfaisant (3.23).
1—t)' 2

O

THEOREME 3.1 (Résolution auto-similaire des singularités). Soit u une solution
donnée par le théoréme 3.1, telle que ugy est analytique sur R avec %(m) — 0 quand
|x| = 00. Siu devient singuliére en temps T < oo, alors il existe J € N*, J points

(z7)1<j<u, entiers ij € N* et réels pj > 0 et c; € R tels que :
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(i) Pour tout j =1,...,J, on a prés de (T, m;) que

1 x—x;i(t
u(t,x) = pi(T — 1) Wy, —J()l +¢j +v;(t, ),

14+
pi (T =) =
ou xj(t) =i — (T —t)c; et ou

vj(t,x)

L )
(T _ t) 24, \I/ij %
pi (T—t) %%

(ii) w et ses dérivées restent localement uniformément bornées jusqu’a T en
dehors de tout voisinage de {x1,...,z7}.

—0 lorsque (t,x) — (T, z73).

Remark 3.2. Le théoréme stipule que toutes les singularités de 1’équation
de Burgers, pour des solutions analytiques, sont asymptotiquement auto-similaire.
L’auto-similarité apparait donc de maniére universelle. Cette universalité est ex-
pliquée par le lemme 3.1 : la solution forme une singularité auto-similaire car les
lignes caractéristiques deviennent singuliéres de maniére auto-similaire.

Remark 3.3. Si les solutions ne sont pas analytiques, alors d’autres types
de singularités peuvent apparaitre, voir article Singularity formation for Burgers
equation with transverse viscosity de C. Collot, T.-E. Ghoul et N. Masmoudi.

PROOF. Puisque % tend vers 0 a l'infini et prend des valeurs négatives, alors
I’ensemble des points E ou cette fonction atteint son minimum mg < 0 est un
compact de R. Par (3.5) on a :

T=——.
mo
Soit X un point de F, et soit

uo(z) = ap(z — X)* (3.30)
k=0

le développement en série entiére de ug en X. En particulier, a; = myg et il existe

R > 0 tel que \%I — 0. Si ag = 0 pour tout k > 2, alors up(x) = ag + (x — X)myg
(par unicité du développement en série entiére), ce qui est impossible. Donc il
existe [ > 2 tel que ap = 0 pour k = 2,....,01 — 1, et a; # 0. On a alors pour

x € (X —R/2,X + R/2) que

duo

I (z) = Zk‘ak(sv — Xt = my 4+ (X —x) L+ Z kag(z — X)F!
k=0

k=Il+1
=mp+lay(X —2)" 71 (1 +O(|lz — X))).

Donc pour que X soit un minimum de %(w) nécessairement [ doit étre un entier

impair [ = 14 2i pour un ¢ € N*, et a; = ag;4+1 > 0. Ainsi, X est un minimum local
strict pour %. Donc X est isolé dans E. Ainsi, E est un ensemble compact qui ne

contient que des points isolés de R. Donc F est un ensemble fini
E={Xy,..,X;}
En chacun des points X € E on a alors :

djuo ' . d2i+1u0
T (X)=0pourj=2,..,2i et W(X) > 0.
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Le résultat (i) du théoréme découle alors de 'application du lemme 3.1.

Pour montrer (ii), on constate que pour les lignes caractéristiques on a que
j—%(t,Xj) =1+ t%(Xj) =1-4 — 0 lorsque t — T. Mais en dehors de tout
voisinage de {X7,..., X} on a que j—%(t, X) reste uniformément loin de 0 lorsque
t — T. L’application inverse des lignes caractéristiques (¢,z) — X (¢, ) ainsi que
ses dérivées restent donc localement uniformément bornées. Il en va de méme pour
u puisque u(t, ) = up(X (¢, z)).

O

4. Exercices

EXERCICE 3.1. On constidére la fonction

{ 1+ 3 cos(z), x € [—m, ],

up(x) =< 1

5 ’I" > .

1. Montrer qu’il existe T > 0 et une solution u € c([o, T),R) de ’équation
de Burgers (3.1).

2. Montrer que la solution maximale issue de ug devient singuliére en temps
fini T < oo a déterminer.

3. On dit qu’un point z* € R est un point d’explosion si il existe (ty,Tn) —
(T, z*) tel que \%u(tn,xn)\ — 00. Montrer que w a un unique point
d’explosion x* a déterminer.

4. Montrer qu’il existe i € N et ¢ € R a déterminer, et p > 0, tels que

u(t,z) = u(T — )20, (
avec x(t) = x* —c(T —t) et
u(t, )

(T—tEw, (—(t))

1
w(T—t)' "2

_ro®) c+u(t,z
M(T—t>1+21i>+ e

—0 lorsque (t,z) — (T, x).

EXERCICE 3.2. Pour v > 0, on considére la fonction & : Y — =) — NURENY
qui est un C difféomorphisme de R.
o OnnoteV, = @;1 son application inverse. Montrer que lim)y|_o0 W7, (X)| =
00. En vous inspirant de la preuve de la proposition 3.1, montrer que V¥,
est une solution de (3.14).

1
e [Bn déduire que u(t, z) = (1-t)27 W, (——"=—) est une solution de I’équation
(1-0)"" 2

de Burgers (3.1).
e Montrer que siy ¢ N, alors V., ¢ C* pour k > 2y + 1.

Remarque : Cela signifie qu’il existe des solutions auto-similaires non C* de
[’équation de Burgers.

EXERCICE 3.3. On considére [’espace de fonctions
3 & f . .
E={feC(R,R), paviis L>*(R) pour j =0,1,2,3}
x
muni de la norme

3 .
d f
I7lle = 3152 e ey
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On consideére également [’ensemble

3

d d
0= {f €€, d—fattemt son minimum, qui est négatif, en un unique point xqy et d—‘};(xo) > 0} .
T x

1. Montrer que O est un ouvert de £.

2. On dit qu’un point z* € R est un point d’explosion si il existe (ty,Tn) —
(T, x*) tel que |8%u(tn,$n)| — 00. Montrer que pour toute donnée initiale
ug € O, la solution de l’équation de Burgers a unique point d’explosion x*.

3. Montrer que et que cette singularité est décrite par le profil Uy, i.e. qu’il
existe c € R et p > 0 tels que

u(t,x) = pvT — t¥y (W) +c+u(t,z)
u(T' —t)2

avec z(t) = z* — (T — t) et vt.z) ) — 0 lorsque (t,x) —

/T — _z—a(t)
T t)‘lll(u(T—t)S/Q

(T, z*).

Remarque : Cela signifie que le profil U1 est associé & une singularité
stable. Si on perturbe une donnée initiale dans O, celle-ci reste dans O et
la singularité concentre toujours le profil W1.






CHAPTER 4

Outils d’analyse harmonique 1 : Interpolation

Dans ce qui suit, (X, u) et (Y,r) désignent deux espaces mesurés quelconques.
Toutes les fonctions qui apparaitront sont implicitement supposées étre mesurables.

1. Les espaces L? faibles

Pour une fonction f : u+— C, on définit la fonction de distribution de f
de(a) = p({z € X, [f(z)| > a}).

Comme p({z € X, a < |f(z)| < B}) = df(a) — df(B), la fonction dy permet en
quelque sorte de mesurer la taille des ensembles de niveaux de la fonction f. On
rappelle le principe de Cavalieri.

PROPOSITION 4.1. Pour f € LP(X, ) pour 1 < p < 0o on a

T /0 o' 1dy(a)do.

PRrOOF. En utilisant le théoréme de Fubini, on calcule effectivement que :

p/o ap_ldf(a)doz:p/o ap_l/Xl{L ‘f(m)|>a}(az)du(x)doz

(@)
—// paP dadu(x)
x Jo

— / (@) Pdp(a)
X
— £,
J

Pour 1 < p < oo, 'espace LP faible est noté LP'*°| et est définit comme ’ensemble
des fonctions f telles que

CP
| fllee = inf{C >0, df(a) < ~p powr tout @ > 0} < oc.

Par définition, si f € LP* alors dy(a) < || f||} P pour tout a > 0.

PROPOSITION 4.2. Pour tout 1 < p < oo on a que LP C LP*°° avec pour tout
fe Ll que||fllzre <|[flLe-

PROOF. En utilisant 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a effectivement

oPdp(a) = [ Pl ) saydin(z) < [ (@) Pl pa)saydi(z) < FI7.
X X
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2. Interpolation

2.1. Interpolation réelle. Nous allons maintenant énoncer le théoréme d’interpolation
de Marcienkiewicz.

THEOREME 4.1. Soient 1 < py < p1 < oo. Soit T en opérateur définit sur

LPo(X) + LPY(X) avec T(f) une fonction mesurable sur' Y. On suppose que T est
sous-linéaire au sens ot

T(f + 9) (@) < [T(f) ()] +[T(g) ()] (4.1)
pour tous f et g, et x €Y, et qu’il existe deux constantes Cy, C1 > 0 telles que,
| T ()l zroso(vy < Collfllro(x)y — pour tout f € LP°(X), (4.2)
et, si p1 < o0, que
I T peroevy < Crllfllrx)y — pour tout f € LP*(X), (4.3)

et sipy = 0o que [|[T(f)l[zeovy < C1llfllee(x) ci-dessus. Alors pour tout po < p <
p1, T envoie LP(X) dans LP(Y'), avec

IT(Hlzrvy < Cpll fllLex) (4.4)

1/p 1//17*1//101 1//?()*1//10
p D 1/po—1/p1 v 1/Po—1/P1
+ ) Cy o .

pour une constante C, = 2
pP—p0 = P1—P

Proor. Etape 1. Preuve pour le cas p1 < co. Soit § > 0 un paramétre qui
nous servira plus tard & calculer explicitement la constante Cp. Pour a > 0 on
décompose f = f§' + fi* avec

f€<x>={f(°’”> i 1f (@) > do, oy ff‘(a:):{f(l‘) i 1f(z)] < b,

0 sinon, 0 sinon.

On a alors f§' € LP0. En effet, par définition |f§P° < |f|P(dc)P°"P et donc
/6" 1720 < (0)P0~P|| £}, De méme, fi* € LP1. Par (4.1) on a |T(f)] < |T(f§)] +
|T(f{) et donc

{z, [T(f)(@)| > a} CA{z, [T(f5)(@)] > a/2} Uz, [T(f)(x)] > a/2}.
Cela implique
dr(p) (@) < dp(ge)(/2) + dp(e (r/2).
Gréce a (4.4) et (4.3) on en déduit que

«@ o’ x)Podu(x o x)|Prdu(z
i@ S b [ @ s e [ e
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En utilisant la proposition 4.1, puis l'inégalité ci-dessus, puis Fubini, on en déduit
oo
HT(JC>HI£17 = p/() OépildT(f)(Oé)da
oo
< p(2CH)P° / ap—l—po/ | f () [P dp(a)dox
0 |f(z)]>da

L p(2C) / wlﬂ/‘ (@) du(z)da
[f(z)|<éa
[f(x)|/o
p(2ChH)?P / |f(z / PP dadp(x)

p(2C1)?P / |f(z pl/ P 1P dadu(x)
| ()l/0

p(2C)H) 2Ch)
- p— (;9 op— Po/ |f (@) Pdp(a ( i 5p1 p/ |f(2)[Pdp(z).

quwumggcwmﬂMmmumm5>0mm0@pzggﬁﬁwﬁfﬁﬁfwrn

On va maintenant montrer (4.4) en optimisant sur ¢ pour choisir la meilleure con-

stante C(d). On calcule que C'(§) = 52722%);? + p(2C1)PL6P1~P. On constate que
1
C’ est négative sur (0,0%) avec §, = (E;gﬂﬁf)pﬁ’o, puis positive sur (6*,00). Le

minimum de C(§) est donc atteint en §*, et C), = C'(5*)'/? est la constante recher-
chée.

Etape 2. Preuve pour le cas p; = oco. Ce cas, similaire au précédent, fait I'objet

de ’exercice 4.1.
O

2.2. Interpolation complexe. Nous allons maintenant énoncer le théoréme
d’interpolation de Riesz-Thorin.

THEOREME 4.2. Soient 1 < pg,p1,q0,q1 < oo et T un opérateur linéaire qui soit
continu de LPO(X,dp) dans LY (X, dv), et de LP*(X,du) dans L9 (Y, dv) :

ITfllzoo < Collfllzro et [T fllLa < Cullfllzes- (4.5)
Alors pour tout 0 < 0 < 1, pour p et q tels que
1p=0/po+(1—-0)/pr et 1/g=0/90+(1-0)/q (4.6)
on a que T est continu de LP(X,du) and L1(Y,dv) avec
ITflle < CECT 1 £l (47)

Pour démontrer le théoréme 2.2, nous allons avoir besoin du lemme des deux
droites d’Hadamard.

LEMME 4.1. Soit F' une fonction analytique sur l’ensemble {z € C, 0 < Rz <
1}, continue et bornée sur {z € C, 0 < Rz < 1}. On suppose que |F(z)| < Cy si
Rz =0, et que |F(2)| < Cy si Rz = 1. Alors pour tout z tel que 0 < Rz <1 on a
F(z)| < Ci7=0p=.

Proor. Etape 1. Preuve du résultat pour F localisée. On pose E = {z €
C, 0 < Rz < 1}. Montrons d’abord le résultat si lim.c g |.| o0 F'(2) = 0 et Cp,C1 >
0. Dans ce cas, considérons la fonction G(z) = C’O_'ZC’l_(l_Z)F(z) qui est aussi
analytique. On a |G(z)| = Co_(l_%Z)Cl_%Z\F(zﬂ et donc lim.cp .| G(2) = 0.



42 4. OUTILS D’ANALYSE HARMONIQUE I : INTERPOLATION

La fonction |G| atteint donc son maximum M en un point zp € E. Puisque G est
analytique sur 'intérieur de F et continue sur F, alors par le principe du maximum
pour les fonctions analytiques, zg € dE. Or pour Rz = 0 on a |G(2)| = C; |F(2)| <
1, et de méme pour Rz = 1 on a |G(2)| = C{'|F(2)| < 1. Donc |G(20)| < 1 et ainsi
|G(2)| <1 pour tout z € E. Donc F(z)| < C~#C®* comme annoncé.

Etape 2. Prewve du résultat dans le cas général. Considérons pour tout entier n la
fonction F,(z) = F(z)e(ztl)/” et les constantes Cp,, = Cp + % et Crp =Ch + %
Alors |F,(2)] < |F(z)]e(®2)*~(32)*~D/n On peut donc appliquer le résultat de
I'étape 1 & F;, pour les constantes Cp, et Cp,. On obtient |Fj,(2)| < Cé;bm(z)C’i}ffL.

En faisant tendre n vers U'infini, cela donne bien |F(z)| < Cé _%(Z)CiRZ . O
On peut maintenant démontrer le théoréme d’interpolation Riesz-Thorin.

PREUVE DU THEOREME . On rappelle qu'une fonction est dite étagée si elle est
de la forme f(z) = 32N a;14,(x) pour des ensembles de mesure finie Ay, ..., Ay.

Soit # € (0,1), p et ¢ donnés par (4.6), et ¢’ exposant conjugué de ¢q. On
raisonne par dualité. Nous allons montrer que pour toutes fonctions étagées f sur
X, alors

wwp /Q/r<f>gdu<yﬂ < C8CT | o (48)

geLd (Y), g#0 9l Lo
Par (4.8), on aura alors par dualité que T'(f) € L7 avec |T(f)|lze < CECT0) £l s
Par densité de I’ensemble des fonctions étagées dans LP, on aura alors que 1" s’étend
en un unique opérateur continu de LP dans L? avec norme d’opérateur C’g 01179.
Cela démontrera le théoréme.
Il reste donc & démontrer (4.8). A nouveau, par densité, il suffit de démontrer
que si g est une fonction étagée sur Y,

/ T(f)gdv(y)
Y
Soient donc f étagée sur X et g étagée sur Y. On pose pour z € C' avec 0 < Rz < 1:

fo(x) = [fR)IOF7f(z) et ga(z) = |g(2)| 0T g(2)

! !
etcozqf,—letclzg—,

< GECL O If Newllgll o (4.9)

_ > _ > p
avecco—%—letcl—z)—l—z,—o, a

1 0
f» et g, sont a nouveau des fonctions étagées. Par (4.6) on a cg + c1(1 —€) =0 et
donc

/
— Z—,. On remarque que

fico=Ff et gro=g (4.10)
Comme |f,| = |f|ota®H1 que ¢+ 1 = Z et co+c+1 =L ona également
|f2[P0 = |f|P si Rz =0 et |f.|P* = |f|P si Rz = 1. Donc
P D
[fellzeo = [IfIIp si Rz =0 et ||felle = [If]ILp si Rz = 1. (4.11)
On vérifie de méme que
9 9
o=l oy = llgll 5y si Rz =0 et gzl o = llgll;} si Rz =1. (4.12)

On pose alors
F(:) = [ T(f g

On a que la fonction F est une fonction analytique sur C. Elle est bornée sur
{z € C, 0 < Rz < 1}. Pour Rz = 0, par les hypothése (4.5) et (4.11), on a
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P
T(f.) € L® avec ||T(f.)|lreo < Col fl|[5- En appliquant I'inégalité de Hélder en
utilisant (4.12) on a alors

L
[F(2)| < T ()l oo llg=l oy < ConH Slgll

i
Si Rz = 1, on obtient de maniére similaire que |F'(z)| < C} HfH HgH . En utilisant
(4.10), et en appliquant le lemme 4.1 on a alors

/Y T(f)gdv

ou 'on a utilisé (4.6). Cela montre (4.9) comme souhaité.

B L0+(1-0) L G0+(1-6) 4 B
= |F(1-0)| < CgCi°lIfII s gl "= CECTO f e lgl e

O

2.3. Application : inégalités de Young pour la convolution. On rappelle
la définition de la convolution f % g(x) = [pa f( (y)dy.

LEMME 4.2. Soient 1 < p,q,r < oo tels que

1 1 1
Loyt (4.13)
p q r

Alors pour toutes fonctions f € LP(RY) et g € LI(RY) on a f x g € L"(R?) avec

|f *gHLT(Rd) < ”fHLP(Rd)HgHLT(Rd)' (4.14)

Proor. Etape 1. Preuve pour p = 1. Soit f € L'. On considére 'opérateur
T(g) = f*g. Sigec L' par Fubini :

[ gz < [ [ 1= wllatlavde < [ 1lnlatldy = 171z ol

Donc T est continu de L' dans L' avec ||Tgll;2 < ||fllz2llgllzr- Sig € L™, |f *

)| < Jgalf(@=)lgllzeedy < || fllz1llgllzee. Done T est continu de L dans L
avec || Tg|lzee < ||fllz1llgllzee. Pour tout g € [1,00], on applique le théoréme 2.2,
avecpg=¢qo=letpi=q =0 et § = é: I'opérateur T est continu de LY dans L?
avec | Tgl[re < || fllz1]lgllLe, soit

1+ glle < [fllzllgll -

Etape 2. Preuve pour p général. Soit g € L. On considére I'opérateur T'(f) =
f*g. Parl'étape 1,si f € Lt alors fxg € L9 avec || f*g| ra < ||f||L1||g||Lq. Donc T est
continu de L' dans L4 avec ||T(f)|lre < | fllz1llglla- Soit qd =q/(q— 1) I'exposant
conjugué de ¢q. Par Holder, si f € L7, alors |f * g|(z = | [ flz —y)g(y)dy| <
Ilfll . |lgllza. Donc T est continu de qu dans LOO avec ||T( Mree < | fll o llgllza-

Soit p € [1,¢'], et 6 € [0, 1] tel que . Soit r donné par (4.13). Alors

on calcule que % g = Z + 1009. On apphque le theoréme 2.2, avec pg = 1, p1 = ¢/,
q
T

go = q et g1 = oo et 8 = 1. Dopérateur T est continu de LP dans L" avec norme

d’opérateur 1, ainsi
1f#gller < [ fllzellgllze-
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3. Exercices

EXERCICE 4.1. Reprenez la preuve du théoreme 4.1, et démontrer le résultat
dans le cas p; = 0.

EXERCICE 4.2. On suppose que T' est un opérateur linéaire tel que ||Tu| 1,00 <
Collul| 1 et qu’il existe 1 < p < oo tel que | Tul||r < Ch||u||Lr. Démontrer que pour
tout 1 < g < p, T est un opérateur continu sur LY avec

1/g—1/p 1-1/q

1 1
lul|lpe < 8(1?1)?00171/1» Cllfl/p

(indication : en utilisant les théorémes 4.1 et 2.2 avec des exposants bien choisis)



CHAPTER 5

Outils d’analyse harmonique II : Théoréme de
différentiation de Lebesgue

Ce chapitre est a completer

1. Théoréme de différentiation de Lebesgue

THEOREME 5.1. Pour tout 1 < p < oo et u € LP(R™) on a

}5’%\30“/“ y)dy = u(z)

pour presque tout x € R™.

2. Exercices

EXERCICE 5.1. Montrer que pour tout 1 < p < oo et u € LP(R"™) on a

. fB(a:,r) lu(y) — u()|dy
S VB (5.1)

pour presque tout x € R™.
EXERCICE 5.2. Un cube de longueur d’aréte £ > 0 est un ensemble de la forme

Q=1 +4) X ...X[Yn,yn+7{)

pour un y € R™. Soit un ensemble de cubes {QF }(z,0)ernx(0,00) tel que pour tout
z€R" et £ >0, le cube Qf est de longueur d’aréte £ et satisfait x € QF.
Montrer que pour tout 1 < p < oo et u € LP(R™) on a

fQ; u

B VaIG) i

|
—~

8
~

pour presque tout x € R™.
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CHAPTER 6

L’équation de la chaleur linéaire dans les espaces de
Lebesgue

On considére a nouveau ’équation de la chaleur linéaire

{ ug = Au, (t,z) € (0,00) x R",

u(0,z) = up(z), z € R™. (6.1)

que l'on souhaite étudier dorénavant pour ug dans un espace de Lebesgue. Nous
allons voir dans la proposition 6.1 que la solution est toujours donnée par la formule
(1.21). On introduit alors les opérateurs (S(t))s>0 définis par

S(0)f = f,
{ St)f =K, )« f pour t > 0. (6.2)

1. Le semi-groupe de la chaleur

1.1. Probléme de Cauchy. On peut tout d’abord se demander dans quel
sens la condition initiale de (6.1) est satisfaite. Celle-ci est satisfaite au sens d’une
limite presque partout au sens de (6.3).

PROPOSITION 6.1. Soit ug € LP(R™) pour un p € [1,00], et u(t) = S(t)up
donnée par (1.21). Alors u € C*((0,00) x R™), résout l’équation de la chaleur
(1.10) sur (0,00) x R™, et satisfait

1i¢r(1)1 u(t,x) = up(x) pour presque tout v € R™. (6.3)
t
PROOF. La preuve que u € C*°((0,00) x R™), résout 'équation de la chaleur

(1.10) sur (0,00) x R™ et est bornée ainsi que ses dérivées sur [tg, 00) x R? est trés
similaire & celle de la proposition 1.1. Nous nous contenterons de démontrer (6.3).

Etape 1. Estimation de |ug(y)—uo(x)| en moyenne sur des boules. En décomposant
up = ug +ug, avec ug = upl({u > 0}) et uy = upl({u > 0}), et en appliquant la
version (5.2) du théoréme de Lebesgue, pour presque tout z € R™ on a

. fB(m,T) |U0(y) - UU(I’)’dy
lim =
710 Vol(B(z,r))

(6.4)
De plus, par I'inégalité de Holder, on a pour tout r > 0
[ uoldy = [ a1yl < r)dy
B(z,r) R™
< Nuoll o 1101 =21 < Pl

1
= [[uoll e (®ny (VOI(B(z,7)))¥" .
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On peut donc également majorer :

JB(a [0W) —wo(@dy _ [p [0y | [, [uo@)ldy
Vol(B(z,T)) —  Vol(B(z,r)) Vol(B(z,T))

1 _
< JJuol| Loy (VOU(B(z,7)))7 " + |ug()].

1
Puisque r — (Vol(B(z,r)))? ! est une fonction décroissante, en combinant cette
inégalité avec (6.4) on obtient qu’il existe M > 0 (dépendante de x) telle que

/ |uo(y) — uo(z)|dy < M Vol(B(z,r)) (6.5)
B(z,r)

pour tout r > 0.
Etape 2. Preuve de (6.3). Soit x tel que (6.4) soit vérifié. Puisque [5, K(t,y)dy =

1 par (1.14), on décompose alors

ult, z) = uo(z) + / (wo(e + ) — uo(@)) K (¢, y)dy (6.6)

n

-~

u(t,x)

et on veut montrer @(t,x) — 0 lorsque ¢ | 0. Pour cela, on décompose pour R > 0

it ) = / (uo(z + y) — uo(2)) K (£, y)dy + / (uo(z + ) — uo(@)) K (t,y)dy.
ly| <RVt ly|>Rv't

I 11

En utilisant |K(t,-)| < ¢t~™/2 par (1.13), on majore le premier terme par
< [ ) - u@ldy
t2 Jyyl<rvi
 Vol(B(xz, RV) Jp,vir) [4) — u(@)ldy
B ts Vol(B(z, vVtR))
=0 (6.7)

lorsque ¢ | 0 en utilisant que w = R"Vol(B(0,1)) et (6.4).
Pour majorer le second terme, on effectue une partition dyadique

UEDY / . (uo(z +y) — uo(z)) K(t, y)dy.
= 2i/tR<|y|<2i+1 R/t

(29 R)?

Pour j € N* et 27VtR < |y| < 2t'V/tR, on majore |K(t,y)| < t™™2e~"7 ~ par
2

1.13). On vérifie que la fonction z — 2"Tle™T est bornée pour z > 0, et donc
qa P

22
qu’il existe C' > 0 telle que e~ 7 < Cz~" 1. On peut alors majorer |K(t,y)| <
Ct—™/22="i—iR="~1. En utilisant (6.5) on a alors

c
t2 Rn+12ni+ /|y§2j+1R\/g
C
C’
R2i

(uo(z +y) — uo(x))K(t,y)dy [uo(z +y) — uo(z)|dy

/2j\/iR<y|§2j+1Rﬁ

M Vol(B(z, 2 TIVtR))
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ou l'on a introduit ¢’ = CM Vol(B(0,2)). Donc

1
< — — = —. .
1] < RZ2J R (6.8)

Jj=1

En injectant (6.7) et (6.8) dans (6.6), en faisant tendre ¢ vers 0 puis R vers 400, on
obtient bien que u(t,z) — up(z) comme désiré.

O

Nous allons maintenant voir que I’équation de la chaleur peut-étre vue comme
un systéme dynamique dans les espaces de Lebesgue.

DEFINITION 6.1. Soit B un espace de Banach, et (T'(t))¢>0 une famille d’opérateurs
linéaires continus de B dans lui méme. On dit que c’est un semi-groupe fortement
continu st :

() T(0) = 14
(ii)) T(t+s) =T(s)T(t) pour tous t,s > 0,
(iii) Pour tout ug € B, la fonction t — T (t)ug est continue de [0,00) & valeur
dans B.

On dit que de plus qu’il est contractant si
(iv) [Ty < 1 pour tout t > 0.

PROPOSITION 6.2. Pour tout p € [1,00) on a que (S(t))i>0 donné par (6.2) est
un semi-groupe contractant sur LP(R™).

Remark 6.1. Pour p = oo, on a que les points (i), (ii) et (iii) sont toujours
vérifiés, mais que le point (iv) n’est plus vrai (voir Exercice).

PROOF. Preuve de (iv). On a ||K(t¢,-)|;2 = 1 par (1.14). Donc ||K(t,-) *
up||r < ||uol|z» par I'inégalité de Young pour la convolution (4.14).

Preuve de (i). Ce point provient de la définition méme (6.2).

Preuve de (ii). Sit = 0 ou s = 0 le résultat est immédiat en utilisant que S(0) = Id.
On suppose maintenant t,s > 0. On rappelle que la transformée de Fourier de la
122 ~
Gaussienne est F(x +— W%)(Q = 1€ cest-a-dire K(1,-)(¢) = e 1€, Si f
est une fonction et fy = f(x/\), alors Ffy(£) = MNFF(AE), car [e % f(x/N)dr =
M [e78 f(z)dr. Comme K(t,x) = t~¥2K(1,2/v/t), on en déduit donc que
K(t,)(&) = et Comme m = f§ on en déduit F(K(t,-) * K(s,-))(€) =
et sl = F(K(t 4 s,-). Donc par injectivité de la transformée de Fourier :
th * K(S, ) = Kt-i—s(')‘

Comme (u *v) * w = u* (v*w), alors S(t + s)ug = K(t+s,-) xug = K(t,-) *
(K (s, )ug) = S(t)S(s)up.

Preuve de (iii). Soit up € LP. Nous affirmons tout d’abord la continuité de la
trajectoire & I'instant initial

15(t)uo — uollLrrny — 0 lorsque ¢ — 0. (6.9)

Soit donc € > 0. Par densité des fonctions C2°(R) dans LP(R™), il existe vy €
C(R™) avec vo(z) = 0 pour |z| > R telle que [lvg — uo||zprn) < €/3. Alors par
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I'inégalité triangulaire et le point (iv) on a
1S (t)uo — wollrrry < 1S (t)uo — S(E)vollLrmny + lvo — uol| Le@ny + [|S(#)vo — voll o (rr)
< 2|lvo — uol|Le@ny + [1S()vo — voll Lo (rn)
2€
< 3 + 1S ()vo — vol| Lr(rn)- (6.10)

On a que (S(t)vop —wvo)(x) — 0 lorsque t | 0 en tout point = € R™ par la Proposition
1.21. De plus, [|S(t)vo||zee < ||vo||r~ par (1.14) et (4.14). Donc

[S(t)vo — vollLr(B(0,2R)) = O (6.11)

lorsque ¢ — 0 par convergence dominée. Pour |z| > 2R on a en utilisant le support
de vg

|(S(t)vo)(x)| =

K(t,x — y)vo(y)dy‘
Rn

K(t,xz — y)vo(y)dy
ly|<R

< sup [K(t,z—y I/Ivo )|dy
lyl<r

1 I R) /
= e vo(y)|dy.
(4mt)2 | )
(|z|-R)? 2

|z] . .
On a que e- & < e s car R < |z]|/2. De plus, il existe C > 0 telle que
. _ (lz|=R)? n
e~ /8 < Cz 2" pour tout z > 0. En combinant, on obtient que e= 2 ~ < C‘;'ﬁ.

< el pour C’ = =2 [vo(y)|dy.

‘x|2n
En utilisant cela et que vg(z) = 0 pour |z| > R on obtient

L’inégalité ci-dessus devient alors |(S(¢)vg)(x)]

dx

1S ()v0 — ol <C't¥ / A (6.12)
LP(R™\B(0,2R)) >R |l‘|2”p

lorsque ¢ | 0. En combinant (6.11) et (6.12) on obtient qu'il existe tg > 0 tel que
|S(t)vo — vol|zr < § pour tout 0 < t < tg. En injectant cette inégalité dans (6.10)
on obtient que ||S(t)uo — uol/Lprn) < €. Cela démontre (6.9).

Soient maintenant ¢,s > 0. Alors en utilisant successivement (iii) et (iv) on a

1St + s)uo = S@)uol|Lr@ny = [ISE)(S(s)uo — wo)llLrrn) < [15(s)u0 — uollLr@n)
Par (6.9) on déduit donc que ||S(t + s)up — S(t)uo| »(rn) tend vers 0 lorsque s — 0

et ce uniformément pour tout ¢ € R. Cela démontre le point (iv).
O

Nous allons maintenant définir ce qu’est un probléme de Cauchy bien posé,
notion introduite par Hadamard. Pour cela, les solutions doivent exister, étre unique
et dépendre continument de la donnée initiale.

DEFINITION 6.2. Un probléme de Cauchy linéaire est bien posé dans un espace
de Banach B (avec un espace auziliaire Y ), si pour tout uy € B, il existe une unique
solution u(t) € C([0,00]) MY, et que pour tout T > 0, le flot ug — u(t) est continu
de B dans C(]0,T},B).

PROPOSITION 6.3. Soit Y = {u € C®((0,00) x R%), bornée sur [ty,o0) X
RY Vtg > 0}. Alors pour tout 1 < p < oo, le probléme de Cauchy (6.1) (ou la
seconde équation est entendue au sens de (6.3)) est bien posé dans LP(R?).
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PROOF. Soit u une solution avec u € C([0,00), L") NY. Pour ¢y > 0 on pose
ugy (t) = u(to +t). Alors u est une solution C* et bornée sur [0,00) x R? de
(1.10) avec wu,(0) = u(tp), donc par I'unicité de la proposition 1.2 on a w,(t) =
K(t,-) = u(tg). Donc u(ty +t) = K(to + t) * u(to) pour t,tg > 0. Pour tout (¢,x)
fixé, on a alors

ut + to,z) = / Kt y)ulto,z — y)dy + / (K (¢ + to,y) — K(1))ulto, = — y)dy.

Lorsque ty — 0, le premier terme converge vers [ K(t,y)up(z — y)dy = S(t)uo(x)
par (6.3) et par convergence dominée, et le second terme converge vers 0 par Holder
car |[K(t +to) — K(t)||,» — 0 et ||u(t + to)|/z» est bornée. Donc u = S(t)ug, d’out
I"unicité.

Il reste & démontrer que u(t) = S(t)up satisfait toutes les propriétés. Mais
cela est une conséquence directe des propositions 6.2 et 6.1, et de (6.1) que nous
démontrerons ci-aprés.

O

2. Comportement en temps long

Nous allons commencer par montrer des estimations de décroissance pour les
solutions de I’équation de la chaleur. Si ug € LP pour 1 < p < o0, cela démontrera
que les solutions convergent vers 0 dans L°°.

LEMME 6.1. Soit ug € LP(R™) pour p € [1,00], et S(t)u la solution de l’équation
de la chaleur correspondante. Alors pour tout t > 0 on a que u(t,-) € LY(R™) pour

tout q € [p, 0] avec
1

[ (t, ')”LQ(R") < 7T N |lwollze- (6.13)
13(-3)
PROOF. Par l'inégalité de Young pour la convolution (4.14), on a
[, M Lawny = 1K (2, -) * uoll La(rn)
< K, )l o) 1ol o e (6.14)

1

-1
avec p = (1 + % — 5) . On calcule par (1.13) en effectuant le changement de

variable y = \/]3% que
1K ey = —— 5 [ 7 da
Lr(®") (47Tt)% R~

n

1 t2/ .y
= pn ~1v € y
(4rt)'z P Jrn

1 t2

ou lon a utilisé que 1 — + = 1 — 1
D P q

|IK(t, )|l 7 < 1. En combinant cela et (6.14) on obtient (6.13).
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Pour uy € L' avec uy > 0, un calcule direct en utilisant Fubini donne que
Ju(t)de = [ K(t,y)dy [uo(xz)dz = [ug(xz)dz. Donc u(t), si elle converge vers
dans L™ par (6.13), ne converge pas vers 0 dans L.

Nous allons maintenant montrer que les solutions de I’équation de la chaleur
dans L' ressemblent & K (t) lorsque t — oo. Elles deviennent ainsi auto-similaires
a Pordre principal.

THEOREME 6.1 (Résolution auto-similaire pour I’équation de la chaleur). Pour
tout ug € L*(R™) on pose M = [, uo(x)dz. Alors la solution u de I’équation de la
chaleur se décompose en

u=MK+wv (6.16)

ot pour tout 1 <p < o0
n 1
t5(1_5)||v||Lp(Rn) =0 lorsque t — oc. (6.17)

Remark 6.2. On peut vérifier que [|K(t,-)||rro@rn) = Cpf%(l*%) pour une
constante Cp, > 0 par un changement de variable en utilisant (1.13). Si M # 0, la
décomposition (6.16) et la borne (6.17) assurent donc que la taille de v dans LP est
négligeable par rapport a celle de K. La solution ressemble donc & M K (t) en temps
long.

Proor. Etape 1. Preuve si ug € C°(RY). Soit v = u(t) — MK (t). Alors
puisque u(t) = K(t) * ug et M = [ug on peut écrire

oltn) = [ (Kt - ) = K(t,2)) o)y
On rappelle la formule f(z +y) = f(z) + fol y.Vf(z + sy)ds. Donc

1

T — sy _ |sc—4sty|2

(& .
NG Yy

On peut ainsi borner

w2 [ [ Se(® t>\yHU0()|dy-

ot U(z) = —L|z|e71#*/4. On remarque que la fonction ¥ est bornée par une
2(4m)

constante C' > 0. On peut donc majorer

1
062)| < vz |l

pour une constante C; > 0. On peut également majorer par

Donc ||v]|z~ <

(&5
= 1
t2+3
Fubini,

1 1 x Cy
ol < 5= [ e [ lulloidy < 22

ot 'on a utilisé que [ ¥ < oo et le changement de variable 2 = Vtz. Par Holder,
1 1

cpe,
t%‘*‘%(l_%)'

1 1
lellzs < lloll2 ol <

D’ou (6.17).

Etape 2. Prewve dans le cas général. Soit ug € L'. Soit ¢ > 0. Par densité, il
existe @y € C° telle que [ag = M et |jug — G| 1 < €/2. Alors

T ||u(t) — ME ()| r < 2078 |a(t) - MK 50D u(t) — @
t lu(t) (t)llr <t I (t) O)lle +1 lu(t) — ()] v
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Le premier terme tend vers 0 lorsque ¢t — oo par I’étape 1. Quant au second, il est
plus petit que €/2 car ||u(t) — @(t)||» = ||S(t)(uo — o) ||r < —1¢/2 par (6.13).

= 50-5
n 1
Donc t5(1_5)\|u(t) — MK(t)||zr < € pour t assez grand. D’ou (6.17).
([l

3. Exercices

EXERCICE 6.1. Soit (S(t))i>0 le semi-groupe de la chaleur définit dans la propo-
sition 6.2. Montrer que t — S(t) n’est pas une fonction continue 4 valeur dans
L(LP(R™)) (avec L(LP(R™)) muni de la topologie usuelle des endomorphismes con-
tinus de LP(R™)).

EXERCICE 6.2. Démontrer qu’il existe une constante C > 0 telle que pour tout
1 <p<q<oo, pour tout u € LP(R™) on a V(S(t)u) € LY(R™) pour tout t > 0 avec

IV (SO0l < o lulor (6.18)
P q

EXERCICE 6.3 (Estimations raffinées pour I’équation de la chaleur). Pour T' >
0 el < q < oo on définit L*=([0,T],LY(R"™)) comme l’espace des fonctions f
mesurables sur [0,T] x R" telles que la fonction t — ||f(t,-)||pamn) appartient a
lespace L>=([0,T1]), et on définit

1f Wl oo o, 1,0 )y = |[E = 1 F (¢, ')HL‘I(R:)’)HLOQ([QT])'

(1) Montrer que L>=([0,T], LY(R3)) équippé de sa norme est un espace de Ba-
nach.
(2) Soit p € [1,00), et up € LP. Pour p < q < 0o on pose o = %(% - %)
Montrer que
[2%S (t)uoll oo ((o,7], La(rmy) < lluollLern)
(3) Sous les mémes hypothéses, montrer que
Hm [[E%S(E)uoll oo (jo,71,L0 (n)) = 0
(Indication : montrer d’abord cette limite si ug € C°(R™)).
(4) Montrer que cette limite n’est pas uniforme sur LP(R™), c¢’est-a-dire que

lim inf sup 1t S (t)uol| Loo (jo.77,L9(rRY) > O-
=0 woeLr(R), |luol| =1 (OTLEED)






CHAPTER 7
L’equation de Burgers visqueuse

1. Résolution du probléme de Cauchy et formule de Hopf-Cole

On s’intéresse a ’équation de Burgers & laquelle on ajoute un terme de dissipa-
tion :
{ U + UUy = Ugg, (t,x) € (0,00) xR

u(0,z) =up(z) x€R. (7.1)

Cette équation est non linéaire. Il existe une transformation (non linéaire) qui
la raméne & I’équation linéaire de la chaleur.

LEMME 7.1 (Transformation de Hopf-Cole). On a que u € C*°((0,00) X R) est
une solution classique de

Up + Uy = Ugy (7.2)

st et seulement si il existe ¢ € C*°((0,00)) une fonction positive telle que la fonction

o(t,x) = c(t)exp (—;U(t,:@) , ou Ult,x)= /Oy u(t,y)dy, (7.3)
satisfait ¢ € C*((0,00) x R) et est une solution de ’équation de la chaleur
Ot = Paa- (7.4)
PROOF. En primitivant, il vient que u satisfait (7.2) si et seulement si
o + %(aIUF _ 82U = &(t)

pour une constante d’intégration ¢(t). En évaluant en 0 et en utilisant que U(x) =
Jy u(y)dy on trouve &(t) = Fu?(t,0) — dyu(t,0) qui est donc une fonction C*°. En
différentiant, on a que @(t, ) = c(t)exp(—3U(t, x)) satisfait (7.4) si et seulement si

0=0p— 02¢ = —C(;)exp(—;U) <8tU + %(@U)Q —0%U — CC((;)> :

D’out 'équivalence entre les deux équations (7.2) et (7.4) pour le choix c(t) =

exp(jz) ¢(s)ds) pour un to > 0.
O

Afin d’utiliser le lemme 7.1 pour résoudre (7.1) on définit
r 1
Do) = [ utids et dula) = exp(—5Un(e))

LEMME 7.2. Soit ug € L*(R). Alors il existe une unique solution classique de
(7.4) sur (0,00) x R a croissance au plus exponentielle telle que ¢ € C([0,00) x R)
et ¢(0,-) = ¢g. De plus, celle-ci s’écrit

1 1 y?
o(t,x) = 5 /Rexp <—2U0(x —y) — 475) dy.

55
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PROOF. Par les propositions 1.2 et 1.1, la solution de (7.4) satisfaisant les pro-
priétés du lemme est unique et est donnée par

3t x) = \/% /R dol — y)e e dy.

Cela montre le résultat en utilisant que ¢y = exp(—3Up()).
O

THEOREME 7.1 (Résolution du probléme de Cauchy pour I’équation de Burgers
visqueuse). Soit ug € L®(R). Il existe une unique fonction u € C*((0,00) x R) N
L>([0,00) x R)) avec u(t,x) — ug(x) lorsque t | 0 pour presque tout x € R qui est
une solution classique de l’équation de Burgers visqueuse (7.1) sur (0,00) x R. De
plus, celle-ci s’écrit

)2
Jiewo(w)exp (=300 (y) = “52°) dy
z—y)? ’
Jeexp (=3U(y) - “522) dy
PrROOF. En différentiant I'identité (7.3) on trouve

u=U, = —2%.

¢

En combinant les lemmes 7.1 et 7.2 et la condition au temps initial ¢ = 0, une telle
solution u est effectivement nécéssairement donnée par la formule (7.5).
On vérifie alors par Holder que

)2
[uo || [p exp (—%Uo(y) - %) dy

Jeexp (~3U(y) - ©522) d

et donc u € L>®([0,00) x R). Il reste a vérifier que u(t,z) — wup(x) lorsque ¢ | 0
pour presque tout x € R. Puisque uv = %””, et que ¢ est continue par le lemme 7.2,
il suffit de montrer que

1 _le—y?

%(t’m):/RUO(y)e_éUo(y)\/@e at —>uo(x)e_%U0(w)

lorsque ¢ | 0 pour presque tout x. Cela est alors une conséquence de la proposition
6.1.

u(t,z) =

(7.5)

\u(t,x) < < HUOHLoo

O

2. Symétries et solutions auto-similaires

En effectuant des calculs trés similaires a ceux de la preuve du lemme 3.1 on con-
state que I’équation de Burgers visqueuse (7.2) posséde les propriétés de symétries
suivantes. Si u est une solution, alors pour tout (X, ¢, zo,%p) € (0,00) x R3,

1 t—ty x—ct—xg
)\’LL< )\2 s )\ >+C

est aussi une solution de (7.1).
Si une solution u est invariante par la transformation d’échelle

u(t,z) = %u <;2, f\) pour tout (\,t,z) € (0,00)* x R
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alors nécessairement celle-ci est de la forme

u(t, z) = \}E‘II <j£> (7.6)

(en prenant A\ = v/t dans et en posant ¥(y) = u(1,y)). En supposant ¥ € C?(R)
on a que u de la forme (7.6) est une solution de 1’équation de Burgers visqueuse
(7.1) si et seulement si ¥ est solution de

1
—%\p’ — U T =0 (7.7)
On T'appelle équation stationnaire des solutions auto-similaires de 1'équation de
Burgers visqueuse.

LEMME 7.1 (Profils auto-similaires expanseurs). Pour tout M € R, la fonction

[§]

CM 7yT
\IIM(y) = c _ 3 (78>
1— 4t fo T dz

ot cpp = % tanh(%), est une solution de (7.7). De plus, [ ¥ = M.

Ces solutions sont uniques, au sens ot si ¥ € C?(R) N LY(R) est une solution
de (7.7) alors W = Wy pour un M € R.

On a donc une famille de solutions auto-similaires de [’équation de Burgers
visqueuse (7.1) sous la forme

1 z
u(t,r) = —=U — .
0= 5w ()
PROOF. On raisonne par analyse synthése. Soit ¥ € C?(R)NLY(R) une solution
de (7.7). On pose M = [, ¥(y)dy. En réécrivant (7.7) sous la forme

1
(—\I!’ — %\I} + 2\I;2> =0,

on remarque qu’il existe une constante ¢ € R telle que
Y Lo
—0 —ZW 4+ U =, 7.9

On utilise a nouveau la transformation de Cole-Hopf, en posant ®(y) = exp(—3 [/ ¥(z)dz).
Puisque ¥ € L', on a que

1
—<®<N 7.10
R (10
pour N = exp(5 f |¥(y)|dy). On calcule alors que ¥ = 72% et ¥ = (I)H + 2
En injectant dans (7.9) I’équation devient
o+ 2o = o, 7.11
+3 5 (7.11)

Pour montrer que ¢ = 0, on intégre (7.11) entre 0 et un grand nombre Y, ce qui
permet d’exprimer ¢ comme :

c= foysz(y)dy <<I>’(Y) —P(0) + /OY gqﬂ)

14 PY)B(Y)  w(0)0) 1 [V y
- fOY ®(y)dy <_ 2Y * 2Y N 2/0 2Y\I’(y)¢>(y)dy> .
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Par (7.10) on a que < 2N. Puisque ¥ € L! on a qu’il existe Y;, — o

fo
telle que \I/(Y) — 0. Pulsque U e L' et —n — 0, lorsque n — oo on a que

fo o (y)dy — 0 par convergence dominée. En prenant Y =Y, dans I'identité
ci- dessus et en laissant n tendre vers co on obtient donc

c=0.
L’équation (7.11) devient alors

" + %CD/ —0.

22
Deux solutions particuliéres sont &1 = 1 et &5 = fg’ e~ 7dz. Puisque c’est une

22
équation différentielle linéaire du second ordre, on a alors ®(y) = c¢1 + ¢z [ e T dz
pour deux constantes ci,cy € R. Puisque ®(0) = exp(0) = 1 on trouve ¢; = 1.

Puisque
O(y) _ exp(—y [y Y(x)dw) Y e
q’(—yy) - exp (-%foo (;v)da:) _exp< 2 /—y e )

on a que limy s ;Z(f’)) exp ( ) En utilisant que fo e 'T dy = /7 on obtient
14+ o7 = 67%(1 — ¢94/7) et on trouve donc

M
1 e2 -1 1 M CM
cy = — tanh(——) = ——.
\F Te s +1 ﬁ 4 2
Donc y
22
O(y)=1- M7 e g,
2 Jo
En inversant la transformation de Cole-Hopf, ¥ = 2(%’ on obtient
U(y) = :
— < fo - dz
On peut maintenant faire la synthese et vérifier que ¥ donnée par cette formule
2
convient. On a effectivement ¥ € C?(R) N L'(R). De plus, ® =1 — < [Ve Tdz

est bien une solution de (7.11) pour ¢ = 0, et donc ¥ est bien une solution de (7.9),

ce qui en différentiant montre que ¥ est une solution de (7.7).
O

3. Résolution auto-similaire en temps long

THEOREME 7.1. Soit ug € L>®(R) N L*(R) et u la solution correspondante de
l’équation de Burgers visqueuse (7.1) donnée par la proposition 7.1, et soit M =
fR uo(y)dy la masse de sa donnée initiale. Alors u se décompose en temps grand
sous la forme

\[ Lyt z) (7.12)

Vit
avec pour tout p € [1, 0]
2072 ot Mee@y — 0 (7.13)

lorsque t — oc.
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. 1
Remark 7.2. Par un changement de variable, on a || W‘I’(%)HLP(R) = t"(l Ty
L’identité (7.12) et la borne (7.13) assurent donc que u est égal & 'ordre principal

< 1 T 5 . P
a WW(W) et que v est un reste d’ordre inférieur.

Remark 7.3. Pour des données initiales qui convergent vers des constantes en
400 et —oo, la solution ne converge plus vers le profil auto-similaire précédent mais
elle converge vers une onde progressive (qui est une autre forme d’auto-similarité).
Voir les exercices.

ProOF. Etape 1. Mise en place de la transformation de Cole-Hopf On ap-
plique la transformation de Cole-Hopf (7.3) et on obtient

205
¢

ol ¢ est la solution de I’équation de la chaleur ¢y = ¢,, de donnée initiale

oula) =exp (5 [ uatuy). (7.15)

Comme —||ugl|;1 < foz wo(y)dy < ||ugl/;r on a

U= —

(7.14)

%gpgz\r (7.16)

pour N = el“llz1/2 On constate de par la formule (7.8) que

1 v < z ) 1 cye” ®
—oy () = = —
Vi Vi ﬂl—CTMfO‘/{ e Tdz

20
_ _20au (7.17)
oM
pour
z2
on(t,r)=1— M 7t (7.18)
2 Jo
M
En utilisant ¢p; = } e M , on vérifie qu’il existe N’ > 0 tel que
1+e™
1
7S én < N’ (7.19)

Etape 2. Convergence pour la dérivée de la transformation de Cole-Hopf En
différentiant 1’équation ¢ = ¢, on a que ¢, est la solution de ’équation de la

chaleur
8t¢33 = :c$¢$7
7.20
Lo n = e (720
Puisque ¢9 € L®(R) par (7.24) et ug € L'(R), alors ¢, € L'(R). De plus, on
calcule sa masse en utilisant (7.15) :

+ _
U, UO

m = / ¢$2z(0,2) = lim ¢o(y) — lim ¢o(y) =e 2 —e 2
Yy—r00 Yy——00
ou l'on a posé Uy” = [;%uo(y)dy et Uy = ff’oo uo(y)dy. En appliquant d’une
part les inégalités de décroissance (6.13) pour 'équation de la chaleur (7.20) on a
pour tout p € [1, 0]

2073 6, (t, )| oy < Craplld
P x LP(R 1,p” $¢0HL1 (7'21)

W] e m)
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En appliquant d’autre part le théoréme 6.1 de résolution auto-similaire en temps
long pour I’équation de la chaleur (7.20) on a
m -2

¢x( ) - \/meiﬂ

$2(1=5) —0 quand ¢t — oo. (7.22)

LP(R)

Or, on calcule par (7.18) que

8x¢M(ta .T) = -

22

CM _
——e .
2/t
L’inégalité de convergence (7.22) s’écrit donc

_1
010, (6(L, ) + mdnr(t )l oy = 0 quand £ — o0 (7.23)

our la constante Kk = 2.
p NGy

Etape 3. Convergence pour la transformation de Cole-Hopf. Par le théoréme
fondamental de ’analyse

ot 2) + s (t,2) = B(t,0) + rbar (£, 0) + /0 * (0:0(t, ) + KOsdr1 () dy.

On a | [y (8:¢ + kdxdnr) dy| < [0x¢ + KO0xPar |l L1 ry — 0 lorsque ¢ — oo par (7.23)
pour p = 1. Donc

o(t, ) + ko (t, ) = ¢(t,0) + kdar(t,0) dans L*°(R) lorsque t — oc.
On calcule alors par (7.18) que ¢M(t 0) =1, et par (1.21) que

#(t,0) /éf)o

Z/Réﬁo(\/iz)ﬁe
22\1/7?/(;%(\/%2) dz+/ bo(Viz)e s

iﬁdy

vt
On a pour z > 0 que ¢g(v/12) = exp —ffo ) — exp _,fo ug) = e~ =2 lorsque

U
t — oo. De manieére similaire, si z < 0 alors d)g(\f tz) — e~ 2 lorsque t — co. Par
convergence dominée, on obtient alors

I % 1 [ _uy
o(t,0) — 3m ) e~ 2 e T dz+ N e ze _*dz
Vv
e 2 +e 2
2
oll on a utilisé fooo e /Ady = /. On en déduit que lorsque t — oo
U U
6(t,0) + rar(t,0) — ;e b k=0
Vg U
(on vérifie effectivement que % + k = 0 en utilisant que UO+ -Uy = M,
vt Uy M

m — —-——- 2 1—e 2
Kk=—"—2— m=¢ 2 —e 2 etcy=-"— . Donc
Vmen? M \/7?1+6*%)

p(t,-) + rdar(t,-)||lpeomy — 0 lorsque t — oo. (7.24)
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HH‘

tape 4. Convergence pour l’équation de Burgers visqueuse. Soit v(t,z) = u(t,z)—

W\P(%) Alors par (7.14) et (7.17)

o= %y p0ou

¢ b

Par (7.24) et (7.19) on a

/

N
|kpprrvl|Le = Cllkdn b — kPOrdns | Le-

On décompose alors ks pr— kPO drr = (KOr— @) Pu+d(dx—KOzPar) et en utilisant
I'inégalité triangulaire, I'inégalité de Holder, et les estimations de convergence (7.21),
(7.23) et (7.24) pour ¢ et ¢y:

l(l_l) l(l_l) l(l_l)
2ol < Ot 0 [(koar — @) Palle + CE2 7 [ 6(dr — £Ozdar) || Lo

1(1_1) 1(1_1)
< Cllegar = @llrt » |¢elr + Cll@l|Lect> ™ 77| o — £Oudar) v
—0 lorsque t — oo.

[ollze <

Cela démontre le théoréme.

4. Exercices

EXERCICE 7.1. 1. Soient ¢ € R et u € C%(R x R) une solution de I’équation de
Burgers visqueuse (7.1). Montrer que u est invariant par la symétrie de translation

u(t,z) = u(t+ s,z + cs) Y(t,z,s) € R
si et seulement si u(t,z) = W(x — ct) pour une fonction W € C?(R) solution de
W +WW'=w", (7.25)
2. Montrer que pour tout c1,ca € R, la fonction e=1(F=c1t) 4 e=c2(z=c2t) ¢t solution
de l’équation de la chaleur ¢y = ¢up.

8. Déduire de la question précédente en utilisant la transformation de Cole-Hopf que
pour tout c1,co € R avec ¢y > cq,

u(t,x) = We, e (@ — ct)

avec
c2—c¢1 c1—¢c2
: 2cie7 2 Y+ 2c0e” 2 Y
C1,C2 (y> = co—cq c1—cg ) c=c+c
ez Y4e 2 Y

est une solution de ’équation de Burgers visqueuse.

4. Déduire des questions précédentes que pour tout c € R, W, ., est une solution
de (7.25). Montrer que celle-ci satisfait de plus :

lim We, ¢, (y) = 2¢1, lim We, ., (y) = 2co.
y—00 Yy—>—00

5. Soit ug € L™ telle qu’il existe deux constantes cq,co avec cg > c1, et un nombre
R > 0 tel que ug(x) = 2¢2 pour tout x < —R et up(x) = 2¢1 pour tout x > R.
Montrer, en utilisant les questions précédentes, la transformation de Cole-Hopf, et
Uinégalité 6.13, qu’il existe xg € R tel que

lim u(t, ) — Wey ey (- — et — 20)|| oo (my = 0.

t—o00
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Remark 7.1. Cet exercice fait apparaitre de nouvelles solutions particuliéres
qui sont appelées les ondes progressives. C’est un nouvel exemple d’auto-similarité
exacte. L’équation (7.25) s’appelle l’équation stationnaire des ondes progressives.

Le résultat de la question 5. montre que les onde progressives apparaissent
comme les attracteurs universels pour des données initiales constantes en dehors
d’un compact. Ce résultat est a mettre en regard du théoréeme 7.1 qui assure que
les données initiales dans L' sont attirées vers un profil auto-similaire expanseur.
Le comportement asymptotique des solutions est donc fortement li€ a l’espace fonc-
tionnel.



CHAPTER 8

Solutions faibles de ’équation de Burgers

Explication continuation apres singularite. explication donnees initiales sin-
gulieres. explication solutions faibles.

1. Solutions entropiques

1.1. Solutions au sens des distributions. Supposons que u € C'([0, 00) x
R) est une solution classique de 'équation de Burgers (3.1) (i.e. I’équation est
satisfaite en tout point (¢, ) € [0, 00)xR). Pour toute fonction test ¢ € CZ°([0, 00) X
R), en multipliant I’équation par ¢, puis en intégrant par parties on trouve

ou (u?)
0= // —dtdr + // dtdx 8.1
[0,00) xR ot ” 0,00)xR O v (8.1)

_//Ru(t—O)go(t—O)dtdx—//[OOO)XR o dtd:):—//[ooo SLadtda

En utilisant que u(t = 0) = up on obtient alors la relation

// (uatgo + 1u26zg0) dtdx = —/ uo(x)e(0, z)dx. (8.2)
[0,00) xR 2 R

On remarque que 'on peut donner un sens a cette égalité méme pour des fonctions
qui ne sont pas différentiables.

DEFINITION 8.1 (Solutions au sens des distributions). On dit que u € L ([0, 00) X
R) est une solution au sens des distributions de [’équation de Burgers (3.1) si
Uidentité (8.2) est satisfaite pour toute fonction test ¢ € C°([0,00) x R).

Le lemme ci-dessous montre que les deux notions de solutions classiques et de
solution au sens des distributions coincident pour des fonctions C'. La notion de
solution au sens des distributions est donc un affaiblissement de la notion de solution
classique, d’ou la terminologie de solution faible.

LEMME 8.1. Soit u € C1([0,00) x R) avec u € L*([0,00) x R). Alors u est une
solution classique de l’équation de Burgers (3.1) si et seulement si c’est une solution
au sens des distributions.

PROOF. Sens direct. Par le calcul menant & (8.2), toute solution C* N L*®
classique est une solution au sens des distributions.

Sens indirect. Soit u une solution au sens des distributions. On va d’abord montrer
que u(0,2) = ug(x) en prenant des fonctions test ¢ bien choisies dans (8.2). Pour
Y € C°(R) on considére la fonction test ¢(t,x) = 1 (x)x(t/7) o x € C°([0,0))
satisfait x(0) = 1 et x(s) =0 pour s > 1, et 1 > 7 > 0. On calcule alors chaque

63
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terme dans (8.2). Pour le premier,

//[Ooo “at‘pdtdx—//[o - (Ovﬂf)w(iﬂ)%xl(;)dtdm

1 t
[ futta) — u0,2)0@) N itds
[0,00) xR T T
=T +1I. (8.3)
En utilisant que fooo %X’(f)dt = —x(0) = —1 par les propriétés de x,
I= / u(0, x)Y(z)dz. (8.4)
R

Il existe une constante C' > 0 telle que pour x dans le support de ¥ et 0 <t < 1,
on a |u(t,x) —u(0,z)| < fg |Oyu(s, z)|ds < Ct. Donc

|mgcb/ wwﬁwUWqu%/¢m/ sY(s)ds =0 (8.5)
[0,00) xR T T R [0,00)

lorsque 7 — 0. Pour le second terme dans (8.2),

// u?Oppdtdr| = // u28$wx(z)dtdx
[0,00) xR [0,00) xR T

t
< Jul3 / / 0ulIx (L) ldtda
[0,00) xR T
= Jlul3or / y(s)as / 0blde —0  (8.6)

)

lorsque 7 — 0. En injectant (8.3), (8.4), (8.5) et (8.6) et ¢(0,z) = ¢ (x) dans (8.2)
et en passant a la limite 7 — 0, on obtient

—AWMW@M:—AW@M@M

Puisque ceci est vrai pour tout ¢ € C°(R), alors u(0, z) = ug(x).

Alors en répétant le calcul (8.2) on a ff[opo)xR @(%—? +udyu)dtdr = 0 pour toute
fonction test . Donc % + u0zu = 0. Donc u est bien une solution classique de
I'équation de Burgers (3.1).

O

1.2. Solutions entropiques. On va constater par I’exercice 8.1 ci-dessous que
pour une méme donnée initiale ug, il peut y avoir deux solutions au sens des distri-
butions. Cela n’est pas satisfaisant d’un point de vue physique car, I’équation étant
déterministe, on souhaiterait avoir unicité. On ajoute donc la condition supplé-
mentaire, dite "d’entropie", qui nous permettra d’établir I'existence et 1'unicité de
solutions ultérieurement. Ce nom provient d’une analogie avec I’entropie physique.

EXERCICE 8.1. 1. Montrer que la fonction
t
ur(t,z) = 1z < 5)
est une solution de l’équation de Burgers au sens des distributions.

2. Montrer que les fonctions

ug(t,z) = 1(z >

N | o+
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us(t,z) =

sont des solution de l’équation de Burgers au sens des distributions.

3. Quelles sont les données initiales des fonctions uy, us, et ug ¢ En déduire
qu’il n’y a pas unicité pour les solutions au sens des distributions.

Remark 8.1. La solution u; de I'exercice 8.1 est appelée une onde de choc. La
solution w3 est appelée une onde de raréfaction. Nous verrons que la solution us
n’est pas une bonne solution : ce n’est pas une solution entropique.

DEFINITION 8.2 (Solutions entropiques). On dit que u € L*([0,00) x R) est
une solution entropique de l’équation de Burgers (3.1) si c¢’est une solution au sens
des distributions, et si de plus il existe C > 0 telle que

1
u(t,x 4+ z) —u(t,z) < Cz(1+ E) (8.7)
pour presque tous (t,z) € [0,00) x R et z > 0.

L’intuition mathématique est que ’on souhaite que les solutions aient une pro-
priété de monotonie : seuls des sauts négatifs de gauche a droite en espace sont
permis. Un tel saut représente le fait que les particules a gauche de la discontinu-
ité, avancant a une vitesse plus rapide, rattrapent celles a droite. C’est la solution
u1 de l'exercice 8.1. En revanche, un saut positif est interdit : si un tel saut est
présent sur la donnée initiale, alors des particules de vitesse intermédiaire sont crées
instantanément pour ¢ > 0. C’est pourquoi ug dans I'exercice 8.1 est une solution
entropique, mais pas us.

2. Existence par viscosité évanescente et formule de Lax-Oleinik

Nous allons mettre en oeuvre la construction de solutions faibles par la méthode
de viscosité évanescente. Pour cela, on approxime l’équation (3.1) par la méme
équation augmentée d’un faible effet dissipatif :

{ Ug + Uy = §Ugg, (t,z) € (0,00) xR

u(0,2) = up(x)  z€R. (8.8)

avec € > 0 petit. On va démontrer que les solutions de cette nouvelle équation (8.8)
ont une limite lorsque la viscosité disparait ¢ — 0. Cela permettra d’obtenir par
passage a la limite pour (3.1) des solutions entropiques, qui seront définies pour
tout temps ¢t > 0, et pour des données initiales avec de potentielles singularités.

2.1. Résolution du probléme de Cauchy pour I’équation avec faible
viscosité. On remarque que u est une solution de (8.8) si et seulement si v(¢,z) =
u(5t, ) est une solution

Ut + VUp = Vg, (t,x) € (0,00) xR (8.9)
v(0,2) = ug(§x) z eR. '

On peut donc résoudre (8.8) en utilisant les résultats du chapitre précédent.

LEMME 8.1. Soit ug € L®(R) et € > 0. Il existe une unique fonction u €
C*((0,00) x R) N L>*([0,00) x R)) avec u(t,z) — uo(x) lorsque t | O pour presque
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tout © € R qui est une solution classique de l’équation de Burgers visqueuse (8.8)
sur (0,00) x R. De plus, celle-ci s’écrit

Sy uo(w)ex (=100 (y) - 522 dy
Jrexp (—%Uo(y) - (x;j)z) dy

PROOF. L’unique solution de (8.9) est donnée par le théoréme 7.1, et s’écrit

Jieuo(sy)exp (~1U(5y) — “522° ) dy

Jeexp (=1Up(5y) - 522 ) ay

On obtient alors (8.10) en utilisant que u(t,z) = v(2t,2z) et en effectuant un
changement de variable dans les intégrales.

u(t,x) =

(8.10)

v(t,z) =

O

2.2. Analyse de la limite de viscosité évanescente. On remarque que
'identité (8.10) peut s’écrire

u(t, ) = /R uo(y)dpte,t e (y)

ou
1 .
dierz(y) = ———— e~ YtelW)g
et (Y) et Vg y
avec
1
Vio(y) = Uo(y) + 5 (z — y)*. (8.11)

2t
Sous cette forme, la fonction ¥ est appelée phase. Pour tout ¢,z fixés, la mesure
te .z (y) va se concentrer autour des points ot la phase Wy , est minimale. Le résultat
suivant est appelé un résultat de phase stationnaire.

LEMME 8.2 (Phase stationnaire). Soit U € C(R") telle que V(x) — oo lorsque
|z| — oo et e=¥ € LY (R™), et telle que ¥ atteigne un unique minimum global en un
point xg € R™. Alors pour tout f € C(R?) bornée on a

1

1
im ——— —¥(z)g
0 Jra e~ V@) gy Jpa flae # = fzo)

PROOF. Pour tout 6 > 0, il existe n(d) > 0 tel que ¥(x) < ¥(xg) + J pour
|z — 20| < 7. On note alors m(§) = min|,_,>5 ¥(x) > ¥(xg). On décompose

_ Y(x)—¥(zq) _ Y(x)—W(xg) _ Y(x)—V(xq)
/ e c dx:/ e ¢ d:c+/ e e dz .
R4 |z—z0|<n |z—z0|>n

~/

1 11

Le premier terme est
[
I > e <Vol(B(xp,n)).

Le second terme est

II <e (1—6)(m(i)—\l'(zo)) /6_\11(1')—\11(!20). (812)
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_ ¥ (x)—¥(zq)

On en déduit que [pqe c > e_gVol(B(xo, n)) pour tout 6 > 0. En combi-
nant cette inégalité pour un ¢’ avec l'estimation pour le second terme (8.12)

_ Y(x)—¥(zq)
Jio—aolzn © © feumam@ove) [ e~ V(@)= ¥ (o) o (8.13)
fraem Vol(B(x9,7(5"))) '
R € ‘
en choisissant ¢’ suffisament petit en fonction de §. Cela implique
_ ¥ (x)—T(zq) _ Y(x)—V(xg)
f|xf:vo\<n e ¢ -1 f|:]cfzo|217 € € 1 8.14
Y@ Ve Y@ e (8.14)

f]Rd e < fRd € ¢
On décompose alors
_ly(s _ly(s
Jya f)e V@ i Hﬁm,mgn(f(z) ~ f(=0))e ¥ >+f|m,x0\>n<f<w> — f(xo))e <
Jra eV ’ Jra e V@ Jra e~ V)

En utilisant la continuité de f en zg et (8.13) le deuxiéme terme tend vers 0 lorsque
7 tend vers 0. En utilisant que f est bornée et (8.13) le troisiéme terme tend vers
0 lorsque € tend vers 0. D’ot le résultat du lemme.

O

LEMME 8.3. Soit ug € L>®(R). Pour presque tout (t,z) € (0,00) X R la fonction
U, . atteint un unique minimum en un point Y (t,x). De plus, pour chaque t €
[0,00), la fonction Y est croissante et a un nombre au plus dénombrable de points
de discontinuité.

Soit ug, € L*(R) est une suite de fonctions bornée dans L>(R) et qui converge

vers ug dans L' sur tout compact. Alors Y, converge vers Y presque surement sur
(0,00) x R.

PROOF. Pour chaque t > 0 et x € R, la fonction ¥;, tend vers oo a l'infini,
donc son minimum est bien défini. On pose

Lo ={y €R, U;,(y) = min ¥, ,(2)}
z€R

qui est un ensemble compact, et Y_ (¢, ) = min(I; ;) et Y (¢, x) = max(l; ). Soient
x1 < x9 et y < Yi(t,x1). Par définition de Y, (t,21) on a
Vias (y) = Wran (Vi (4, 21))

= \I’t,xz (y) - \Ijt,m (y) + \Ijt,m (y) - \Ijt,m (Y-‘r (t’ xl)) + \I}t,u’m (Y-i-(tv xl)) - \I’t7x2 (Y-i- (tv '731))
1

1
=5 (w2 —21) (21 + 22 — 2Y) + Vi 2y (y) — Yoy (Vi (t,71)) — 5% (2 — 21) (21 + 22 — 2Y, (E, 71))

= o) (Vi) —y) >0

Donc Wy 4, (y) > Vyia, (Yi(t,21)) et on en déduit que Y_(t,22) > Y, (¢, 21).
Ainsi

v

Y+(t,1‘2) Z Y_(t, afg) > Y+(t, xl) > Y_<t,x1).
Les fonctions x +— Y_(t,z) et y — Yy (¢,z) sont donc croissantes. En particulier,
elles ont un ensemble dénombrable D(t) de points de discontinuité.

On pose E I'ensemble des points (¢, x) tels que Y, (¢, z) = Y_(¢,x) et on définit
la fonction Y sur E par Y (t,z) = Yi(t,x) (et donc Y (t,2) = Y_(¢t,z)). En tout
x9 € D(t) les fonctions Y, et Y_ sont continues en xs et en faisant tendre x; vers
x2 on obtient que Y, (t,x2) > Y_(t,x2) > limg 44, Yi(t,21) = Yi(t,22), et donc
Yi(t,x9) = Y_(t,z2). Donc pour tout ¢, on a (¢,z) € E pour presque tout z. En
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utilisant des arguments de théorie de la mesure standards, E est un ensemble de
mesure pleine de (0,00) X R, et Y ainsi définie presque partout est mesurable sur
(0,00) x R.

Soit ug,, € L™ convergeant vers ug dans L' sur tout compact. Puisque l'intersection
dénombrable d’ensembles de mesure pleine est un ensemble de mesure pleine, on a
que pour presque tout (¢,z) € (0,00) x R, Wy ,[up] et Wy z[upyn] pour tout n € N
atteignent leur minimum en un point unique, Y (¢, z) et Y, (¢, z) respectivement.

Fixons un tel point (¢,z) € (0,00) x R. Puisque la suite ug , est bornée dans

L>, on a qu'il existe C' > 0 telle que Uy z[uo)(y) > —Cly| + % pour tout n.
Donc il existe R > 0 tel que

Vi zluon](y) = Yialuol(Y(E,2)) +1 (8.15)

pour tout |y| > R. Puisque ug,, — ug dans L' ([~ R, R]), alors par la formule (8.11)
on a que Uy z[ug n] converge uniformément sur [—R, R] vers Wy .[up]. En particulier
Uy 2[uon](Y(t,x)) = Uy gluo](Y (¢, x)). Donc par (8.15) pour n assez grand on a
Uy 2[uon](y) > Wi pluon|(Y (¢, z)) pour tout |y| > R. Donc Uy [ug,] atteint son
minimum sur [—R, R].

Puisque ¥; ;[ug] est continue et atteint son minimum en un unique point Y (¢, x),
pour tout € > 0 il existe 6 > 0 tel que Uy 5 uol(y) > V¢ z[uo)(Y (¢, z)) + € pour tout
ly=Y (t,z)| > 0. Puisque ¥y 4 [ug, ] converge uniformément sur [—R, R] vers Uy ,[ug],
alors Wy ;[u0,n](y) > Wt a[uon](Y (L)) + § pour tout [y — Y (¢,z)| > J pour n assez
grand. Donc W ;[ug,] atteint son minimum en un point & distance ¢ de Y (¢, z).
Cela implique Y, (t,z) — Y (¢,x) comme désiré.

U

2.3. Existence de solutions entropiques.

PROPOSITION 8.1. Soit ug € C(R) bornée. Alors il existe u € L*([0,00) x R)
une solution entropique de l’équation de Burgers (3.1). De plus, pour tout t > 0, les
points de discontinuité de u(t,-) sont au plus dénombrable.

Cette solution satisfait de plus la formule de Lax Oleinik :

x—Y(t,x)
" .
Celle-ci est de plus obtenue comme limite de viscosité évanescente. Pour tout
e > 0, soit u. la solution de [’équation de Burgers visqueuse (8.8) donnée par la

proposition 8.1. Alors u(t,x) converge vers u(t,x) lorsque ¢ — 0 pour presque tout
(t,x) € [0,00) x R.

u(t,z) = (8.16)

Proor. Etape 1. Convergence de u.. Dans cette premiére étape, nous montrons
que u, converge presque partout vers la fonction

u(t,z) = uo(Y(t,x)). (8.17)

Il est & noter que cette formule définit bien une fonction ug(Y (¢,2)) € L*((0, 00) X
R). Soit ’ensemble mesurable

E={(t,z) € (0,00) xR, wc(t,z) converge vers ug(Y (t,z)) lorsque € — 0}.

Nous allons montrer que pour tout ¢t > 0 fixé, on a que u,(t, z) converge vers ug(Y (¢, )
lorsque € — 0 pour presque tout x € R. Cela impliquera alors que E est de mesure
pleine, et ainsi que u,(t, z) converge vers ug(Y (¢, 2)) presque partout sur (0,00) x R
comme désiré.
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Soit donc t € R. On rappelle que par la proposition 8.10

(t,x) = Ve (W) gy
ue(t, ) fRde T (y )dy /Rduo(y)e Y

La fonction W, , est continue, satisfait pour tout z € R que ¥(y) ~ y?/(2t) lorsque
ly| — oo, et donc e~¥t= € LI(R). De plus, par le lemme 8.3, presque partout sur

(0,00) x R, la fonction ¥, , atteint un unique minimum en Y (¢, ) sur R. Le lemme
8.2 implique alors que u¢(t,z) — up(Y (¢, x)) lorsque € — 0. Cela finit I'étape 1.

Etape 2. Formule de Laz-Oleinik. La fonction W, , étant C! et atteignant son
minimum en Y (¢,z) on en déduit par (8.11)

0= W, (V(t.2)) = ug(¥ (1,2) — T2 )
Puisque up(Y (t,x)) = u(t, x) cela donne
u@@:x?“Q (8.18)

On a ainsi pour z > 0

—Y(t Yt Y(tx)—Y(t
u(t,x+z)—u(t,x):x+z t(’x+z)_x t(7$)22+ (,x)t (,x+z).

Puisque Y est une fonction croissante on en déduit que u(t, z + z) —u(t,z) < 7.

Etape 3. Propriétés de la fonction limite. Soit p € C([0,00) x R). Pour tout
€ > 0, u satisfait u. € L>(0, oo) x R) et donc

€
UeOpp + uﬁaz — —UOgy > dtdx = lim //
//[o,oo)xR ( T 2 v 710 J J[T,00) xR

Puisque ue € C*°((0,00) x R) et que ¢ est & support compact, en intégrant par
parties

1
// <u€at¢ + fug&,;gp - 6u68m<p> dtdz
[T,00)xR 2
= / ue(T,x)p(T, x)dx — // uE 4+ U Opte — Eamu6> pdtdx
R T,00) xR 2

:—/UE(T,SL')(,D(T,IL‘)dl'
R

ou l'on a utilisé que u, est une solution de (8.8) pour la derniére égalité. Puisque
u(t,z) — wo(x) lorsque ¢ — 0 pour presque tout z € R et que u € L, par
convergence dominée

lim uE(T,x)go(T,a:)dm:/uo(:r)gp(O,:U)d:E.
T—0 Jr R

En combinant les trois identités ci-dessus

// (ueﬁtgo + = 6zg0 ueamap> dtdz = —/ uo(x)(0, z)dx.
[0,00) xR 2 R

Enfin, on remarque que ||uc||poo((0,00)xr) < ||20]| oo (r) est borné indépendemment
de € par (8.10), et on rappelle que u(t,z) — u(t, x) presque partout par I’étape 1.
Donc,

1
lim / / <u68t<p + —u; 20,0 — ueamg0> dtdx = / (u@tcp + u26$g0> dtdzx.
e—0 [0,00) xR 2 [0,00) xR 2



70 8. SOLUTIONS FAIBLES DE L’EQUATION DE BURGERS

Ainsi, ff[o s0) xR (udrp + 2u?0,p) dtdz = — [ uo(2)(0,z)dx. Donc u est bien une
solution au sens des distributions de I’équation de Burgers (3.1). Par I'étape 2 elle
vérifie la condition d’entropie. Donc w est une solution entropique.

O

Le théoréme suivant est di & Kruzkov. La preuve que nous en donnons en
utilisant une approximation visqueuse est cependant différente de la preuve qu’il a
proposée.

THEOREME 8.1 (Existence d’une solution entropique de I’équation de Burgers).
Soit ug € L bornée. Alors il existe u € L*°([0,00) X R) une solution entropique de
l’équation de Burgers (3.1).

De plus, pour tout t > 0 les points de discontinuité de u(t,-) sont au plus dénom-
brable, et celle-ci est donnée par la formule de Lax-Oleinik

u@xﬁzax—Y@w». (8.19)

Remark 8.2 (Formule de Lax-Oleinik). Lorsque la donnée initiale est continue
la solution est donnée par deux formules :

u(t,x) = up(Y(t,z))
:%@—Y@@)

Lorsque la donnée initiale est seulement L la premiére ligne ne fait plus forcément
sens mais la seconde si.

PROOF. Soit ug, une suite de fonctions continues, bornée dans L, et qui
converge vers ug dans L! sur tout compact. Une telle suite existe toujours par
densité des fonctions continues dans LP pour tout 1 < p < oo (voir appendice de ce
cours). Soient Y et Y, les fonctions données par le lemme 8.3, et soit u,, la solution
correspondante donnée par la proposition 8.1.

Alors par (8.18) on a uy(t,z) = %(t’x) Par le lemme 8.3, on a que Y;, converge
presque strement sur (0,00) X R vers Y. Donc u,, converge presque stirement vers
la fonction
x—Y(t,x)

; .
De plus, pour tout n par (8.17) on a [[un| oo ((0,00)xR) < %00l oo (r)- Donc puisque
la suite u,, est bornée dans L on a a la limite

u € L*((0,00) x R).

Soit ¢ € C2°([0,00) xR). Alors puisque u,, est une solution au sens des distributions
de (3.1) on a

// (unatap + 1ui<9x<p> dtdx = —/ uon(2)p(0, z)dz.
[0,00) xR 2 R

En passant a la limite dans le membre de gauche par convergence dominée, et dans
le membre de droite puisque ug, — ug dans L' sur le support de ¢(0,-) on obtient

// (uatgo + 1u28xg0> dtdx = —/ uo(x)e(0, z)dx.
[0,00) xR 2 R

Donc u est bien une solution au sens des distributions. On peut également passer a
la limite presque stirement dans l'inégalité (8.7) et obtenir que u vérifie la condition
d’entropie.

u(t,x) =

(|
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2.4. Unicité des solutions entropiques.

THEOREME 8.3 (Unicité des solutions entropiques). Soit ug € L (R), et soient
u et v deux solutions entropiques de ’équation de Burgers (3.1) de méme donnée
initiale ug. Alors uw = v presque partout sur [0,00) x R.

Proor. Etape 1. Equation au sens des distributions pour la différence. On
pose w =u—v, et b= (u+v). On a alors :

u? — v? = 2bw.

Pour tout fonction test ¢ € C°([0,00) x R) on a par (8.2)

w2 w2
0= // (u—v)or + (— — —)pedtde
[0,00) xR 22

= // w(ps + by )dtdx. (8.20)
[0,00) xR

Etape 2. Régularisation de l’équation pour la différence. Soit x € C*(R) une
fonction positive telle que [ x = 1, et x*(z) = Lx(£). On pose alors u(t, ) =
xX(-) xu(t,-) et ve(t,-) = x(-) *v(t,-). Alors u, v sont C* par rapport a la variable
x, et

u® — u et v — v presque partout sur [0, 00) X R lorsque € | 0.
Un rappel de ces propriétés est dans le lemme 7?7 de 'annexe. De plus, par la
condition d’entropie (8.7) on a

1
€(t — lim —u €
us(t, x) lim ~u (x4 z) —u(x)

~lim X (u(z + 2z +y) —u(z+y)x(y)dy

z{0 z Jr
<lim1 zC(l—i—l) ‘(y)d
=00z Je ; X \y)ay
1

On pose bS, = 5(u® + v°), et donc I'inégalité ci-dessus donne

1
b < O+ ). (8.21)
On décompose (8.20)

0= // w(pr + by )dtdr + // w(b — b°)pydtdz. (8.22)
[0,00) xR [0,00) xR

Etape 3. Résolution du probleme dual régularisé. Fixons T > 0 et une fonction
U e CX((0,T) x R). On pose ¢° la solution de

of+ b, =T sur (0,7) x R,
o (T,z) =0 sur R.

Il existe en effet une unique solution qui est C*° par rapport a z. L’équation ci-
dessus étant une équation de transport linéaire inhomogéne, on peut appliquer la
méthode des équations caractéristiques vue dans la section 2 (voir aussi les exemples
des sous-sections 1.2 et 1.2). Pour (t,z) € (0,7") x R les lignes caractéristiques sont
les solutions y(t) de

(8.23)
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On note y(t,z) pour marquer le fait que y est en position = au temps t. On peut
vérifier que le théoréme de Cauchy-Lipschitz s’applique bien, et que y est C* par
rapport a la variable z. La solution de (8.23) est alors

T
o (t,z) = _/t U(s,y(s,x))ds. (8.24)

L’identité (8.22) devient

0= // wWdtdx + // w(b — b°)psdtdx. (8.25)
[0,00) xR [0,00) xR

Etape 4. Borne pour ¢, pour s < ¢t < T]. On affirme que pour tout s > 0 il existe
Cs > 0 indépendante de € telle que

| < Cs  sur [s,T] x R. (8.26)

Pour le démontrer, on va appliquer un raisonnement par principe du mazximum,
similaire & celui de l’exercice 1.1. On commence par différencier (8.23) par rapport
a x pour obtenir I’équation satisfaite par ¢g:

{ Oppy + 0005 + 0305 =W, sur (0,7) xR,

e (T,x) =0 sur R. (8.27)

(on a écrit 0y¢f a la place de ¢S, pour bien insister sur le fait que, de notre point de
vue, ¢ est I'inconnue de cette équation). On pose a(t, z) = et (t, x) et I'équation

(8.27) devient
{ ora + b0za + (b5, — Na = eMN, sur (0,7) x R,

a=20 sur R.

(8.28)

Soit maintenant (fp,zo) un point ou a atteint son maximum sur [s,7]. Ce point
existe en effet, puisqu’en remarquant que b¢ est bornée et que ¥ est a support
compact, alors ¢¢ = 0 pour tout |z| assez grand et donc a = 0. Trois cas sont a
considérer :

e Sity = s. Alors puisque a atteint son maximum sur [0,7] X R en (s, )
on a az(s,zg) =0 et a;(s,z9) < 0. Donc (8.28) donne

(b (s, 20) — Na(s, zo) > XU, (s, x0).

Puisque b° < C(1+ 1) par (8.21) alors (b5 — A) < —1 pour A assez grand.
L’inégalité ci-dessus implique alors

e)‘s\Ifw(s,xo) <

max a = a(s,zp) < AW, || s

[s,T]xR T bo(s, o) — A T
o Sity € (s,T). Alors on a az(s,z9) = 0 et a(s,x9) = 0. Le méme calcul
donne alors

Mow, (¢
max a = Wy (to, 20) < el|| W, -
[s,T]xR b (to, zo) — A

e Sity="T. Alors a(to, z9) = 0 par (8.28), et donc maxy, 7jxra < 0.

En combinant 'analyse de ces trois cas, on s‘apercoit que maxp, 7jxg @ < AWy | oo
Un calcul tres similaire, en considérant un minimiseur de a, montre que min, 7jxg @ >

—eM || W, || poo. Puisque a = eMS, cela implique (8.26).
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Etape 5. Borne pour ¢S, pour 0 < ¢t < 7. On affirme qu’il existe une constante
L > 0 tel que pour tout t assez petit:

/ |05 (t, x)|dz < L. (8.29)
R

En effet, soit 7 > 0 tel que ¥ = 0 pour ¢t < 7. Alors € est constante le long des
caractéristiques par (8.24) :

o(t,x) = (1, y(T,x)) pour tous (t,z) € [0,7] x R.

Soient des points zg < ... < xy et y; = y(7,z;). Alors

N-1 N-1
Do leltzivn) — et x| = Y lo(r, 1) — ot i)l
i=0 1=0

Puisque les lignes caractéristiques ne s’intersectent pas par Cauchy-Lipschitz, on a
que yo < ... < yn. En utilisant que

N
[Iflde= s S [f(w) - fa)
R NeN* xo<..<x N i=0
on obtient alors

/ 5 (1, 2)|de < / oS (ry)lde < C
R R

ot l'on a utilisé (8.26) et le fait que ¢° est a support compact pour la derniere
inégalité.

Etape 6. Fin de la preuve par dualité. Pour s > 0 on décompose (8.25) en

0= // wWdtda + // w(b — b°)pEdtdz + // w(b — b)p dtdz
[0,00) xR [0,s] xR [s,TTxR

/

1 11

Puisque w € L*([0,00) x R), [[¢[| Loo ((1s,11xR) < Cs et b — b presque partout par
les étapes 2 et 4 on a par convergence dominée que

I—0

lorsque € — 0. Puisque [[b°| oo ([0,00)xR) < [[0llLoo([0,00)xR) ON @ en utilisant (8.29)
que

|11 < // | @S |dtdx < 2L||w||pee ||b]|poeT — O
[s,T]x2[|w|[Loc[|b]| Lo R

lorsque 7 — 0. En combinant, on obtient que

0= // wWdtdx.
[0,00) xR

Puisque cela est vrai pour toute fonction test ¥ € C2°((0,00) x R) on en conclut
que w = 0 comme désiré.

O
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3. Resolution auto-similaire en temps long pour les solutions
entropiques

Considérons la fonction suivante pour p,q > 0 :

ult,z) = % pour — p\/% <z < Q\/i,
0 pour x € (—oo, —pv/t) U (qV/'t, o0).

Alors u est une fonction auto-similaire progressive, de la forme

o= o (3)

_ )y pour —p <y <gq,
‘I’P7Q(y) - { 0 pour y c (_OO, _p) U (q,OO) (830)

avec

LEMME 8.1 (Profil auto-similaire expanseur). Pour tous p,q > 0, la fonction

1 T
il il
o2
est une solution entropique de l’équation de Burgers (3.1) sur [tg,00) X R pour tout
to > 0 dans le sens ot pour toute fonction p € C°([tg,00) X R) on a

1 1 "
udyp + ~u*0y )dtdm:_/\p T\t 2)d.
//[to,oo)xR ( e 2 L4 R \/% p,q(\/t—O)SO( 0 )

Cela est une conséquence du lemme suivant.

LEMME 8.2. Soitu € L°°([0,00)xR), et 1, ..., 7~ des courbes C ne s’intersectant
pas. On suppose que

(i) Solution classique en dehors des courbes de discontinuité. u € C'*([0, 00) x
R\ UY {(t,7:(t))}) et est une solution classique de l’équation de Burgers
(3.1) sur cet ensemble.

(ii) Condition entropique aux courbes de discontinuité. Pour toutt > 0 on a
que les limites limpy u(t, v;(t) +h) et limp,| u(t,v:(t) +h) sont bien définies,
avec

lin u(t,vi(t) + h) = lim u(t,vi(t) + h).

(iii) Condition de Rankine-Hugoniot pour la propagation des singularités. Pour
tout 1 <¢ < N:

340 = 5 (e () + 1)+ a0+ ).

Alors u est une solution entropique de ’équation de Burgers

PROOF. La preuve est laissée en exercice. Indication : il suffit de savoir traiter le
cas d’une seule courbe de discontinuité N = 1 ot 'on pourra utiliser des intégrations

par parties.
([

PREUVE DU LEMME 8.1. La fonction u(t, z) = ﬁ\IJ(%) a deux courbes de dis-

continuité en vy (t) = gv/t et en v_(t) = —pv/t. Pour < y_(t) et & > v (t), u est
bien une solution classique de I’équation de Burgers. Pour y_(t) < z < v4+(t) on a
que

— 1
atu—kuaxu:i-kx =

2o =0
t2 ti
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et donc u est aussi une solution classique. Enfin, aux courbes de discontinuités, on
a
o= Loy = L imt s (8) + B) + tmout, ve (8) + B)
oot 20t 2\ hto T nio 0 TE
et de méme en y_. Donc la condition de Rankine Hugoniot est vérifiée. La condition
d’entropie est également vérifiée. On obtient alors le résultat désiré en combinant
le lemme 8.2 et I'invariance par translation temporelle de I’équation (lemme 3.1.)

O

THEOREME 8.1 (Résolution auto-similaire des solutions faibles). Soit ug €
L®(R) & support compact. On pose*

y
p? =2 min/ uo(x)dx > 0,

yeR o0
oo
= 2max/ uo(x)dx > 0. (8.31)
yeR y

Alors
x

1
u(t,z) = %\Ilpﬁq <\/Z> +u(t,x) (8.32)

avec, pour une constante C > 0,

C
v, Mpw < —+ —0 lorsque t — 0. (8.33)

Vit

Remark 8.2. On vérifie par un changement de variable et un calcul explicite

que H%\I'pﬂ (W) lrw)y = pZ;qZ) est indépendent du temps. La décomposition

(8.32) et la borne (8.33) assurent donc qu’a 'ordre principal, dans L!, u converge
vers Wy, ..

Ce théoréeme rappelle la résolution auto-similaire des singularités obtenues dans
le théoréme 3.1. Les deux régimes ¢t T 7T lorsque 1" est un temps singulier, et ¢t — oo
pour une solution globale, sont ce que I'on appelle des régimes asymptotiques. On
a donc une propriété commune au comportement prés des singularités et en temps
long : les solutions deviennent auto-similaire & I'ordre principal !

Proor. Etape 1. Borne uniforme sur u. On affirme qu’il existe C' > 0 telle
que

lu(t, z)| < < presque partout. (8.34)

Vit

En effet, on rappelle que par la formule de Lax-Oleinik (remarque 8.2)

—-Y(t
u(t,z) = xt(“") (8.35)
ot Y (t,x) est le minimiseur de la fonction
2
T —y
Pia(y) = Uo(y) + (Qt)

On calcule qu’en y = x on a

U,.(y) = Uo(x) < / o,

LComme wuo est a support compact, JY. uo = 0 pour y assez négatif, et fyoo uo = 0 pour y

assez grand. Donc on a effectivement minyer [Y_ uo(z)dz < 0 et maxycr f;o uo(z)dx > 0.
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et que pour |y — x| > 24/t [ |uo| on a
2 tf\uo
Wia(y) > Uoly) + > = [ 1wl +2 [ 1wl > [ fuol.

Donc Y (t,z) € [x — 24/t [|uol,z + 24/t [ Jug|]. Alors par (8.35) on a |u(t,z)| <

1 24/ [ uo]
tHz = Y(t,2)| < i

ce qui démontre (8.34).

Etape 2. Localisation du support. On a que ug(z) = 0 pour tout |z| > R car ug
est & support compact. On affirme qu’alors

u(t,z) =0 pour z € (—00, —R — pVt) U (R + qV/t, 00).
En effet, fixons © > R + ¢v/t. Si y > R on a de par le support compact de ug

Uo(y) = /Oy up(z)dz = /OOO ug(2)dz =: Uy .

Ainsi,
N2
Wiaty) = UF + T >
avec égalité pour x = y. Si y < R alors
2 2 2
x—y gVt q
W) = Uolw) + C 2 s vy + Y~ ) 4 L

2t
Soit yo € [—R, R] un point en lequel Up(yo) = min,er Up(z). Alors en écrivant
z) = [y uo — [ ug et en utilisant (8.31) on s’aperoit que

U, U+ ¢
1 == — T .
minUo(z) = Uy = 3
Donc Up(y) > Uy — —q; et alors

2 2

Uia(y) > Ui =5+ 5 > UF-

Donc le minimum de W, est atteint en z, c’est-a-dire Y'(t,z) = z. En utilisant

la formule de Lax-Oleinik (8.35) on trouve donc u = 0. Le cas z < —R — p/t est
similaire et nous 'omettons.

Etape 3. Borne sur'Y dans la zone intérieure. Soit € = % Alors on affirme qu’il
existe A assez grand tel que pour tout t assez grand,

size |-R—pVt(l—e), R+ qVt(l —¢) alors |Y (t,x)| < R. (8.36)

Nous allons d’abord démontrer ce résultat si p,q # 0. Puisque Y (¢,-) est une
fonction croissante d’aprés le lemme 8.3, alors il suffit de montrer que Y (¢,2_) > —R
et Y(t,7,) < Rpourz_ = —R—pVt(1—¢) et 2+ = R+qv/t(1—¢). Nous montrons
ceci seulement pour x4 puisque la preuve pour x_ est similaire.

On a vu a I’étape 2 que

U0y (y) > USF pour y > R.
On rappelle que yo € [ R, R] est un point tel que Up(yo) = Uy — %. Alors

2 2
q T+ — Yo
‘ljt,:c+(yo):U6r—2+( +2t ) .
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Si g > 0, on calcule que

_£+M:_qj+ (R+qVt(l —¢) —y0)?

2 2t 2 2
22 (R—1yo)(R t(1—¢) —
O G €k +avt(l —¢) — yo)
2 2t
2A  ¢*A%  2R(2R t
< _TA A (2R + qV/1)
Vioo2t 2
<0

si A a été choisit tel que ¢?A > Rq, puis t a ensuite été choisi assez grand. Donc
\Ijt,x+ (yO) < U0+

Donc le minimiseur de W; ,, est < R, ce qui signifie Y (¢,21) < R comme désiré.

Cela démontre (8.36) si p,q # 0. Si l'un de ces deux nombres est nul, alors
par densité il existe une suite ug, & support compact, bornée dans L*°(R), avec
Ug,n, — up dans L', et p,, g, # 0. On applique alors le résultat précédent a Ug p, €t
(8.36) s’obtient pour u par passage a la limite n — oo grace au Lemme 8.3.

Etape 4. Fin de la preuve. On pose v = u — %\Ilnq(%). On a par I'étape 2 et la

formule (8.30) que
v(t,z) =0 pour z < —R —pVtet x> R+ qVt.
On a par I'étape 1 et la formule (8.30) que

!

plta) € % powr s € [~R—pVho] Uler R +aViL
On a par I'étape 3, la formule de Lax-Oleinik (8.35) et (8.30) que pour
r—=Y(tx) z| R
lv| = — 7|7 pour x € [z_,z4].

On d’ecompose donc
[vllzr =1l L1 ((—oo - RepvBU(REavE0) T IV L1 (= Repvie Uty Rgva) T VL 2y

C’ R
<0+ H%HLl([_R_p\/z,m,]U[er,RJrq\/ﬂ) + ”?HLl[x_,um_]

~ (epvi+eavd) + Loy — o)
=— € € — —r_
NG p q ;O
C/(p + q>A R C/I/
< L 2R+ (p+ gVt < —=
Ny  ( (p+a)Vt) 7
ce qui clot la preuve du théoréme.
O
3.1. Exercices.
EXERCICE 8.1. On considére ’équation de transport linéaire
Owu(t, z) + b(z)0yu(t,z) =0, t>0etxeR, (8.37)
u(0,x) = up(z), z € R. '

On fait Uhypothese que b € CL(R), et que les fonctions b et %b sont bornées sur R.
Pour X € R on note y(t, X) la solution de

{ y@zzf}))():—xé(y(t, X)), (8.38)
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On admet les résultats de l'exercice 2.3 : pour tout t > 0 la fonction X — y(t, X)
est un Ct difféomorphisme sur R et on note y~1(t,-) son application inverse, et pour
ug € CH(R) il existe une unique fonction u € C([0,00) x R) qui est une solution
classique de (2.20) qui est donnée par la formule :

u(t, z) = ug(y~L(t, z)). (8.39)
On définit les solutions de (8.37) au sens des distributions comme suit :

Définition : Pourug € L*(R), on dit que u € L*([0,00) X R) est une solution
au sens des distributions de (2.20) si

d
/[0700)XR u(t, x) <3t¢(t,£6) + %b(:c)d)(t,x) + b(x)ax(;ﬁ(t,x)) dtdz = —/]Ruo(x)¢(0,$)d$

pour toutes les fonctions test ¢ € C([0,00) x R). Cet exercice démontrera le
résultat suivant :

Résultat : pour toute fonction ug € L°(R) il existe une unique fonction u €
L>([0,00) X R) qui est une solution au sens des distributions de (2.20) et elle s’écrit
u(t, ) = u(y~'(t,z)).

(1) Soit ug € CH(R) et u € C*([0,00) x R) bornées. Montrer que u est une
solution classique de (8.37) si et seulement si c’est une solution au sens
des distributions de (8.37).

(2) Soit ug € L>*(R). Soit ug,, une suite de fonctions telle que ug, € C*(R),
que (uon)nen est bornée dans L°(R), et que ugpn(x) = uo(z) lorsque n —
oo pour presque tout © € R. Soit u, les solutions classiques correspondantes
de (8.37). Montrer que u,, est bornée dans L*°([0,00) x R) et que

Un (t, ) — uo(y (¢, 1))

pour presque tout (t,z) € [0,00) x R.

(3) Soit ug € L=¥(R). Montrer que la fonction u(t,x) = ug(y~1(t,z)) est une
solution au sens des distributions de (2.20).

(4) Soit ¢p € C([0,00) x R). Soit T' > 0 tel que ¥(t,x) = 0 pour tout t > T
et x € R. Montrer qu’il existe une solution classique de

Dip(t, ) + b(2)Dp(t, ) + Lb(2)P(t, x) = (¢, ), t>0etzeR,
(]5(T,IL‘) =0, z € R.

qut s’écrit

T

o(t.) = [ exp ( / (jfpb<y<t",y-1<t,x>>>dt") Dty (1))

(5) Soit u une solution au sens des distributions de (8.37) pour ug = 0. Mon-
trer que

/ u(t, z)(t, z)dr =0
[0,00) xR

pour toutes fonctions 1 € C°([0,00) x R). En déduire que u = 0 presque
partout.
(6) Démontrer le résultat annoncé.

EXERCICE 8.2. Démontrer le lemme 8.2.
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EXERCICE 8.3. Pour ug € CY(R) bornée, on consideére la solution classique
u € CH[0,T) x R) de I’équation de Burgers (3.1) et la solution entropique v €
L>((0,00) x R) du théoréeme 8.1 donnée par la formule (8.19). Montrer que
u(t,z) = v(t,x) pour (t,x) € (0,T) x R.
EXERCICE 8.4. Soit ug € L>®(R).
o Montrer que Y défini dans le lemme 8.3 satisfait
¥ (t2) — | < thuoll =y
o Soient ug,vg € L>®(R) avec ug(x) = vo(z) pour presque tout = € (a,b).
Posons ¢ = max(||ug||ree, ||vol|p=). Alors les solutions entropiques corre-
spondantes u et v de l’équation de Burgers (3.1) du théoréme 8.1 données
par la formule (8.19) satisfont

b—
u(t,z) = v(t,z) pour presque tout t < Cetae (a+ct,b—ct).

On appelle cette propriété la vitesse de propagation finie.

EXERCICE 8.5. Soit ug € L>®(R) et u € L>®([0,00) xR) une solution au sens des
distributions de l’équation de Burgers (3.1). On suppose de plus que u est continue
sur [0,00) X R et qu’il existe une fonction continue positive R telle que u(t,z) =0
pour tout |z| > R(t). Montrer que

/ u(t,z)dr = / uo(x)dx pour tout t € [0, 00).
R R

On dit alors que la masse est une quantité conservée. (Indication : on pourra
essayer de trouver une suite de fonctions ¢, bien choisie dans (8.2))






CHAPTER 9

Outils d’analyse harmonique III : Décomposition de
Calderén-Zygmund et integrales singuliéres

Dans ce chapitre, on cherche & étudier des opérateurs définis comme la convo-
lution avec un noyau K. Si K € L'(R") alors en appliquant I'inégalité de Young
(4.14) Vopérateur T' donné par

T(w)(w) = | Kl - )dy
est bien défini pour toute fonction v € LP(R™) pour 1 < p < oo, et T est un
opérateur continu de LP(R™) dans LP(R™). Malheureusement, certains opérateurs
sont donnés par la convolution avec un noyau qui n’est pas L. Cest le cas de la
transformée de Hilbert en dimension n =1 :

1 .. 1
M) = i [l =)y

et de la transformée de Riesz en dimension n :

1 . Yj
Ri()@) = gl [ e vy
otl |B,_1| est le volume de la boule unité de R"~!. Ces opérateurs apparaissent
fréquemment car ce sont des opérateurs d’ordre 0 (nous rencontrerons la transfor-
mée de Riesz au chapitre 11). Nous allons voir dans ce chapitre comment de tels
opérateurs, avec des noyaux presque dans L' (puisque la fonction |z|~™™ est presque
dans L!'(R™)) agissent sur les espaces de Lebesgue.
Soit donc K une fonction définie sur R”\{0} satisfaisant

sup/ |K (z)|dx = A1 < 0. (9.1)
R>0JR<|z|<2R

Cette condition est en particulier vérifiée si sup,epn [|"|K ()| < co. Sil’on suppose
de plus qu’il existe une suite ¢; | 0 telle que

lim K(x)dx =L € R,
J70 g <z <1
alors pour toutes fonction u € C2°(R™), 'opérateur
T(u)(z) = lim K(y)u(z —y)dy
I700 Jly|>0;

est bien défini. En effet, on remarque que pour d; < 1 on peut décomposer

/ K(y)ulz — y)dy = u(z) / K(y)dy + / K(y)(ulz — y) — ulx))dy
ly|>6; 05 <|yl<1 d;<Jyl<1
+ K(y)u(z —y)dy.

ly[>1
81
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Ainsi, en passant a la limite j — oo,
T(u)(x) = Lu(z) + y K(y)(u(z —y) — u(z))dy + y K(y)u(z —y)dy. (9.2)
yl<1 y|>1

On vérifie effectivement que la premiére intégrale converge absolument car |u(z —
y) — u(x)| < Cly| puisque u € C* et donc en utilisant (9.1),

[ KOt - stenlay= 3 [ K()(u(e — ) - u(z)ldy

kez, k<02 1<|y|<2k
<c > | Kooty ¢ 3 o (v)ldy
ez, k<o 2" <lyl<2" kezZ, k<o 72" 1<|y‘<2k
<C Z 2k A, =20 4,.
keZ, k<0

La seconde intégrale converge aussi absolument en utilisant que v € CZ°, (9.1), et
un calcul similaire.

On dira que, pour un noyau K satisfaisant la condition, un opérateur 7' est
représenté par le noyau K en dehors de lorigine si il s’écrit sous la forme (9.2).

1. Décomposition de Calderon-Zygmund

Un cube dyadique @ de R™ est un ensemble de la forme

Q = [28my, 28 (my + 1)) x ... x [28my,, 28 (m,, + 1))
pour m € Z" et k € Z. Ses cotés ont la méme longueur 2%, son volume et 2¥7, et son
centre est (2(mq + 1), ...,2%(m,, + 1)). On remarque que si @ est un cube dyadique
de longueur 2%, alors @ contient exactement 2" cubes dyadiques de longueur 2+~1,
et est contenu dans un unique cube dyadique de longueur 251, Egalement, si Q et
Q' sont deux cubes dyadiques, alors soit Q) et Q" sont disjoints, soit un de ces deux
cubes est contenu a 'intérieur de l'autre.

THEOREME 9.1. Soit f € L'(R™) et a > 0. Alors on peut décomposer
f=g+0 (9.3)
ot g satisfait g € L' N L™ avec
loll o wny < N fllrmny et lgllpoomny < 2% (9.4)

et ou b = Ej bj, pour un nombre fini ou dénombrable de fonctions b; qui sont
supportées sur des cubes dyadiques disjoints (Q; avec

1
> 1R < 1Sl (95)
J
et qui satisfont
1
/bj(x)dajzo et /|bj(x)|dx < 2", (9.6)
Q]

Proor. Etape 1. L’algorithme de séléction. On commence par prendre ko € Z tel

que 20" > =1 f|| 1. On appelle les cubes dyadiques de longueur 2% les cubes de
génération 0, et ils satisfont

1
@/Q\f(x)\dx <a. (9.7)



1. DECOMPOSITION DE CALDERON-ZYGMUND 83

On divise chaque cube de génération 0 en 2 cubes de longueur 201, qu’on appelle
cubes de génération 1. Si @ est un cube de génération 1 tel que

1
@/Q |f(z)|dz > « (9.8)

alors on le sélectionne. On note S; 'ensemble des cubes de génération 1 sélectionnés.
On itére alors 'algorithme. Chaque cube de génération 1 qui n’a pas été sélectionné
est divisé en 2" cubes de longueur 2802 qu’on appelle cubes de génération 2. Si un
cube de génération 2 satisfait (9.8) on le sélectionne, et on note Sy l'ensemble des
cubes de génération 2 sélectionnés. On construit ainsi de suite les ensembles S; des
cubes de génération ¢ € N. L’ensemble des cubes sélectionnés est dénombrable, et
on I'écrit sous la forme U;jenS; = {Q;}jes avec J C N. On pose alors

by(r) = (f(aa) a1 /. fw ) 1o, (@), 99)
b= Z]- bj et g = f —b. On remarque que
_ [ f(@) si z ¢ Ujes@Qj,
9(x) = { @ fQ]‘ fly)dy six € QJJ poér un j € J. (9.10)

Etape 2. Propriétés de la décomposition pour b. Soit (Q; un cube sélectionné. Alors
la premiére identité de (9.6) découle directement de (9.9).

Puis par définition de I'algorithme, (); a été obtenu en divisant un cube @j de
longueur deux fois plus grande qui n’avait pas été sélectionné. En utilisant d’abord
que Q; C @j et |@J| = 2"|Q;|, puis en appliquant (9.7) a @j on obtient

1
— |f(x)|d x)|dx < 2"« (9.11)
Qi1 Jo, |Qg!
et donc
1
f M. 9.12
11 Jo, (y)dy (9.12)
En injectant (9.11) et (9.12) dans (9.9), on en déduit
1 n+1
[bj(x |d$<f [f@)l+ |57 [ fu)dy| | de < 2" a

Cela démontre la seconde inégalité dans (9.6).
Ensuite, on remarque que les cubes sélectionnés sont disjoints par définition
de I'algorithme. Chaque cube sélectionné (9.8) satisfait [Q;| < éfQ |f(z)|dz par
J

(9.8). En sommant,
Yo < Z/ olde <2 [ 1f(@)ds

ce qui démontre (9.5).

Etape 3. Propriétés de la décomposition pour g. Si x ¢ UjesQ;, alors dans
lalgorithme aucun des cubes qui contiennent x n’a été sélectionné. Cela signifie
qu’il existe une suite de cubes dyadiques Q° D Q' O ... D Q™ D ... tels que pour
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tout m € N, Q™ est un cube de génération m non sélectionné et z € Q. En ap-
pliquant le théoréme de différentiation de Lebesgue, dans sa version avec des cubes
donnée par 'exercice 5.2, on a

pour presque tout z ¢ Ujen@;. Comme |Q71m\ me |f(y)|dy < a car Q™ n’a pas été
sélectionné par (9.7), alors | f(z)| < a. Donc |g(x)| = |f(z)| < a par (9.10).
Si z € @y, alors par (9.10) et (9.12) on a |g(z)| = ‘@f% f(y)dy’ < 2"a. En
combinant, on obtient ||g||r < 2"« ce qui est la deuxiéme inégalité de (9.4).
Enfin, on décompose par (9.10):

Jrowiee= [ lo@hars [ gt

_ /(uij)C f(@)lde+ > /Qj f(w)d

JjEN

< [1r(@)do

ce qui démontre la premiére inégalité de (9.4).

2. Opérateurs a noyaux singuliers

Sous quelles conditions un opérateur 7" associé a un noyau K est-il continu sur
LP 7 Le théoréme suivant affirme que sous une hypothése de régularité pour K
appelée condition d’"Hérmander, alors s’il existe un p > 1 pour lequel cet opérateur
est continu sur LP, alors il est continu pour tout p € (1, 00). Ce résultat est pratique
. il suffira donc de vérifier la continuité sur un seul espace LP pour I’obtenir sur tous.

THEOREME 9.1. Soit un opérateur T représenté par un noyau K satisfaisant
(9.1) en dehors de lorigine, i.e. sous la forme (9.2). On suppose que K satisfait la
condition dite d’Hérmander

Sup/ |K(x+vy)— K(x)|de =A< 00 (9.13)
y#0 Jz|>2]y|

et on suppose de plus qu’il existe 1 < p < oo tel que T est continu sur LP avec
1T (u)l|r < Bllul|e-
Alors pour tout q € (1,00), l'opérateur T est continu sur L1 avec

1
IT(w)llze < C(n) max(q, -—)(A + B)l|ulla (9.14)
ot C(n) est une constante dépdendant seulement de la dimension, et T est continu
de L' dans L' faible avec
1T (W)l 100 < C(n)(A+ B)llul - (9.15)

PROOF. Dans la preuve, C désigne une constante qui peut changer d’une ligne
a Pautre, mais qui dépend ne dépend pas des fonctions en jeu.

Etape 1. Continuité de L' dans LY. Soit v € L'. Soit a > 0. Soit v > 0 qui
sera fixé plus tard. On applique la décomposition © = g + b du théoréme 9.1 avec
paramétre ya. On a alors puisque |Tu| < |T'g| + |Tb| que

{z, [Tu(@)| > a}| < {z, [Tg(x)] > a/2}| + {z, [Tb(z)] > a/2}[.  (9.16)
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Estimation des ensembles de niveaux pour g. Par (9.4) et I'inégalité de Holder on
ag e L avee gl < lgl"lgli="" < Jull ¥ (2"9@)' /7. Par hypothse du
théoréeme on a alors ||T'g||r < C’BHquL/lp('ya)lfl/p. En appliquant la proposition
4.2 on a donc

{z, [Tg(x)

ITgl7» < 02(”“) VP Bl 1. (9-17)

1
— (3P
Estimation des ensembles de niveaux pour b. On rappelle que b = »_ b;1g,. Soit

B; la boule de méme centre que Q;, et de rayon /nf; ou ¢; et la longueur d’une
aréte de @;. On a

{z, [Tb(z)| > a/2} = {z € U; By, [T(x)] > a/2}|+[{z € (U;B;)*, [Tb(z)] >(g/128})!-

Le premier terme est majoré par
-1
g
{o € U;B;, ITh(@)| > a/2} <D |Bj| <C ) Q| <C-—llullpr (9.19)
J J

en utilisant (9.5) pour la derniére inégalité. Pour le deuxiéme on applique I'inégalité
de Bienaymé-Tchebychev :

2
o€ (OB M) >0/ <2 [ (Th@)lds
z€(U; By)
>
2 2 L T
< 22/ \Tb; ()| da (9.20)
@7 JaeBs

Fixons maintenant j et y; le centre de @);. Pour z € Bf onax ¢ Q; donc bj(z) = 0.
En utilisant (9.2) puis fQj bj = 0 on écrit
i) = [ Kby = [ (K@)~ Kz )by
i i
Pour tout y € @; on a 2|y — y;| < /nf; et pour tout x € Bf on a |z — y;| > /ntj,
et donc 2|y — y;| < |z — y;|. Par Fubini,

/ |ﬂmmuxs/ ) [ 1K@ —y) - K@ — yy)lde
xGB;

yeQ; xGB;

—[ bl [ K- - K@)
yeQ; x> /1t

g/'\ww/’ K(z+y; —y) - K(2)|de
yeQ; || >2|y—y;|

<A 16(v)]
YEQR;

ot 'on a utilisé (9.13) pour la derniére inégalité. En injectant cette inégalité dans
(9.20) on a

{z € (U;By)°, [Th(z)| > a/2}| < AZ/ *AHbHLl < AHUHLl
(9.21)
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ou 'on a utilisé que ||b]| ;1 < |lullp1+ gl < 2||lullrr par (9.4) et (9.3). En injectant
(9.19) et (9.21) dans (9.18) on obtient

Hz, [T(2)] > a/2}] < éC(’fl + A)full 1 (9.22)

Estimation des ensembles de niveaux pour u. En injectant (9.17) et (9.22) dans

(9.16), puis en choisissant 4 = 2=(*1) B=1 i] vient
1 1
Hz, [Tu(z)] > ajf < 50(2(““”“07”_1373 7+ Al < ~C(B + Al

Cela démontre (9.15).

Etape 2. Continuité de L7 dans LY. Puisque T est continu de L' dans L1
avec (9.15) et de LP dans LP avec ||Tul|r < Bllu||rr, en appliquant les théorémes
d’interpolation de Marcienkiewicz et de Riesz-Thorin, sous la forme du résultat
énoncé dans 'exercice 4.2, on a pour tout 1 < ¢ < p que T est continu sur L? avec
1
q—1
En outre, on remarque par (9.2) que pour deux fonctions u et v, en faisant un
changement de variable,

/ Tu(z)o(@)ds = / ()T o)

avec T* I'opérateur représenté par le noyau K (—z) et méme constante L. Le noyau
K (—) satisfait aussi (9.13). Comme T est continu sur L, par dualité T* est continu
sur LP' pour p’ I'exposant de Lebesgue conjugué de p avec | T*ul|;,» < Bllul| . En
appliquant (9.23) a 'opérateur T*, on a pour tout 1 < ¢’ < p’ que T* est continu sur

L7 avec IT*ull o < C(:25)7 (A + B)|lul| o Par dualité, pour tout p < ¢ < oo,

|Tullze < C(——)5(A+ B)|ull s (9-23)

q—1
T est donc continu sur LY avec
1 1 g=1
[Tul|re < C(q, —) 7 (A+ Bllullze = Clg—1) ¢ (A+ B)lul|La. (9.24)
1
En combinant (9.23) et (9.24), et en utilisant que (q%l)q < max(qfll,q) et (¢ —

g=1

1)qq < g, on obtient I'inégalité désirée (9.14).



CHAPTER 10

Outils d’analyse harmonique IV : Théoréme des
multiplicateurs d’Hormander Mihlin

1. Multiplicateurs de Fourier

Ajouter une introduction sur les multiplicateurs de Fourier. Donner
des exemples.

2. Théoréme d’Hormander-Mihlin

Pour un multi-index o € N on écrit 9%f = 0g!...097 f et |a| = a1 + ... + an.
On écrit |z] la partie entiére d’un nombre réel.

Soit m une fonction a valeur complexes sur R™. On dit que m satisfait la
condition de Mihlin s’il existe une constante A telle que m

9%m(€)| < Ale|le! (10.1)

pour tout multi-index o avec |af < |§] + 1 et tout & € R"\{0}. On dit que m
satisfait la condition d’Hérmander s’il existe une constante A telle que

sup R~ 2l |0%m(€)|2de < A2 (10.2)
R>0 R<|¢|<2R

On remarque que si m satisfait la condition de Mihlin (10.1), alors m satisfait la
condition d’Hérmander (10.2) quitte & multiplier A par une constante qui ne dépend
que de la dimension. La condition d’Hérmander (10.2) est donc plus générale que
celle de Mihlin (10.1).

THEOREME 10.1. Soit m une fonction a valeur complexes sur R™. On suppose
que m est une fonction bornée qui satisfait la condition d’Hormander (10.2). Alors
lopérateur

T(u) = F~H(m(&)F (u))

est continu sur LP pour tout 1 < p < 00, et l'on a
1
1T (u)]|z» < C(n) max(p, F)(A + [[m]lzee).

ou C(n) est une constante dépendant de la dimension uniquement.

PRrOOF. Dans la preuve, C' désigne une constante qui peut changer de valeur
d’une ligne a I'autre mais qui dépend seulement de la dimension.

Etape 1. Partition dyadique en fréquence. Soit y € Cg° une fonction telle que
x(€) = 0si[¢] < 1/2 ousi|€] > 2, et telle que Zjezx(Z_jg) = 1. On pose
X;(§) = x(277€), m;(€) = x;(§)m(§) et K;j = F~'(my;). Alors
m(€) =) m;()
JEZ
87
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Pour J € N on pose (avec un léger abus de notation) mj(§) = Z}-]:ﬁ, m;(€),
K; = F Ymy) et Ty(u) = F Y (myF(u)). Alors K; = EZJ K, et puisque la
transformée de Fourier échange produit et convolution

J

Tj(u):KJ*u:ZKj*u.
—J

Comme m; est une fonction bornée, a support compact, on a K; € C*(R"). De
plus, comme m;(0) =0 on a
Kj(x)dz = 0.
RTL
Etape 2. Continuité et approzimation sur L?. Soit v € L%. Alors par Parseval on
a

1T (W)llz2 = [[F(T(w)llrz = [m(&)F(w)llrz < [[mllze | F (w)l[r2 = lIml| Lo [[ull 2.
Donc T est continu sur L2. De plus, on a de maniére similaire par Parseval
1Ty (uw) = T(w)ll g2 = [|(my — m)Fullz — 0

lorsque J — oo car my — m — 0 presque partout et Fu € L?. Donc pour toute
fonction u € L?, on a que
Tu= lim Ky *u, (10.3)
J—o0

la limite ayant lieu dans L2.

Etape 3. Estimation sur les noyauz K. On affirme qu’il existe C' > 0 telle que

[ K5\ lal 4 2lel) Ve < €4 (10.4)

2 / VK277 ||t + 27 |2|)Y4dz < CA. (10.5)

pour tout j € N. En effet, pour j = 0, on a pour tout multi-index |a| <[5 +1, en
utilisant la formule de Leibniz pour la différentiation,

|0%mg| = |0%xm| < C Y |0™x][0™ml.
al1tas=«a

Donc, puisque x(£) = 0 en dehors de 'anneau {1/2 < |£| < 2} et que x est une
fonction C'*° on a

/ 10%mo(€)|?de = / 0*mo(§)PdE < C Y / |9%2m|2de < C A%
R" /2<\§|<2 as<a 1/2<|€|<2
(10.6)

ott 'on a noté as < a si ap; < pour @ = 1,...,n, et ot 'on a utilisé (10.2) pour
la derniére inégalité. Soit ng = |5 | 4 1. Par Cauchy-Schwarz,

211 )1/
[t o s = [ 1+ eyl S

< (/(1 + |m’)2n°|Ko(a:)|2>; (/n \(!Z«"l\i E\’)J;Bom dx>5

<c ( Jax |a:|2”°>u<o<:fc>|2>é
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ot I'on a utilisé que (1 + |2])?"0 < C(1 + |z|?*™) pour une constante C' > 0, et que

2no—1/2 > n+1/2 et donc la fonction %

note 2% = ' X ... x 2. Alors 1+ |z|** < C 2 lal<no 22%. Par Parseval, et puisque

est intégrable. Pour a € N", on

la transformée de Fourier échange la multiplication par x; avec la différentiation 0O¢,,

/ (1L+ o) Ko@)l < C S / K (z)ds=C Y / 0%mo(€)Pde < CA®

|| <no lee|<no

ou l'on a utilisé (10.6) pour la derniére inégalité. En combinant les deux inégalité
ci-dessous, on obtient

/\Ko(x)](m_l Fla)4dz < CA.

Les estimations pour Kj s’obtiennent alors a partir de la méme estimation que
pour K et d’un changement d’échelle. En effet, on pose Kj(z) = 277K;(277x) et
m; = FK;. Alors F(K;)(€) = x(§)m(277€). On vérifie alors par (10.2) que 7i;
satisfait la méme estimation (10.6) que mg. Donc [ |K;(x)|(|z|~! +|z|)"/*dx < CA.
En changeant de variable, on obtient [ |K;(z)|(277|z|~! + 27|z|)}/*dzx < CA. Cela
démontre (10.4). La démonstration de (10.5) est similaire.

Etape 4. Passage a la limite pour les noyauz. Nous affirmons que

lim Kj(z)de =L eR (10.7)

J—o00 lz|<1

qu’il existe une fonction mesurable K telle que Ky converge vers K presque partout,
et qu’il existe C' > 0 telle que

sup/ |Kj(z)|de < CA (10.8)
R>0 JR<|z|<2R

pour tout J € N, et telle que

sup/ |K(x +vy) — K(x)|de < CA. (10.9)
Y70 Jz|>2ly|
En particulier, par (10.8) et le lemme de Fatou on a
sup/ |K(x)|de < CA (10.10)
R>0J R<|z|<2R

Finir la preuve en utilisant la localisation (10.4) qui est plus précise que
Grafakos.

Etape 5. Fin de la preuve. Soit u € C°(R"). On a
7)0)(e) = [ Kstwyuta —)dy

= Kj(y)u(z —y)dy + Kj(y)u(z —y)dy
ly|<1 ly|>1

- < | |<1KJ(y)dy> u(z) + | KlKJ(y)(u(x—y) — u(z))dy + " Kj(y)u(z — y)dy

On peut passer a la limite J — oo dans chacun de ces termes, en utilisant (10.3)
pour le membre de gauche, et pour le membre de droite (10.7) pour le premier
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terme, ainsi que u € C2° et que K; converge vers K presque stirement et la borne
uniforme (10.8) pour les second et troisiéme termes, ce qui donne

T(u)(z) = Lu(z) + K(y)(u(z —y) —u(z))dy + K(y)u(z —y)dy.
ly[<1 ly|>1
Cette identité est (9.2), c’est-a-dire que T est représenté par le noyau K en dehors de
origine. Comme T est continu sur L? avec norme d’opérateur ||m||z e par I'étape
2, et que K satisfait la condition d’Hérmander (9.13) par (10.9), on peut appliquer
le théoréme 9.1, ce qui donne le résultat désiré.
[l



CHAPTER 11

Le probléme de Cauchy pour le systéme de Keller-Segel

Dans ce chapitre, nous introduisons la derniére équation du cours. Celle-ci fait
intervenir conjointement tous les effets vus jusqu’alors, et contient des termes de
diffusion, de transport quasilinéaire et de réaction.

Le systéme de Keller-Segel est

up = Au— V.(uV,),
—Ad, = u, (t,x) € [0,T) x R" (11.1)
u(0,z) = up(x)

d’inconnue le couple (u, ®,). On a utilisé¢ la notation V.f = 0y, f1 + ... + Ou,, fno
pour 'opérateur de divergence. C’est un modéle pour ’évolution d’une densité de
bactéries u. La premiére équation modélise deux effets simultanés : la diffusion
dans l'espace et le déplacement dans la direction du gradient de la concentration ®,,
d’un marqueur chimique qu’elle relache dans son environnement. En supposant que
la sécrétion du marqueur chimique est proportionnelle & la densité u, et que celui-
ci se diffuse si rapidement qu’il atteint une concentration d’équilibre, la deuxiéme
équation modélise la loi de Fick a I’équilibre pour sa concentration.

En développant la dérivée et en utilisant que —A®,, = u, la premiére équation
devient

u = Au+u? — VP, .Vu.

C’est donc une équation de la classe des équations d’advection-diffusion-reaction,
qui additionne des effets de diffusion linéaire vu au chapitre 1, de transport non
linéaire vu au chapitre 2, et de réaction par le terme u?. Les idées pour résoudre
le probléme de Cauchy que nous allons développer seront formulées spécifiquement
pour (11.1), mais elles s’appliquent pour toutes les équations d’advection-diffusion-
reaction semi-linéaires.

1. Equation de Poisson sur ’espace entier

1.1. Formule de représentation. Pour résoudre le systéme de Keller-Segel
(11.1), on commence par résoudre la deuxiéme équation. Considérons en premier
I’équation de Laplace

—Af =0, x € R".

LEMME 11.1 (Solution fondamentale du Laplacien). Pour n > 2, la fonction

1
—2—log\x! en dimension n = 2,
k(z) = "1 1
n(n — 2)[BI |2

en dimension n > 3,

ot B" est la boule unité de R™ et |B?| son volume, vérifie pour tout x # 0 que
Ak(z) =0

91
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et pour toute fonction f € C2(R™), avec f et ses dérivées jusqua l’ordre 2 bornées

—/ k(x)Af(x)dx = f(0). (11.2)
Remark 11.1. L’identité (11.2) s’écrit, au sens des distributions,
—Ak=9¢

ou ¢ désigne le delta de Dirac en l'origine. La fonction k est donc la fonction de
Green du Laplacien sur R™. Nous avons déja rencontré ce concept dans 1’étude de
I’équation de la chaleur : le noyau de la chaleur K est la fonction de Green pour
lopérateur de la chaleur 0; — A, voir la remarque 1.1.

Pour la preuve du Lemme, nous aurons besoin du théoréme de la divergence.
Nous rappelons ce résultat, sans en donner la preuve, ci-dessous.

LEMME 11.2 (Théoréme de la divergence). Soit Q un ouvert borné de R™ tel
que sa frontiere 0 soit de régularité C'. Alors pour toute fonction vectorielle

feCHQR") ona
/ Vi@ = [ f@)5x)ds
Q o2

ou U(x) est le vecteur unité pointant vers l'extérieur de Q2 et dS est la mesure de
surface sur 0f).

PREUVE DU LEMME 11.1. On rappelle que pour une fonction radiale f(z) =
f(r) avec r = |z| le Laplacien s’écrit

Af(r)=0

rJ -

On adoncsin >3

A <rn12> — (- -1 1(n—2)rn171 0.

D’autre part, A(lnr) =0 si n = 2. Donc Ak = 0.
Pour démontrer (11.2), on décompose pour € > 0 :

_ / k()Af(@)dr = /R R CIVIEITE /B o @B S
= I(e) + Ri(e)

ot B(0, €) est la boule de rayon €. Puisque A f est bornée on a pour le premier reste

Cé?|Ine sin =2,
[Fa(e |<C/ B(0,) {062 sin > 3.

Par l'identité kAf = V.(kVf) — VL.V f on écrit

I(e) = /RTL\B(O@ Vik(z).Vf(z)dr — /R”\B(O,e) V.(kVf)(x)dx
= J(€) + Ra(e).

En utilisant le théoréme de la divergence (Lemme 11.2) on a pour le second reste

Ry(e) = —/ k(x)V f(z).0(x)dS
S(0,¢)
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ou S(0,¢€) est la sphére de rayon €, et pour z € S(0,¢), V(x) = est son vecteur

Iu’vl
normal pointant vers 'origine. Puisque V f est bornée,

Ce|lne sin=2,
| Ra (e |<C/0E dS<{Ce sin > 3.

Par l'identité VE.Vf = V.(fVEk) — fAk, et puisque Ak =0, on a

J(e) = /Rn\B(o,e) V.(fVEk)(z)dz.

En utilisant & nouveau le théoréme de la divergence (Lemme 11.2)

J(e) = /S(o,e) f(2)Vk(z).v(x)dS.

Or Vk(z) = — i 2, et donc pour € S(0,¢) on a Vk(x).0(z) = L

AB] ol BT

Puisque la surface de la sphere de rayon e est précisément |S(0, €)| = n|B"[e"~!

1
19 = 50,91 /Sw,@ fe)ds

est la moyenne de f sur la sphere S(0,€). Comme f est continue en 0, J(e) — f(0)
lorsque € — 0. D’ou (11.2).
O

Considérons maintenant I’équation de Poisson
-Af =g, xz e R" (11.3)

PROPOSITION 11.1 (Résolution de 1’équation de Poisson). Soit u € C%(R"),
avec u et ses dérivées jusqu’a l'ordre deux bornées. Alors la fonction

®.(0) = [ uhlz =)y

1
~5- / u(y)log|z — y|dy en dimension n = 2,
= TR (11.4)
1 u(y) _ .
en dimension n > 3,
n(n = 2)[B"| Jgn [z — y[*
est de classe C? et vérifie pour tout x € R™
—Ad,(z) = u(x). (11.5)

PROOF. On a par un changement de variable ®,(z) = [pq u(z — y)k(y)dy. On
vérifie donc, puisque u est deux fois différentiable, que 'on peut appliquer deux fois
le théoréme de différentiation sous le signe intégral, et obtenir ainsi que ®,, € C%(R")
avec

0"0,(a) = [ (0"ulz =) ko).

pour tout multi-indice v € N™ avec |a| < 2. En particulier,

Ad,(z) = » Au(z — y)k(y)dy.
En appliquant (11.2) avec la fonction f(y) = u(x — y),
—AdD,(z) = u(z).

Ainsi, ®,, est bien une solution de (11.5).
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1.2. Estimations sur les espaces de Lebesgues. La formule de représen-
tation (11.4) permet de résoudre ’équation de Poisson (11.3). Nous allons main-
tenant démontrer une estimation précise qui permet de borner V®,, en fonction de
u dans des espaces de Lebesgue. Le premier outil pour obtenir cette estimation est
I'injection de Sobolev.

PROPOSITION 11.2 (Estimation pour I’équation de Poisson dans les espaces de
Lebesgue). Soit pour u € CX(R™), &, donnée par la formule (11.4) et V&, son
gradient. Alors pour tout 1 <p <n et q tel que g = 2= € (-2+,0) on a

n—p n—1°
VO pamny < Cllull pwn) (11.6)
pour une constante C' = C(n,p,q). En particulier, V®, s’étend en une application
linéaire continue de LP(R™) dans LI(R"™).

Pour démontrer la proposition 11.2, nous avons besoin des injections de Sobolev
rappelées ci-dessous.

LEMME 11.3 (Injection de Sobolev homogéne). Pour1 < p < n on pose q = np—fp.
Alors il existe C > 0 telle que pour tout f € WHP(R™) on a f € LY(R™) avec
"0
Il < €3l Fllurn. (11.7)
j=1

PROOF. On rappelle I'inégalité usuelle de Sobolev : il existe C' > 0 telle que
"0
[ fllamny < C | 1flr@ny + Z H%f”LP(]R") (11.8)
j=1

pour tout f € WLHP(R™). On va maintenant obtenir (11.7) par un argument de
redimensionnement. Pour A > 0 on pose fy\(z) = f(x/A) et on applique (11.8) & fy

"9
1Al La@ny < C | 1A oey + ||%fx|\m(w) (11.9)
j=1

On calcule par un changement de variable

[ fxllee = A || fllLa-
o

Puisque (%Z_fA(x) = %&mf(x/)\) on a de méme

- 0 1 — 0
Z ||8chf/\”m(w) =Ar Z ||8T:jf||Lp(Rn)-
Jj=1 7j=1

L'inégalité (11.9) s'écrit done [|f]lze < CAP [ fleo + CA» "5~ 0 152 fleo,

aprés division par A9, Or % — % =1, donc

0
|fllLe < CA||fllze + C’Z ”%fHLP‘
=1 "

En faisant tendre A vers 0, on obtient l'inégalité désirée (11.7).
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PREUVE DE LA PROPOSITION 11.2. On note par @ la transformée de Fourier
d’une fonction u. On rappelle qu’elle échange dérivation et multiplication par les

A~

coordonnées : - f(€) = i&; f(§). En particulier,

9z,
AJ(E) = ~Ielf ().
Par (11.5) on a donc pour £ # 0

—~ 1
() = 7z (6)-
€17
En différentiant, on obtient alors pour j =1,...,n,
S i&5 .
et pour k=1,...,n,
ik - X
02 2, Pu(§) = _é?“(g) =: m; k(§)(8).
On a par une estimation directe que pour tout I € N* et o € N! avec |a| = que
o 1

pour une constante C; dépendant seulement de [. Par le théoréme 10.1 des multi-
plicateurs de Hérmander-Mihlin,

197

Revenons maintenant a la formule (11.4). Puisque u est & support compact, on a
en différentiant pour z loin de 'origine

|V¢u(x)§0(n)/ CIOI

=y Yz
Re [T =y Edi

Pul[rr S [l e (11.10)

Tk

(11.11)

Soit x € C*(R™) une fonction de localisation, telle que x(z) = 1 pour |z| < 1
et x(z) = 0 pour |z| > 0. Pour ¢ € {1,...,n} on pose alors xr(z) = x(z/R), et
U = xXrOz,®,. Alors pour j € {1,...n}

836].\1/3 = 6ijRari(I)u + XRaixj@u.

Par l'injection de Sobolev homogene (11.7)

n n
1Rl Lageny < C D 1100, xR0, Pullr + C Y IXROE 4, Pull Lo (11.12)
j=1 J=1
Par convergence dominée on a Vg — 0,,®, dans L9 et XRagﬂj ®, — &, dans LP
lorsque R — 0o. En combinant I'identité 0, xr(x) = R™10,, x(x/R) et I'estimation
(11.11) on a
1(R < || < 2R)
Rlz|"!
1 1(1<|z] <2)
N Rn(lfi) H ||n—1

102, XROw; PullLr S ||

| v

||Lp —0

lorsque R — oo (ou l'on a utilisé un changement de variable). Donc en laissant
R — oo dans (11.12) on obtient

Haaiiq)uHLq < CZ Haaaa:jq)uuL”

Jj=1



96 11. LE PROBLEME DE CAUCHY POUR LE SYSTEME DE KELLER-SEGEL

En estimant le membre de droite par (11.10), on obtient (11.6).

2. Résolution du probléme de Cauchy dans les espaces de
Lebesgue

Nous cherchons maintenant & établir ’existence de solutions pour le systéme de
Keller-Segel (11.1). On remarque qu’étant donnée u, on peut résoudre la deuxiéme
équation gréace a la proposition 11.1. Ainsi, le systéme de Keller-Segel est réduit a
une unique équation d’évolution :

u = Au— V.(uVP,), O, =k *u. (11.13)

Par abus de langage, on parlera dorénavant simplement de la solution u, au lieu de
la solution (u, ®,,).

Pour démontrer ’existence de solutions, nous allons d’abord considérer des solu-
tions dans un sens faible, dites solutions intégrales. Nous démontrerons par la suite
que celles-ci sont en fait réguliéres et que ce sont des solutions classiques. C’est
la un principe qui se retrouve souvent pour la résolution d’équations aux dérivées
partielles : il est plus facile de démontrer I'existence et 'unicité de solutions en un
sens affaibli dans un premier temps, puis de démontrer leurs propriétés de régularité
dans un second temps.

DEFINITION 11.1. Soit 1 < p < o0, ug € LP(R™) et T > 0. On dit que u est
une solution intégrale dans LP(R™) du systeme (11.1) si uw € C([0,T], LP(R™)), si
V&, =V(k*u), si S{t—)(V.(uV®,)(-)) € L([0,t], LP) pour tout t € [0,T] et si

u(t, ) = S(t)ug — /0 S(t—s) (V.(uV®y,)(s,-))ds (11.14)
pour tout t € [0, 7.

Dans quels espaces de Lebesgue peut-on s’attendre & ce que le probléme de
Cauchy soit bien posé 7 Une régle générale est de voir quelles limitations sont
imposées par les symétries de I'équation. Tous les faits suivants font 1'objet de
I’exercice 11.2. Premiérement, Il existe une invariance d’échelle pour 1’équation,
car si u est une solution, alors A™2u(A~2t, \"'2) est aussi une solution, pour tout
A > 0. Deuxiémement, on a que |[|[A"2ug(A"'z)|[zr = A/P72||ug||L», et donc que
IA2ug(A\"12)||p» — occoul si p > n/2 ou p < n/2. On dira que LP est un
espace surcritique si p > n/2, critique si p = n/2, ou sous-critique si p < n/2.
Le calcul précédent montre que dans un espace surcritique, la concentration sur de
petites échelles d’espace A conformément & 'invariance de 1’équation implique que
la norme LP tend vers oo. Dans un espace sous-critique, ce n’est pas le cas: on peut
avoir des données initiales trés concentrées en gardant la norme LP bornée. Puisque
pour une solution a 1’échelle A, ’échelle de temps caractéristique est A2, alors des
solutions trés concentrées (i.e. A petit) évoluent trés rapidement. Un espace sous-
critique permet d’avoir des données initiales & des échelles d’espace arbitrairement
petites, et donc des solutions qui évoluent arbitrairement rapidement en temps. La
topologie de ces espaces ne permet donc pas de controler 1’évolution temporelle. On
s’attend donc a ce que I’équation soit mal posée dans les espaces sous-critiques. Un
énoncé précis fait 'objet de 'exercice 11.2.

En I’absence d’autres obstructions, on s’attend par contre pour les mémes raisons
formelles & ce que I’équation soit bien posée dans les espaces surcritiques. Cela est
vrai et fait 'objet du théoréme suivant.
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THEOREME 11.1. Si § < p < n, alors pour ug € LP(R™) il existe To(||uo| z») > 0
et une unique solution intégrale u dans LP du systeme de Keller-Segel sur [0, To(||uol| £r)]-
De plus, si vg € LP, alors pour R = max(||ugl|L», [|[vollzr) on a pour tout 0 <
t <To(R) que
lu(t) = v(@)l[Lr < 2[uo — vol|Lr-
Remark 11.2. Le théoréme ci-dessus peut étre étendu a ’espace critique p =

en dimension n > 3. En revanche, il ne peut pas étre étendu aux espaces sou
critiques. Cette extension est faite dans ’exercice 11.4.

n
2
S_

Pour démontrer le théoréme, on remarque que dans (11.14) apparait le terme
S(t—s)(V.(uV®,(s))). Pour s fixé, cette fonction est la solution de I'équation de
la chaleur sur [s,00) qui vaut V.(uV®,(s)) en t = s. Nous aurons besoin du lemme
suivant qui estime sa taille dans les espaces de Lebesgue.

LEMME 11.1. Soitn > 2, et 5 <p <mn et q> 5. Alors il existe C > 0 telle que
siu € LP etv € L9 on a que S(t)(V.(vV®,)) € L" pour tout (%—f—%—%)_l <r<oo
avec o

ISEV- Ve < el (115)
p'q T n

PRrROOF. Par la Proposition 11.2, pour v € LP on a V&, € L® pour % =

avec

3=

1
p

IV@ul[La < Cllullze.
Donc par I'inégalité de Holder vV®,, € Lb pour % = % + % - % avec
[0V @yl e < (o] e[V PullLe < Cllullze[v] za.
Par la proposition 1.1, on rappelle que S(t)f = K(t) * f. Puisque (05, K(t)) * f =
K(t) % (0y,f) on a S(t)(V.(vVD,)) = V.(S(t)(vVP,)). En utilisant cette identité,
et le lemme 6.13 des estimations du semi-groupe de la chaleur sur les espaces de

Lebesgue, tel qu’énoncé dans la variante (6.18), on a S(¢t)(V.(vV®,)) € L" pour
tout r > b avec

C C
. ( 7%)+ HU uHLl7 = t%(%+%7%7%)+% HUHLPHUHL‘Z

Cela démontre le résultat.

[SE(V.(0V )| <

|3
S
[NIES

O

PREUVE DU THEOREME 11.1. Dans ce qui suit, C' > 0 désigne une constante
indépendante des autres paramétres, dont la valeur exacte peut changer d’une ligne
a l'autre.

Etape 1. Mise en place du probléeme de point fize. Pour 0 < T < 1 on définit
I'espace de Banach X = C([0, T, LP) de norme

lvllx = sup |lo(t, )| Le@n)-
te[0,7]

On écrit Bx (2||ug||z») la boule de X de rayon 2||ug||z». On considére alors I'application

t
D(v)(t) = S(t)ug +/ S(t—s) (U2(S)) ds. (11.16)
0
On va construire une fonction u qui est un point fixe de ® dans Bx (2||ug||zr) pour
T assez petit, ce qui donnera 'existence de la solution intégrale recherchée.

Etape 2. Preuve que ® : Bx(2||uo|l») — Bx(2||uolzr). Nous affirmons que si
T est assez petit, alors ® : Bx(2||ugl/zr) — Bx(2|lugl/zr). Cette affirmation est
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une conséquence de l'estimation (11.18), et de la propriété de continuité que nous
montrons ci-dessous. On se fixe maintenant un élément v € By (2| ugl|z»).

Preuve de la borne LP. En appliquant (11.15) avec les exposants ¢ = r = p,

C
I5(0 = 706V Dllar < sy o)l <
_52pppn 2

o [[oll%-
2p

(t =)

On estime alors en faisant le changement de variable s = 7t

‘ /ot S(t = 5) (V.(0(s) Vy(q))) ds

< / 15(t — 8) (V.(0(8) VDo) [lods
Lp 0

t
d _n d _n
<Clolf [ o = Ol [ T < Clulie
0 (t_5)27’ 0 (1—7’)%
(11.17)
ou l'on a utilisé pour la derniére inégalité que % < 1 et donc fol ( dT)zl < o0o. En
1—7)2p

injectant 'estimation (6.13) pour S(t) : LP — LP et (11.17) dans (11.16) on a alors
d(v)(t) € LP avec

2 41-5-

@) @)][r < [IS@)uollzr + H/O S(t—s) (v*(s)) ds . < luollze + Cllvf[5t™ 2.

Donc comme 0 <t < T et |[v||x < 2||ug|/zr on a
1©(w)(®)lle < JuollLe + Clluoll} T2 < 2fugllr  pour 0 <t <T. (11.18)
pour T assez petit pour que C||u0HLpT172n7 <1.

Preuve de la continuité [0,7] — LP. On fixe un ¢ty € (0,7'), et on va montrer la

continuité en ty. Soit € > 0. Soit n > v > 0 et t € [tg — v,tp + v]. On décompose
(11.16) en utilisant la propriété (iii) de la définition 6.1
to—n t
O(v)(t) = S(t)up + S(t —to + 77)/ S(to —n — s)V.(vV,)ds + S(t—s)V.(vV®,)ds
0 to—n
to—n to
O (v)(to) = S(to)uop + S(n)/ S(to—n—s)V.(vV®,)ds + / S(t—s)V.(vVd,)ds.
0 to—n

On obtient alors ’expression suivante pour la différence

B(0)(t) — B(v)(to) = S(t)uo — S(to)uo

to—mn
—HS@—%+W—S@DA S(to — 11— $)V.(17B,)(s)ds

+ t St —s)V.(uV®y,)(s)ds

to—n
to
- / S(to — s)V.(vVP,)(s)ds
to—n
=I+1T+1IT+1V

On estime IIT par un calcul trés similaire & (11.17), qui donne

t 1
ds _n dr
] gow&/ HSCMﬂ%F%ﬂn
to—n (t—S)QP 701&" (1—7')210

t S(t—s)V.(vV,)(s)ds
to—n

P
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On a que to;n — 1 lorsque 7 tend vers 0. On choisit donc 7 assez petit pour que
|[111]|z» < §. Le terme IV peut étre estimé de la méme maniére, et donc on a
aussi [[[V|][zr < § pour 7 assez petit. Enfin, on a que I — 0 et II — 0 dans L?
lorsque ¢t — to par la propriété (iv) de la définition 6.1. Donc en choisissant v assez
petit, [[I + IT|z» < §. En combinant, on trouve ||®(v)(t) — ®(v)(to)|z» < € pour
tout t € [to — v, tp + v]. Cela démontre la continuité a valeur dans LP en ty. La
continuité en tg = 0 et en ty = T se démontre d’une maniére similaire, et donc

®(v) € C([0,T], LP).

Etape 3. Preuve que ® est une contraction sur Bx(2||ug||zr). On se donne deux
éléments u,v € Bx(2||ug||z»). Alors par (11.16),

O(v)(t) — / S(t—s) (V. (VP ( ds—/ S(t—s) (V. (uVy(s))) ds

/ St —s)V. (v —u)VP,(s) + uVP,_y(s))ds

ot l'on a utilisé la linéarité de S(t) et de ®. On effectue maintenant un calcul trés
similaire a la preuve de la borne LP a I’étape 2. En appliquant (11.15) avec les
exposants p=q =r,

C

15(t = $)V.((v =) V®,)|r < ———lv(s)l[Lr[[v(s) — uls)] v
(t—s)2r
C
<—%  Jollxllo - ullx.
(t— 5)2P
De méme, [[S(t — $)V.(uV@y_y(s))|lrr < —|lul|x||lv — ul]|x. En effectuant le

(t— )2
méme calcul que pour (11.17),

/ St —s)V. (v —u)VP,(s) + uVP,_y(s))ds

Lp

t
ds 1—
SC(HUIIXHIUHX)HUU!)(/ — < C([lullx + [lvllx)llu = vf[xt™2
0 (t—s)2

Donc, comme u,v € Bx (2||ug|/z») on a

/St—s (VD ds—/St—s (uVDu(s))) ds

Lp

_n n 1
E < O B ugllas u — olx < Sllu—vlx

(11.19)

< Cllullx +[lollx)llw = vl xt

si T est assez petit pour que CT" 25 [uollr < 1. Donc [|®(u)—®(v)||x < iju—v|x,
et ® est une contraction.

Etape 4. Fin de la preuve. Par les étapes 2 et 3, ® est une contraction sur
Bx (2|luo||z»). Donc ® admet un unique point fixe u par le théoréme de Banach.
On de plus que u satisfait que s — S(t — s)V.(uV®,)(s) € L1([0,], LP) pour tout
t € [0,7] par le calcul menant a (11.17) et que u satisfait (11.14) car ®(u) = wu.
Donc u est bien une solution intégrale du systéme de Keller-Segel.

En remarquant que toute solution intégrale est un point fixe de ® si T est assez
petit, I'unicité des solutions intégrales découle de 'unicité du point fixe de .

Finalement, soient ug,vg € LP et R = max(||ugl/z», [[vo|/zr) et u et v les deux
solutions intégrales sur [0, T'(R)] correspondantes. Soit X l'espace associé au temps
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T(R). Alors |lul]|x < 2R et ||v||x < 2R de par la construction précédente. On a
t t
u(t)—v(t) = S(t)uo—S(t)vo—f—/ S(t—s) (V.(uV®P,(s))) ds—/ S(t—s) (V.(vV®,(s))) ds.
0 0
Comme par (6.13) on a ||S(¢t)ug — S(t)vol|x < ||ug — vol|zr et par (11.19) on a
’ 1
S —

2
on en déduit que |u—v||x < |Jug—vol|zr+5|u—vl|x, et donc [[u—v| x < 2||ug—vo|L»
comme désiré.

lu =l x

/ S(t—s) (V.(uV®y(s)))ds — / S(t—s)(V.(uVPy(s))) ds
0 0

O

3. Régularisation parabolique

PROPOSITION 11.1. Soit u une solution donnée par le théoreme 11.1. Alors
u € C®((0,T) x R™), et pour tout 0 < tg < T', u et toutes ses dérivées sont bornées
sur [to, T] x R™. De plus, u est une solution classique de (11.1) sur (0,7] x R™.

La preuve de la proposition repose sur des gains d’intégrabilités et des gains de
réglarités qui font I'objet des deux sous-sections suivantes. Ces gains sont appelés
paraboliques car ils sont dus a l'effet de diffusion de 1’équation.

3.1. Gain d’intégrabilité.

PROPOSITION 11.2. On suppose que u est une solution intégrale dans LP pour
un 5 < p <n et que de plus u € C([0,Tp], L9) pour un q > 5.

oSi%+%—% > 0, alors pour tout ¢ < r < (%—l—%—%)_l on au €
OC’((O,TO], L"). On utilise la convention que (%—i—%—%)*l = 00 s %—l—%—% =
° Si%+%—%<0 alors pour tout g <r < 00 on auGC’((O,TO]uLT)-

COROLLAIRE 11.1. Si § < p < n, et u est une solution intégrale dans LP du
systeme de Keller-Segel, alors w € C((0,T], L(R"))).

L’idée de la preuve du corollaire est d’appliquer la proposition 11.2 itérative-
ment. On appelle une telle technique un bootstrap d’intégrabilité parabolique.

— 2 _1 1 1
PREUVE DU COROLLAIRE. On pose a@ = = 5 et =3+ ST—pa)” Alors
n

%>a>00ar 5 <p<mnetdonc B >1. On aégalement % > 1 — ap. On vérifie
alors que pour tout p < ¢ < a~ !, P'exposant r = B¢ satisfait

g<r=fg< (-2 T= (o)
q p n q
En appliquant la proposition 11.2, v € C'((0,T], L™ (R™)) avec ¢ = Bp. Si q1 >
1/« on s’arréte. Si¢qp < 1/a, alors on applique une nouvelle fois le lemme 11.2 mais
avec Iexposant ¢ = q1, et on obtient u € C((0,T], L%(R%)) avec g = Bq1 = f%p. Si
g2 < 1/, on itére une nouvelle fois cette procédure. Au bout de la k-iéme itération
on a obtenu que u € C((0, 7], L% (R%)) pour un exposant g; = #*p. En un nombre
fini d’itérations, on obtient bien g > 1/a.
On applique alors le lemme 11.2 avec 'exposant g, et on obtient u € C'((0,T], L*°(R™))).
O
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PREUVE DE LA PROPOSITION 11.2. .
On écrit u = v 4+ w avec v = S(t)up(-) et w = fg S(t —s) (V.(uVD,)(s,-))ds.
On écrit || f||x = suppo,rp [ f (&) e + supgozy [|.f ()| La-

Etape 1. Etude de v. Nous montrons d’abord que v € C((0,T], L") pour tout
g <7 < oo. Par densité, il existe ug, € Cg° telle que up, — v dans LP. On pose
vp(t) = S(t)ug,. On vérifie par (1.21) que puisque ug,, est & support compact,
alors vy, (t,z) — 0 lorsque |z| — oo pour tout n uniformément en temps ¢t € [0, 7.
En utilisant que v, € C*°((0,7] x R™) par la Proposition 6.1, on en déduit que
v, € C((0,7],L*°). De plus, par (6.13) on a pour tout 0 < tg < T que pour
to<t<T,

C C
[on(t) = v(E)|lzee = 15() (uon — uo)llzoe < —luon — wollzr < —[luo;n — wol|Le-
t2p t2p
0
Donc supy,<;<r [[vn(t) — v(t)|[z — 0 lorsque n — co. En passant a la limite on
obtient v € C([tg,T], L>°). Comme t; est arbitraire, v € C((0,T], L>). La preuve
pour p < 7 < oo est similaire, et plus simple, nous 'omettons.
Etape 2. Etude de w. On pose M = supg<;<7 |[u(t)||La.

Cas % + % — % > (. En utilisant le lemme 11.1 on obtient

S

t t
d
lw (@) - S/O I\S(t—s)v.(uwu)uydsgcnu”?x/o T

s)Y
avec y = %(%—i—é—%—%)—{—%. Comme r < (%—i—é—%)_l onaquevy<1et
t _yrl

donc supy<i<7 [, @fii)v =T [ (ﬁij)w < 00. Donc w(t) € L" avec ||w(t)|r <
Cllull%-

On a donc supg<i<r ||w(t)||z- < oo. Le fait que w € C([0,T], L") se démon-
tre exactement comme la preuve de la continuité dans I'étape 2 de la preuve du
Théoréme 11.1. Nous en omettons donc la preuve.

Cas % + % — % < 0. En utilisant le lemme 11.1 on obtient

)i < [ I8¢ =99V imds < [ Eull

avec*y:%(%—i-%—l)—i-%. Comme%%—%—g<Oonafy<1etdoncque

n n
supg<i< Jo s < 00 Donc w(t) € L™ avec |w(t)||r= < Cllull%. La continuité
de [0,T] dans L™ se démontre en combinant les idées de la preuve de la continuité
de I’étape 2 de la preuve du Théoréme 11.1, et 'étape 1 de la démonstration en
cours, nous la laissons en exercice.

O

3.2. Gain de régularité.

PROPOSITION 11.3 (Gain de régularité). Soit une solution intégrale du systéme
de Keller-Segel dans LP sur [0,T], avec u € C([0, Tp], Wk N WkP) for some k > 0,
alors u € C((0, Tp], Wht1oe n yhk+1r),

COROLLAIRE 11.2. Une telle fonction u satisfait u € C*°((0,T] x R™).

L’idée de la preuve du corollaire est d’appliquer la proposition 11.3 itérative-
ment. C’est & nouveau un example de bootstrap parabolique, comme celui de la
sous-section précédente.
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PREUVE DU COROLLAIRE. Etape 1. Différentiabilité a tout ordre en espace.
Nous affirmons que la fonction v admet des dérivées en espace & tout ordre, et que
celles-ci sont continues de (0,7 dans L*°(R").

En effet, en appliquant une premiére fois le lemme 11.3 on obtient que la fonction
u et ses dérivées d’ordre k + 1 en espace sont continues de (0,7 dans L>°(R™). Soit
ensuite tg € (0,7"). Puisque u et ses dérivées d’ordre k + 1 en espace sont continues
de [to,T] dans L>°(R™), on peut a nouveau appliquer le lemme 11.3 et 'on obtient
que les dérivées jusqu’a l'ordre d’ordre k42 en espace sont continues de (tg, 7] dans
L>°(R™). Comme on peut choisir ¢y arbitrairement petit, les dérivées jusqu’a l'ordre
d’ordre k + 2 en espace sont continues de (0,7 dans L>°(R").

On itére une nouvelle fois cette argument pour obtenir la continuité des dérivées
jusqu’a lordre k + 3... et ainsi de suite.

Etape 2. Différentiabilité par rapport au temps. Dans 'identité (??), le premier
terme S(t)up(-) est C* par la Proposition 6.1. Pour le second terme, pour tout
s € [0,T), la fonction S(t — s)(u(s)?) est C* par rapport & t > s par la méme
proposition. On rappelle que pour f deux fois différentiable on a 9,(S(t)f) =
A(S(t)f) = S(t)Af. En appliquant ce résultat grace a 'étape 1, on a que 9,S(t —
s)((u(s))?) = S(t — s)(A(u(s)?)) est une fonction bornée. L’identité (??) montre
donc que u est différentiable par rapport au temps sur (0, 7] x R™.
On a en outre 'idendité

Owu(t) = 0 (S(t)uo) + V.(u.VP,) + /0 O (S(t—8) (V. (u.V®,)(s)))ds
= Au(t,z) + V.(u.V&,)(t, x). (11.20)

Par I'étape 1, les deux fonctions Au et u? admettent chacune des dérivées en espace
a tout ordre, et celles-ci sont continues de (0, 7] dans L>(R"™). Donc d;u admet des
dérivées en espace a tout ordre, et celles-ci sont continues de (0,77 dans L>(R"™).

On peut alors itérer cette procédure : le membre de droite de (11.20) est ainsi
différentiable par rapport au temps, et I'on obtient 0?u = Adyu + 2udyu. Puisque u
et Oyu admettent des dérivées en espace a tout ordre, et que celles-ci sont continues
de (0,7] dans L*>°(R"™), cette identité démontre que cela est également vrai pour
O?u.

Le résultat du corollaire s’obtient en itérant & n’importe quel ordre de différen-
tiabilité cet argument.

O

PREUVE DE LA PROPOSITION 11.3. La preuve repose sur l'observation suiv-
ante. La démonstration du théoréme 11.1 est basée sur un argument de point fixe
qui démontre que la solution a les mémes propriétés que la solution de léquation de
la chaleur linéaire avec méme donnée initiale. On peut en fait incorporer davantage
de propriétés des solutions de I’équation de la chaleur dans les espaces dans lesquels
on effectue le point fixe.

Soit Y l'espace de Banach associé a la norme

lolly = 1oll oo (o s eemwiny + sup VEHIVEo()| poens.
te(0,To]

Nous remarquons que la deuxiéme quantité encode un effet régularisant | V*+ v (t)|| Lonze <

% avec le méme taux de régularisation que celui du semi-groupe de la chaleur de

Wk N WHEP vers WhHLoe q WE+Lp yoir (6.18).
Nous laissons en exercice de construire une solution dans Y par point fixe comme
dans la preuve du théoréme 11.1.
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O

4. Solutions maximales et probléme bien posé au sens d’Hadamard

PROPOSITION 11.1 (Solution maximale). On conserve les hypothéses du théoréme
11.1. Alors il existe un unique Tmaer > 0 et une unique fonction u satisfaisant les
conclusions du théoréme 11.1 et de la proposition 11.1 sur Uintervalle [0, Tyqaz) qui
a la propriété suivante. Si v est une autre fonction satisfaisant les conclusions
du théoréme 11.1 sur un intervalle [0,T] pour la méme donnée initiale ug, alors
T < Thax et u=v presque partout sur [0,T] x R™.

Si Tz = oo la solution est définie pour tout temps ¢ > 0, et on dit alors qu’elle
est globale. Si Tpe, < 00 on dit que la solution explose en temps fini, ou de maniére
équivalente qu’elle devient singuliére en temps fini.

Proor. Etape 1. Coincidence des solutions. Nous affirmons tout d’abord que
si u et v sont deux fonctions satisfaisant les conclusions du théoréme 11.1 sur un
méme intervalle [0, 7], alors u = v presque partout sur [0, 7] x R".

Pour le démontrer, on pose

E = {7 €0, 7] tel que pour tout ¢t € [0, 7], u(t,z) = v(t,z) pour presque tout x € R"}.

Alors E est non vide car 0 € E.

Montrons que E est fermé. En effet, supposons que 7, est une suite dans E avec
Tn = Too € [0,T]. Soit alors t € [0,7o0]. Sit < Too, alors on a t < 7, pour n assez
grand, et donc u(t,x) = v(t,z) pour presque tout x € R™ car 7, € E. Sit = 7,
alors comme (7, ) — u(7oo, ) presque partout car u € C([0, 7], L/2(R™)), et que
de méme v(7,, ) — v(Too, ), en passant a la limite dans 1'égalité u(7,, x) = v(7y, )
on obtient u(Teo, ) = v(Too, ). Donc 7o € F, et E est fermé.

Montrons que E est ouvert dans [0, 7]. Soit 7 € E. Si 7 = 7, alors par définition
de E on a E = [0,7] et donc E est bien ouvert dans [0,7]. Si 7 < 7, alors par
définition de E on a u(7) = v(7), ce qui s’écrit

uw(7) =v(7) = S(T)uog + / S(7 —s)V. (uV®,(s,-)) ds.
0
Pour ¢’ € [0,7 — 7] on décompose alors

Tt
w(T+t) =S(F+t)ug —|—/ S(F+t —s)V. (uV®,(s))ds
0
7 7t
= S(t")S(F)ug + S(t') /0 S(T—s)V. (uV®,(s)) ds + [ S(T 4+t —s)V. (uV®P,(s))ds

=St (u(F)+ [ SH)V.(uVd,) (7 + s)ds. (11.21)
0
Le méme calcul, puisque u(7) = v(7), produit
t/
o(F+t) =S ) (@) + | SE)V. (VD) (T + s))ds. (11.22)
0
En appliquant le théoréme 11.1 pour la donnée initiale wy = u(7), on a qu’il existe
T > 0 et une unique fonction w satisfaisant les propriété du théoréme 11.1 et
notamment 1’identité
t/
w(t') = SH)wo + St — s)V. (wVdy,) (s)ds.
0
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Or, les fonctions ¢’ — u(7 4+ t') et t' — v(7 + ') satisfont cette méme identité par
(11.22) et (11.22). Donc par unicité w(t') = v(7+t") = u(7+t') pour tout ¢’ € [0, T7.
Donc u(t) = v(t) pour tout ¢t € [7,7+t']. Comme 7 € E on a u(t) = v(t) pour tout
t € [0,7] et ainsi u(t) = v(t) pour tout t € [0,7+ T]. Donc [0,7+T] C E, et E est
ouvert.

Par connexité, puisque E est un ouvert et fermé non vide de [0,7], on a E =
[0,T]. Par définition de E on a alors u(t, x) = v(t, z) presque partout sur [0,7] x R”
comme annonce.

Etape 2. Définition de la solution mazimale. On définit alors

Tnae = Sup {T > 0 tel qu'il existe une fonction u satisfaisant les conclusions du

théoréme 11.1 sur [O,T]}.

Pour tout t < Tinaq, la fonction u(t, -) est bien définie, et de maniére unique, de par
la définition de T},4:, et de par ’étape 1. Toujours de par la définition de T;,44 et
I’étape 1, elle vérifie les propriét’es désirées de la proposition.

O

Nous rappelons que la notion de probléme de Cauchy bien posé dans un espace
de Banach fait I'objet de la définition 6.2. Pour un probléme d’évolution non linéaire,
les solutions peuvent ne pas étre globales, et il convient alors d’adapter les espaces
dans la définition & un intervalle de temps [0, 7).

PrOPOSITION 11.2. L’équation de Keller-Segel est bien posée dans LP pour
tout 5 < p < n avec espace auziliaire Y = C°°((0,T) x R"). C’est-a-dire que
pour toute fonction ug € LP il existe une unique solution classique mazimale u €
C([0, Trmaz), LP) N C°((0, Thnaz) X R™). De plus, la fonction ug +— Tmaz(ug) est
continue sur LP et pour tout 0 < T < Tpaez(uo), la fonction qui a vy associe la
solution v est continue d’un voisinage de ug dans C([0,T], LP).

PROOF. La preuve combine I'’ensemble des résultats précédents.
A ecrire.

5. Exercices
Rajouter un exercice sur 'unicite pour I’équation de Poisson

EXERCICE 11.1 (Formule de la moyenne pour I’équation de Laplace). Soit u €
C?(R") telle que Au = 0.
1. Soit ¢ la fonction définie par
1
o) = gosiory [ u()ds
Sur(S(0,7)) Jso.r

ot S(0,7) est la sphére centrée en zéro de rayon r, Sur(S(0,7)) désigne sa surface,
et dS est la mesure de surface sur S(0,7). Montrer que

o(r) = /S(OJ)U(T.Z‘)dS.

2. Montrer que

"(r) = u(rz).v(x :; u(x).V(x
d0)= [ Vutra) s = g [ Vue) s
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x

ouv=q%.
x|

3. Montrer en utilisant la question précédente et le théoréme de la divergence (lemme
11.2) que ¢'(r) = 0 pour tout r > 0.

4. Montrer que o(r) — u(0) lorsque r — 0. Déduire de cela et de la question 3. que

pour tout r > 0,
1

O Gt Jron "

5. Déduire de la question 5. la formule de la moyenne pour une fonction harmonique

1
U(y) N SUT(S(y, T)) /S(y,r) U(x)ds

pour tout y € R.

EXERCICE 11.2. 1. Montrer que si (u,®,) est une solution de l’équation de
Keller-Segel (11.1), alors pour tout A > 0,

1 t x t x
(ux, Puy) = (/\QU(AQ7)\) ; ‘I’u(/\g,)\)>
est aussi une solution de l’équation de (11.1), de donnée initiale up () = %uo(@

2. On rappelle que le concept de solution mazimale est défini dans la proposition
11.1. On suppose que pour une donnée initiale ug € C°(R™) la solution mazximale
u, définie sur [0, D) explose en temps fini Tiay < 00. Montrer que (uy, Py,)
explose en temps fini Tipae\ = AT o

3. Montrer que siug € LP(R™), alors ug x € LP(R") avec |lug x| pr(rr) = )\%_QHUOHM(W).

4. Soit 1 < p < 5. On suppose qu’il existe une solution u de donnée initiale ug avec
ug € LP(R™) qui explose en temps fini Tiae < 0o. Déduire des questions 2. et 3.
que pour tout § > 0, il existe une solution v de donnée initiale vy avec vy € LP(R™)
qui satisfait ||v]|Lp@ny < 6 et qui explose en temps Tinaw(vo) < 0.

5. On garde les mémes hypothéses. Déduire que la fonction qui a une donnée initiale
associe le temps mazximal d’existence ug — Tinaq(ug) n'est pas une fonction continue
sur LP(R™).

Remarque : La question 3. montre que L% est un espace critique pour I’équation.
La question 5. montre que dans un espace sous-critique LP avec p < %, il existe des
données initiales arbitrairement petites, mais dont la solution explose en des temps
arbitrairement court ! C’est I'exemple typique de phénoméne & avoir en téte qui
est responsable du fait qu’en général, les équations ne sont pas bien posées dans les
espaces sous-critiques.

EXERCICE 11.3. Finir la preuve de la proposition 11.3 en temant compte des
indications mentionnées dans l’esquisse de cette preuve apres l’énoncé de la propo-
sition.

EXERCICE 11.4 (Existence de solution intégrale dans 'espace de Lebesgue cri-
tique). On considére I’équation de la chaleur quadratique sur R? :

{Btu—Au+u2, t>0 etz eR?

u(0,z) = up(z), x € R3. (11.23)

On va démontrer lexistence de solutions intégrales dans l’espace critique L%(Rg).
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On rappelle que Uespace L>([0,T], LY(R3)) est défini dans ’exercice 6.3 ot il est
démontré que c’est un espace de Banach. Soit 2 < g < 3. On pose o = 1—23 et pour

3
- . _ 2 3
T > 0 on définit Xp = L*>([0,T], L2(R”)) de norme || f||x, = HfHLOO( 017,03 ®%)) et
Yy = {f mesurable sur [0,T] x R? telle que t*f € L>([0,T], LY(R®))} de norme
1f vz = HtafHLoo([o,T},Lq(RB))-
Enfin, on pose pour Ry, Ry > 0,
Br(Ri1, R) ={f € Xr N Yy telle que ||f||x, < Ri et | fllv, < Ra}.

Définition : On dit que u est une solution intégrale dans L3 de (11.23) sur
[0,T] si w € X7 NYr, et que pour presque tout t € [0,T] on a S(t — -)(u?(-)) €
L'([0,1], L7 (R?) N L} ([0, 1], LU(R?)) et

t
u(t) = S(t)uo + /0 S(t — s)(u?(s))ds.

(Noter que cette définition n’est pas exactement la méme que celle pour les
solutions intégrales de Keller-Segel car on ne demande pas la continuité).

(1) Montrer que pour tous u,v € Yy etr > % on a pour tous s € [0,T] ett > s
que S(t — s)(u(s)v(s)) € L"(R3) avec

15(t = s)(uls)v(s)lLrms) < [ullyz vl vz -

_5820‘

1
3
t—s)a

(2) Montrer que pour tout 01,02 < 1, l'intégrale

1, = 1 1 1 d
01,00 — 0 m302 s < o0

est bien finie, et que pour tout t > 0,

t
1 _ 41-601—065
A mdé’ =1 I91,92.

(3) On pose définit lapplication ® : v(t,z) — ®(v)(t,x) par

®(v)(t) u0+/St—s (s))ds.

Montrer en vous aidant de [’exercice 6.8 que pour tout § > 0, il existe
T > 0 qui dépend de ug tel que pour tout v € Yp, on a ®(v) € XpNYp
avec

12(W)llxr < luoll, 3 gy + Ii-202allvl3; et [2(0)lhy <8+ Loazallvllf;

L3 (R3)
(4) Montrer qu’il existe T > 0 et § > 0 qui dépendent de ug tel que ® est une
contraction sur ZT(2||u0H 3 (mey’ ,0).

(5) Montrer le résultat suwant

Résultat : Pour tout ug € L2 (R3), il existe T > 0 et une solution intégrale
u dans L2 de (11.23) sur [0,T7.



CHAPTER 12

Stabilité de la solution auto-similaire fondamentale I :
renormalisation et modulation

1. Existence d’une solution auto-similaire singuliére

Le temps maximal d’existence d’une solution peut étre fini. Nous allons don-
ner 'exemple d’une telle solution qui est auto-similaire et donnée par une formule
explicite. L’obtention de la formule explicite repose sur le fait que I’équation se
simplifie dans le cas de solutions a symétrie radiale.

1.1. Réduction a une équation locale pour les solutions radiales. On
suppose dans cette sous-section que u est une solution a symétrie radiale. Par abus
de notation, on écrira u(t,z) = u(t,r) ou |x| = r. Alors 'équation de Keller-Segel
se simplifie a I'aide du changement d’inconnue suivant. On définit la masse partielle
de u par

1
Tn|Sn71| lz|<r

1 (" /
= — [ w(t,)yrtdr,
0

m(t,r) = u(t, z)dz

rn

ot S"~! est la sphére unité de R™ et |S” 1| sa surface. Cette quantité est égale a la
moyenne de u sur la boule de rayon r centrée a l'origine, a un facteur constant prés.

LEMME 12.1. Soit w une fonction suffisamment réguliére et décroissante. Alors
u est une solution du systéme de Keller-Segel (11.1) si et seulement si m est une
solution de I’équation

n+1

orm = Oppm + d,m + nm? + rmd,m. (12.1)

PROOF. La preuve repose sur des calculs explicites. On calcule en utilisant
I’équation (11.1) puis le théoréme de la divergence 11.2

1
dm(r) = ST e Opu(t, x)dx
1
= s (Au(t,z) — V.(uV P, )dz
" 2| <r
; Valt,a).dS -~ (t,2) VD, (t, ). dS
= u Xr).— e ——— U T Wt ).
T’n|Sn*1| - ’ |.'L" T.n|Sn71’ o|=r ) |11;‘|

ou dS est la mesure de surface sur la sphére {|z| = r}. De maniére similaire, en
utilisant successivement la définition de m, puis —AP, = u et le théoréme de la
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divergence
1
m(r) = ——— u(x)dx
rn|Sn 1‘ || <r
L Ad,d
= x
rn|Sn71| lz|<r “
1 T
= Vo, .—dS
rn|Sn71| |z|=r b ‘fL‘|
Puisque u est radiale, on a que ®, est aussi radiale, et donc Vu = L J,u et

|]
Ve, = ﬁ@rfbu. Les deux expressions ci-dessus se simplifient alors en

om(r) = %aru(r) - %u(r)&@u(r),

et
1
m = ——0,D,.
r

En combinant,
1
Om(r) = =dyu(r) + mu.
r

En différentiant ’expression de la masse partielle on trouve

-
_ N1, wr) o nm(r) u(r)
8Tm__7""+1/0 u(r)r " dr' + =T + wat
Donc
U nm
—=0m+ —
T r
et 5
1
rt_ Oprm ~+ (n + )&m
On a alors
1
oym = Oppm + (n+ )ﬁrm + nm? 4+ rmd,m,

ce qui clot la démonstration.
O

1.2. Existence d’une solution auto-similaire explosive. Le systéme de
Keller-Segel, malgré son apparente complexité, admet une solution explosive ex-
plicite d’une forme simple. Celle-ci est auto-similaire, tout comme les solutions
singuliéres de ’équation de Burgers étudiées dans la section 3.

LEMME 12.2 (Profil auto-similaire fondamental de Keller-Segel). En toute di-
mension n > 3, la fonction

4(n —2)(2n + |x|?)

U(y) =
W= an -2 + PP
est telle que pour tout T € R la fonction
1 T
t = v 12.2
utt0) = 79 () (122

est une solution de ’équation de Keller-Segel (11.1). La masse partielle du profil,
w(p) = 1S fiy1<, T (W)dy est

o(p) = . (12.3)
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Elle satisfait ’équation auto-similaire stationnaire
n+1
20+ p0pp = Oppp + — —0Opip + ne? + ppd,ep. (12.4)

PROOF. On rappelle que u est une solution de (11.1) si et seulement sa masse
partielle m est une solution de (12.1). Par un changement de variable, la masse
partielle m d’une fonction u de la forme (12.2) s’écrit

r

(1) = 7 e )
On calcule alors
1 T r r
tr) =— -
om(t,r) =~ =) ~ sy =)
n—+1 1 n+1 r
arrm(ta 7”) + Tarm(ta’r) - m(app‘»o + p a/’(p)( T — t)’

r r r r

(m(t, ) + rm(t,r)0pm(t,r) = T—tSOQ( T—t) + (T—t)3/2¢(T—t)apw( T—t)'

En injectant ces trois identités dans (11.1), on constate que u de la forme (12.2) est
une solution de (11.1) si et seulement ¢ est une solution de (12.4). Cette derniére
équation se réécrit

n+1 p
3pp¢+< p —2+p<p>8pw+(n<p—1)<p:0-

On la vérifie alors par un calcul explicite. En effet,

8p

A CTry
_ 24p* —16(n — 2)
? = =2+ PP
n+1_B+p¢:4(n+1)(n—2)+14p2—p4
2 2p(2(n—2)+p?) 7
16(n + 2)(n — 2) + 32p? — 4p*
(np — g = (n+2)n-2)

Cn-2+7?

ce qui permet d’établir le résultat.

2. Renormalisation des solutions perturbatives

Dans cette section et la suivante, nous allons étudier la stabilité de la solution
auto-similaire fondamentale ¥ du systéme de Keller-Segel, introduite dans le lemme
12.2. C’est-a-dire, nous allons étudier des solutions de la donnée initiale s’écrit

ug = ¥ + 1o,

oll Ug représente une perturbation, que 'on choisira petite dans un sens adéquat
donné plus tard. Dans cette section, nous faisons une analyse a priori de la solution
: nous allons supposer des hypothéses additionnelles sur la solution, et en déduire
des conséquences. Ces hypothéses additionnelles seront justifiées plus tard.
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2.1. Renormalisation de I’équation. En supposant (cette hypothése sera
justifiée rigoureusement plus tard) que la solution u de (11.1) est proche du profile
auto-similaire ¥ concentrée spatialement a échelle A\(¢), on décompose

u(t.a) = 3 (¥ + (e ) () (12.5)

ott la fonction w s’obtient par la formule w(t,y) = A(t)%u(t, \(t)y) — ¥(y). On
introduit alors le changement de variable suivant qui permet de zoomer a 1’échelle
x ~ A(t) et d’adapter le temps en conséquence

T to1
yzm, s(t)—/o Wdt.

Ce nouveau temps est spécialement choisi pour que
d 1

ait” = N
Ces variables sont les variables auto-similaires et I'échelle A est appelée paramétre de
modulation. On écrira t(s) pour I'inverse de la fonction s, i.e. s(t(s)) = s. Puisqu'’il
existe une bijection entre les temps t et les temps s, on abusera de notation et 'on
confondra les fonctions de la variable ¢ et celles de la variable s. Par exemple, A
sera considérée a la fois comme une fonction de t et aussi comme une fonction de s
par A(s) = A(t(s)).

On notera par ¢ la masse partielle de w:
1 T
Q(Sv p) - |Sd_1| |y|§pw(5, y)dya p= )\(t) .

(12.6)

La décomposition (12.5) se réécrit alors
1 r
mit,r) = 5o+ at ) (3): (12.7)

LEMME 12.1 (Equation renormalisée et linéarisée). Soit u une solution C*° de
Uéquation de Keller-Segel (11.1) sur [0,T], et A € C*([0,T],(0,00)). Alors q est
une solution C*° de

As
0+ L0 =M (1a) + 40 (128)
sur [0, s(T)], ow, en notant s = L,
n+1
Lg = —0ppq — Tapq + (g — p)0pq + (1 — pOpp — 2ni)q (12.9)
As 1
M= (7 +5)2p +a) +pO,(v +a)) (12.10)
N =ng® + pgdpq (12.11)

L’opérateur L est 'opérateur linéarisé dans les variables auto-similaires, M est
appelé le terme de modulation, et N le terme non linéaire.

PROOF. La preuve s’effectue par des calculs explicites. Par (12.7) on a en
différentiant des produits et compositions de fonctions

20 T 1 T At T

dm = =3+ )(5) + 5304(5) = 555 0 + 9m) ().

A
dy _dsdy _ 1 — ds - 1
Comme A = T\ = 555 et ;¢ = §;0sq = 330sq par (12.6) cela donne

Bum(t,r) = 22 (o a(s, D)) + 37t 0) — 22p(Bp -+ Bpas, ) (o)
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ol on a utilisé ¥ = y. De maniére similaire,

n+1 1 n+1 n+1
Orrm(t:r) + 20 mitr) = 3 (@t R0 0+ 204051 ()

et
m%hﬂ+ﬂﬂhﬂ&m@m%:%ﬂ«¢+ﬂ&0f+pw+quX%¢+%d&JD@%

En combinant les trois identités ci-dessus, ’équation m; = 9,.m + ”Tﬂ&nm +nm?+
rmo,m se ré’écrit alors sous la forme

2\ A
0sq = yp(apso + 9pq) (12.12)

)
n+1 n+1
+ (Opp + ; 3)¢+U%H"j;iwq+M¢+®2+Mw+qm%¢+%®-

(p+q) +

On rappelle alors que ¢ est solution de 2¢+p0,¢ = 0, o+ 2L G o+n? +ppd,p
par (12.4). Donc le deuxiéme terme du membre de droite de (12 12) est

n-+1 n+1
(Opp +——=0p)p + (0pp + ——0p)q + n(p + Q)Q + p(p + q)(Fpp + 0pq)
p p
n—+1
=20+ pO0pp + (0pp + ——0,)q + pY0,pq + 2npq + pO,pq + ng® + Pq0,q
z —

=—Lg+2q+pd,q
=2(p+q)+pOp(p+q) — Lg+N.

En injectant cette identité dans (12.12), on obtient alors (12.8).
U

2.2. Décomposition orthogonale sur I’ensemble des profils auto-similaires.
Le lemme de renormalisation 12.1 est valide pour n’importe quelle fonction A de
classe C'! en temps. Nous allons maintenant voir qu’il existe un unique choix pour
A tel que la décomposition (12.7) soit une décomposition orthogonale. Parmi les
multiples décompositions orthogonales auxquelles on pourrait penser, il en existe
une plus naturelle que les autres.

On introduit la fonction de poids

—_
o

P

o(p) = ——~e % (12.13)
Le lemme suivant montre que 'espace L2 associé¢ au produit scalaire

(91, q2) 12 = /000 a1(p)a2(p)a(p)p™2dp

iz = \/ / P20 (p)p+2dp

fournit un cadre fonctionnel hilbertien adapté a 'opérateur linéarisé L. Il montre
également que l'espace tangent a I’ensemble des profils auto-similaire, associé aux
fonctions

et donc a la norme

r

o (52#(5)) = 220 + 99005

correspond & une fonction propre de L.
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LEMME 12.2 (Symétrie de l'opérateur et fonctions propres engendrées par les
symétries). L’opérateur L est symétrique pour le produit scalaire de L2, pour des
fonctions q,q" € C™ bornées et dont les dérivées sont bornées :

(Lq1,q2)r2 = (91, Lq2) 12 (12.14)

De plus, —1 est une valeur propre, et la fonction propre associée est engendrée par
le groupe de redimensionnement :

0
hi=5 (A2o(A\)) ey = 20+ pO,p, (12.15)
1.€.
Lfi=—-f. (12.16)
PROOF. Preuve de (12.14). Nous montrons d’abord que I'on peut écrire
1
Lq= _Wap (p"“aapq) +q— (290 + po,yp)q, (12.17)
ce que 'on appelle écrire £ sous une forme de divergence. En effet, puisque
1 1 n+1 0po
pn+71080 (pn+ aé)pq) = Oppq + Tapq - %apqv
que
_ _ 2
0,0 _ 0yl %) 0 p
o p2e=r*/4 © 2
et
Opp 2 1 2p p
+- =(02(n-2 0 =— =—=
® (200 =2)+p7)9) 2(n —2) + p? 2(n —2) + p? 27
on déduit que
1 1 n+1 P
pn+1aap (anr af)pq) = Oppq + ——0pq + §apq — pp0pq.

Cela démontre (12.17). On en déduit ensuite (12.14) en intégrant par parties

(Lq1,q2)12 = —/0 9, (p" M 00,q1) @2 +/0 (@1 — (20 + pdrqr)) g2

o0 o0
= / P 00,410,020 + / (1= (20 + pdpp)) 142,
0 0

et donc (Lq1,q2)r2 = (@1, La2) 12

Preuve de (12.16). Considérons la fonction auto-similaire M(¢,7) = L p( \/Tft)’
définie pour t € (—00,0). Celle-ci est invariante par le groupe de redimensionnement
: A2M(N%t, \r) = M(t,r). En différentiant on obtient %()\QM()\%, Ar)) =0, ce qui

s’écrit pour A =1

AM =0,  A=2+2td+ ro,, (12.18)

ol 'opérateur A est le génerateur infinitésimal de ce groupe. Le générateur infinitési-
mal du groupe de translation temporelle est J;, et on a la relation de commutation

[0¢, Alu = 0¢(2u + 2t0u + royu) — (2 + 2t0; + 10, ) (Opu)
= 20u. (12.19)
En combinant (12.18) et (12.19) on obtient une premiére identité
ABM = —20, M. (12.20)
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Définissons maintenant My, (¢t,r) = M(t + tp,r). Comme M est une solution de
(12.1) et que cette équation est invariante par translation temporelle, My, est encore
une solution de (12.1) :

n +

1
. 87~Mt0 + thQO + thoatho.

O(Myy) = Opr My, +

En différentiant par rapport a tg on trouve
n+1
r

n+1
= <arr + T&n + 27”LMt0 + TathO + th06r> GtOMtO

8t(6t0MtO) = 6T7~6t0Mt0 + 8r8t0Mt0 + QHMthtOMtO + TatOMththo + thoaratoMto

Puisque 0y, My, (t,r) = 0, M (t + to,r), en prenant ty = 0 on obtient :

n—+1
T

8t8tM = <8r7« + (97« + 2nM + 7'8TM + TM(9T> 8tM

Comme A = 2t9; + 2 + r0, on obtient une seconde identité :
1
AOM =2 <t(aw P, oM 40, M 4+ rMO,) + 1+ ;ar> M (12.21)
r
En combinant les deux identités (12.20) et (12.21) on a
n+1 r
t(Opr + ——0r +2nM + 10, M +1rMO,) + 1 + 5& M = —0M.
r

En prenant t = —1, en utilisant que M = (M + 59, M) et M(—1,7) = ¢(r), on

obtient (12.16).
]

DEFINITION 12.1. Soit 6 > 0. On dit qu’une solution est piégée autour de
lensemble de profils auto-similaires si sur [0,T) si pour tout t € [0,T) il existe
w >0 tel que

1 4
u(t,") — —=¥(—) < —. (12.22)

P2 Loo(Rn) T
Remark 12.1. Puisque la fonction %\I/(ﬁ) est de taille /712 dans L™, I'inégalité
(12.22) doit étre interprété comme une petitesse de la différence u(t,-) — 712\11(;)

relativement a la fonction %\Il(ﬁ)
PROPOSITION 12.1 (Decomposition orthogonale autour de ’ensemble des pro-
fils). I existe C' > 0 tel que pour & assez petit, toute fonction w appartenant a

l’ensemble
1 . 1)
u(-) = —<¥(-) < 2}
Le®r) M

{u € L°(R"™) tel qu’il existe pn > 0 avec
TR

peut s’écrire sous la forme u(z) = 35 (V +w)(%¥) avec
|w| oo mny < C9,
et la masse partielle g de w satisfaisant la condition d’orthogonalité
(¢, f1)rz = 0.

De plus, la fonction u +— C est C® de cet ensemble (muni de la topologie induite
de L) vers (0, 00).
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Pour démontrer cette proposition, nous commencons par établir le résultat pour
des échelles proches de 'unité.

LEMME 12.3 (decomposition orthogonale prés du profil). 1l existe C > 0 tel que
pour & assez petit, toute fonction u appartenant a l’ensemble

{u € L=(R"™) tel que |[u — ¥l foo(gny < 5}

peut s’écrire sous la forme u(x) = %(\Il +w) (%) avec
|w| poo(mny < C9,
et la masse partielle g de w satisfaisant la condition d’orthogonalité

<Q7 fl)[% =0.
De plus, la fonction u v+ C* est C* de cet ensemble vers (0, 00).

PROOF. Soit m la masse partielle d’'une fonction u, et posons pour v > 0 la

fonction q(p) = v?>m(vp) — ¢(p). Considérons alors 'application

©: L*R") x(0,00) — R
(u7 V) = <qa fl>L§'
Alors en changeant de variable r = up, on a explicitement

r

O(u,p) =v7" /Ooo m(T‘)fl(g)U(*)T"Hdr - /OOO 0(p) f1(p)a(p)p™dp.

1%

Puisque o et f1 sont des fonctions C'°°, on peut ainsi vérifier que I'expression ci-
dessus définit une fonction © de régularité C*° par rapport a (u, v) pour la topologie
produit sur L* x (0, c0).

De plus, on calcule que pour u = ¢ que

O(p,v) = (Vo(vp) — @(p), f1) L2
Ainsi, pour v =1 on a
O(p,1) =0.
Egalement, en différentiant par rapport a v on trouve

0

5,02 v) = Que(vp) +v7p0y0(vp), fi) 1z

En remarquant que pour v =1 on a 2vp(vp) + v2pd,p(vp) = fi(p) il vient

0

5,0 1) = (fu, fidug = IAill7, > 0.

On peut ainsi appliquer le théoréme des fonctions implicites (valables dans le cadre
des espaces de Banach): il existe une unique fonction A : u — A(u) définie pour u
assez proche de ¢ dans L™, de classe C'*°, telle que

O(u, A(u)) = 0.

Par définition de ©, cela signifie que (g, f1) = 0, et donc A satisfait les conclusions

souhaitées du théoréme.
O

PREUVE DE LA PROPOSITION 12.1. Celle-ci s’obtient & ’aide du lemme précé-
dent et d’un argument de changement d’échelle.
A continuer d’ecrire.

(|
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2.3. Décomposition orthogonale dynamique des solutions. La propo-
sition 12.1 implique le résultat suivant pour des solutions piégées au sens de la
définition 12.1.

PROPOSITION 12.2 (Decomposition orthogonale dynamique de la solution). I
existe C' > 0 tel que pour § assez petit, si la solution u est piégée sur [0,T) pres
de l’ensemble des profils auto-similaires alors il existe une unique fonction A €
CL([0,T),(0,00)) telle que m s’écrit

m(t:r) = 35z 0+ 066 (575
avec q satisfaisant
la(t, )| Lo mny < €O (12.23)
et la condition d’orthogonalité pour tout 0 <t < T

(q(t,), fi)rz = 0. (12.24)

PROOF. La fonction désirée est A\(u(t)), donnée par application de la propo-
sition 12.1. Les propriétés de régularité et d’unicité sont des conséquences directes
de cette proposition, et du fait que la solution u est supposée C'°°, et bornée ainsi
que toutes ses dérivées.

O

LEMME 12.4 (Equation de modulation). Sous les mémes hypothéses que la
proposition 12.2, et en appliquant la renormalisation du lemme 12.1, on a

A 1 N9, f)rz (12.25)

Py 2 Hf1||%g +(2q + pOpq; f1) 12
Remark 12.2. En ’absence de perturbation ¢ = 0, I’équation de modulation
(12.25) devient Ay = —\/2 et cela correspond & une explosion en temps 7' > 0 avec
At) =T —t.
En effet, en intégrant, il vient A(s) = A\(0)e™%/2. Puisque % = )\12 on a % =
2\ = )\( ) =5 de solution t(s) = A(0)?(1 — e~*). En posant 7' = A(0)? on a alors

e s = (—2 et )\ VI — 1t comme annonceé.

PRrROOF. En différenciant la condition d’orthogonalité (12.24) par rapport au
temps renormalisé on obtient :

(0sq, f1)rz = 0.

Puisque ¢ satisfait I’équation renormalisée (12.8), cela signifie

(Lq, fi)rz = M, fi)p2 + N, fi)rz.

Pour le premier terme, en utilisant que £ est symétrique par (12.14), puis que f; est
une fonction propre par (12.16), et & nouveau la condition d’orthogonalité (12.24)
on obtient

(Lq, f1>Lg = <Q7£f1>Lg = —(q, f1>Lg =0.

Pour le second terme, en injectant (12.15) dans (12.10), on calcule

As
M. i = (5 + ) U+ 204 00,0) )
L2

As

= (5 + ) (Il + o+ pdpa. 1)

1\3\’—‘
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Ainsi,
A1 ,
(5 +3) (I35 + 20+ pdya, 1)) =~V i)z
ce qui démontre (12.25).



CHAPTER 13

Stabilité de la solution auto-similaire fondamentale II :
theorie spectrale de 'opérateur linéarisé

1. Eléments d’analyse spectrale

Cette section est consacrée a ’analyse spectrale générale, et s’applique donc a
des opérateurs de Schrédinger généraux, autres que celui provenant de I’équation
de Keller-Segel.

Dans toute cette section, H désigne un espace de Hilbert complexe, de produit
scalaire (-,-) et de norme || - ||. Un opérateur linéaire 7 dans H est une application
linéaire d’un sous-espace D(7) C H (le domaine de 7) dans H. L’image de T
est Pensemble Ran(T) = {Tz, x € D(T)}. On dit que l'opérateur 7 est borné
sl existe C' > 0 tel que |7 (z)|| < C||lz|| pour tout € D(T). On étudie ici des
opérateurs non bornés dans le sens ol 'on ne suppose pas qu’ils sont bornés. On
supposera de plus toujours que

D(T) est dense dans H.

1.1. Opérateurs auto-adjoints. Une classe d’opérateurs trés naturelle est la
suivante.

DEFINITION 13.1 (Opérateur fermé). Un opérateur T dans H est dit fermé si
pour toute suite x, € D(T) telle que x,, converge dans H vers un élément v~ € H et
que Ty, converge dans H vers un élément yoo € H, alors oo € D(T) et T Zoo = Yoo-

Le graphe d’un opérateur 7 dans H est ’ensemble
Gr(T)={(z,y) e Hx H, telquexz e D(T)ety=T(y)}
On équipe H x H de la structure hilbertienne associée au produit scalaire
((2,9), @y ) s = (@,2") + (4,9,
et & la norme suivante
1z )l = ll2l® + [y ).

LEMME 13.1. Un opérateur T est fermé si et seulement si Gr(T) est un sous-

ensemble fermé de H x H.

PRrROOF. La preuve fait I'objet de I'exercice mettre ref.
O

DEFINITION 13.2 (Opérateur adjoint). Si T est un opérateur dans H, alors
PVopérateur adjoint T* est défini comme suit. Son domaine est

D(T*) ={y € H, tel qu’il existe C > 0 tel que |(Tx,y)| < C||lz| pour tout x € D(T)},

c’est-a-dire, il consiste en l’ensemble des éléments y € H tel que l'application x —
(T (x),y) de D(T) dans C est bornée pour la norme de H. Puisque D(T) est dense
dans H, cette application s’étend donc en une application linéaire continue de H
dans C.

117
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Pour un tel y, par le théoréme de représentation de Riesz, il existe donc un
unique z € H tel que cette application linéaire soit égale a x — (x,z), c’est-a-dire
telle que

(T(z),y) = (z,2) (13.1)
pour tout x € D(T). L’opérateur adjoint est alors défini par T*(y) = 2.

On remarque que par cette définition, si x € D(T*) alors on a pour tout y €
D(T) que
(T(), =) = (y, T"(2)). (13.2)

comme conséquence directe de (13.1).

LEMME 13.2. Montrer que y € D(T*) et z = T*(y) si et seulement si (—z,y) €
Gr(T)*t (ou lorthogonal et vis & vis du produit scalaire de H x H ).

PROOF. La preuve fait I'objet de I’exercice mettre ref.

O

DEFINITION 13.3 (Opérateur auto-adjoint). Soit T un opérateur quelconque.
On dit que T est un opérateur auto-adjoint st T* =T.

En dimension finie, les opérateurs auto-adjoints sont exactement ceux qui sont
symétriques, c’est-d-dire ceux représentés par une matrice hermitienne dans une
base orthogonale, voir ’exercice 13.1. En dimension infinie en revanche, il existe
des opérateurs qui sont symétriques et fermés, mais qui ne sont pas auto-adjoints,
voir 'exercice 13.4. Il faut donc davantage d’informations pour déterminer si un
opérateur est auto-adjoint ou non. La prochaine sous-section montrera que les
opérateurs symétriques qui sont bornés par en bas possédent toujours au moins une
extension auto-adjointe dite extension de Friedrichs.

Nous terminons par mentionner un résultat de stabilité pour les opérateurs
auto-adjoints.

PROPOSITION 13.1. Soit T un opérateur auto-adjoint et injectif. Alors Ran(T)
est dense dans H et lopérateur inverse T ' : Ran(T) — H est également auto-
adjoint.

PROOF. Le domaine de 7! est égal & I'image de T, c’est-a-dire D(7 ') =
Ran(T). Nous montrons en premier que ce domaine est dense. Cela équivaut a
montrer que Ran(7T )+ = {0}. Soit donc u € Ran(T)*. Alors (u, Tv) = 0 pour tout
v € D(T). L’application linéaire v +— (u,Tv), de D(T) dans C, est donc égale a
l'application nulle. Par définition de 'opérateur adjoint, cela signifie que u € D(T™)
et T*(u) = 0. Or T = T* est auto-adjoint. Donc u € D(T) et T(u) = 0. Comme
T est injectif, u = 0. Donc Ran(T)*+ = {0} et Ran(T) est dense dans H.

Montrons maintenant que l'adjoint de 7! est égal & 7. Soit y € D(T*)
et z =T 1*(y). Par le lemme 13.2 on a (—z,%) € Gr(T~Y)*. Or par définition de
I'inverse le graphe de 7! s’exprime aisément en fonction de celui de T :

Gr(T ™Y = {(u,v) € Hx H, (v,u) € Gr(T)}.
Donc
(—z,y) € {(u,v) € H x H, (v,u) € Gr(T)}*.
Or
{(u0) e Hx H, (v,u) € Gr(T)}" ={(u,v), (v,u) € Gr(T)"}.
et donc (y, —2) € Gr(T)*. Par le lemme 13.2 & nouveau, cela signifie que z € D(T*)
et 7*(z) = y. Comme T est auto-adjoint, cela signifie que z € D(T) et T(z) = v,
soit z = T 1(y).
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On montre de la méme maniére que si z = T 1(y) alors y € D(T*7!) et
y = T*—l(y). Donc 7-71* — 7-71
O

1.2. Opérateurs associés a des formes bilinéaires. Une forme bilinéaire
sur un espace de Hilbert H est une application B : D(B)xD(B) — C avec D(B) C H
un ensemble qui est appelé le domaine de B, et qui est antilinéaire par rapport a
la premiére variable et linéaire par rapport a la seconde variable. Dans toute la
section, nous supposerons pour toutes les formes bilinéaires que nous considérerons
que

D(B) est dense dans H.

Une forme bilinéaire est dite bornée si elle est continue, c’est-a-dire qu’il existe
C > 0 telle que |B(u,v)| < C|lul|g||v||g pour tous u,v € D(B). Par densité, toute
forme bilinéaire continue s’étend en une forme bilinéaire sur ’espace entier H x H.
Nous identifierons donc les formes bilinéaires continues avec celles de domaine H x H.
Une forme bilinéaire est dite dite symétrique si B(u,v) = B(v,u). Elle est dite définie
positive s'il existe o > 0 tel que B(u,u) > aflul|%.

DEFINITION 13.4. Soit B une forme bilinéaire symétrique sur H. L’opérateur
T associ€ a B est défini comme suit. Son domaine est

D(T) ={y € D(B), tel qu’il existe C > 0 tel que |B(z,y)| < C||z|| g pour tout x € D(B)},

c’est-a-dire, il consiste en l’ensemble des éléments y € H tel que l'application x —
B(z,y) de D(B) dans C est bornée pour la norme de H. Puisque D(B) est dense
dans H, cette application s’étend donc en une application linéaire continue de H
dans C.

Pour un tel y, par le théoréme de représentation de Riesz, il existe donc un
unique z € X tel que cette application linéaire soit égale & x — (x,z) g, c’est-a-dire
telle que

B(z,y) = (z,2)n (13.3)
pour tout x € D(B). L’opérateur T est alors défini par T (y) = z.

On remarque que par cette définition, si z € D(7T) alors on a pour tout y € D(B)
que
B(z,y) = (z,T(y)n (13.4)
comme conséquence directe de (13.1). Puisque B est symétrique, on remarque que
lopérateur T est également symétrique.
Un conséquence du théoréme classique de Lax-Milgram est le résultat suivant.

PROPOSITION 13.2 (Lax-Milgram). Soit B une forme bilinéaire symétrique con-
tinue et définie positive sur un espace de Hilbert H. Alors l'opérateur T associé a
H est un isomorphisme sur H, et est auto-adjoint.

PROOF. exercice
O

Une généralisation trés utile de ce résultat pour étudier des opérateurs auto-
adjoints non bornés est la suivante.

THEOREME 13.1. Soit G et H deux espaces de Hilbert tels que G s’injecte con-
tinument dans H (i.e. G C H et ||ul|lg < Cllullg pour une constante C > 0)
et que G est dense dans H. Soit B une forme bilinéaire symétrique, continue, et
définie positive sur G. Soit T ['opérateur associé a B, considérée comme une forme
bilinéaire symétrique sur H. Alors :
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o L'opérateur T : D(T) — H est bijectif, et T~ est un opérateur continu de
H vers G (et donc continu sur H également).

e Le domaine D(T) est dense dans H pour la norme || - || g, et il est aussi
dense dans G pour la norme || - |G-

o L'opérateur T est auto-adjoint sur H.

PROOF. Soit S I'opérateur associé a la forme bilinéaire symétrique B, considérée
comme forme sur 'espace G. Alors par la proposition 13.2, § : G — G est continu,
bijectif, et auto-adjoint.

Preuve que T est bijectif et que 7! est continu de H vers G. Soit u € D(T) tel
que T(u) = 0. Alors 0 = (u, 7 (u))g. Donc B(u,u) = (u, T (u))g = 0 et comme
B(u,u) > allul|? alors u = 0. Donc T est injectif.

Soit f € H. Alors I'application linéaire v — (f,v)y est continue sur G. Donc
par le théoréme de Riesz il existe g € G tel que (f,v)g = (g,v)g. Soit u € V
tel que S(u) = g. Alors (g,v)qg = (S(u),v)y = B(u,v) pour tout v € V. Donc
(fyv)g = B(u,v) pour tout v € V, et par définition v € D(T) et T(v) = f.
Donc T est surjectif, donc bijectif par le paragraphe ci-dessus, et on peut écrire
v="T71f. Onque (f,v)y = B(v,v) avec B(v,v) > allv||% d’une part et [(f,v)n| <
| lalloliz < ClLflaliollg d'autre part, et donc ol < Ca[[f . Done T est
continu de H dans G.

Densité de D(T). La densité de D(T) dans H est équivalente a ce que son orthog-
onal dans H soit {0}. Soit donc f € H tel que (f,u)g = 0 pour tout v € D(T).
Soit v = T~1(f). Alors 0 = (f,u)y = B(v,u) pour tout u € G. Donc B(v,v) = 0 et
comme B(v,v) > aljv]|4 alors v = 0. Donc f =0, et D(T)* = {0} comme désiré.
Montrons de maniére similaire que D(7T) est dense dans G. Soit donc f € G tel
que (f,u)g = 0 pour tout u € D(T). Soit v =S (f). Alors 0 = (f,u)g = B(v,u)
pour tout © € G. Donc de méme f = 0.
Auto-adjonction de T'.  Soit v € D(T*), alors (Tu,v)y = (u,T*v)y pour tout
uw € D(T) par définition. Soit w = T1(T*v). Donc Tw = T*v. Pour tout
u € D(T), comme B(u,w) = (Tu,w)g et Blu,w) = (u, Tw)g = (u, T *v)g, alors
(Tu,v)g = (Tu,w)y. En prenant u = 71 (v — w) il vient ||(v — w)||%, = 0, donc
v=wet T ="Tuw.

O

1.3. Extension auto-adjointe de Friedrichs.

DEFINITION 13.5. Un opérateur T est dit borné par le bas s’il existe C' > 0 tel
que (T'(u),uyg > —C|lul|% pour tout u € D(T).

Si T est un opérateur symétrique est borné par le bas, on va obtenir une exten-
sion auto-adjointe de 7' comme suit.

On définit pour K > C Vopérateur T = T + KId de méme domaine que T,
et la forme bilinéaire By (u,v) = (Tu + Ku,v)y. Puisque Bg (u,u) > B|jul|% pour
f=K—C >0, laforme Bg est un produit scalaire sur D(T).

Soit alors G l'espace de Hilbert obtenu par complétion de D(T") pour ce produit
scalaire. On a G C H car |lu||% < B7'Bk(u,u). On note Bx l'extension de By
a G, qui est par définition continue, symétrique, et définie positive sur G. Soit
T Vopérateur associé & la forme By sur H. Alors par le théoréme 13.1, Tk est
auto-adjoint. On pose alors T = Tx — KId, de domaine le méme domaine que Tk .

THEOREME 13.2 (Extension de Friedrichs). Soit T un opérateur symétrique
borné par le bas. Alors l'opérateur T ainsi obtenu est indépendant du choix de K.
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1l est une extension de T, et il est auto-adjoint. Cet opérateur est appelé ’extension
de Friedrichs de T.

PROOF. Pour K, K’ > C on a Bi(u,u) > B|ul|% et By (u,u) > | ul|% pour
B=K-C>0ety=K—C>0. Comme B (u,u) — Bg:(u,u) + (K — K ||u||%,
alors Br (u,u) < (1+ |K_qu)BKr(u,u) et Bgr(u,u) < (1+ @)B;&u,u) Donc
les produits scalaires associés & B et By sont équivalents. Donc I'espace G obtenu
par complétion est le méme et ne dépend pas de K.

Montrons maintenant que Tx — K'Id = Tk — KId. Cela démontrera que 7 ne
dépend pas de K. Soit u € D(Tg) alors Bi(u,v) = (Txu,v)g pour tout v € G.
Donc By (u,v) = Bgr(u,v) + (K' — K)(u,v)yg = (T + (K’ — K)u,v)y pour tout
v € G. Donc par définition v € D(Tgr) et Tgru = T + (K’ — K)u. Par un
raisonnement analogue, si u € D(Tg) alors u € D(Tk) et Tku = Tg + (K — K')u.
Donc Txr = T + (K’ — K)Id ce qui implique le résultat désiré.

Enfin, par définition, comme Tx est une extension de Tx = T + KId, alors
T = Tk — K1d est une extension de T'.

[l

1.4. Résolution spectrale des opérateurs auto-adjoints compacts. On
rappelle que « est une valeur propre de T s’il existe x € D(7) non nul tel que
Tx = az.

DEFINITION 13.6 (Ensemble resolvant, spectre, spectre ponctuel). L’ensemble
résolvant Res(T) de T est constitué des nombres complexes z pour lesquels l’opérateur
T —2Id : D(T) — H est une bijection dont linverse (T — 2Id)~! est un opérateur
borné sur H.

Le spectre Spec(T) est le complémentaire de ’ensemble résolvant : Spec(T) =
C\Res(T).

Le spectre ponctuel est l’ensemble des valeurs propres de T .

PROPOSITION 13.3. Soit T' un opérateur auto-adjoint sur H. Alors Spec(T) C
(R) et pour tout x € C\R:
1
T—zId < —.
I7 =<1l < 5
PRrROOF. Exercice
(]

Soit B(0, 1) la boule unité de H. Un opérateur est dit compact si D(7) = H et
si T(B(0,1)) est compact dans H.

THEOREME 13.3 (Diagonalisation des opérateurs auto-adjoints compacts). Soit
H un espace de Hilbert de dimension infinie, et T un opérateur compact et auto-
adjoint sur H. Alors il existe (an)n>1 une suite de nombre réels convergent vers 0
(des répétitions dans la suite étant permises) et une base orthonormale { fn}n>1 de
H constituée de fonctions propres associées :

Tfn = f.

On dit qu'un opérateur 7 est a résolvante compacte s'’il existe o € Res(T) tel
que P'opérateur (7 — ald)~! soit compact.

COROLLAIRE 13.1. Soit H un espace de Hilbert de dimension infinie, et T un
opérateur auto-adjoint sur H et a résolvante compacte. Alors il existe (ap)n>1
une suite de nombre réels telle que |a,| — oo quand n — oo (des répétitions dans la
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suite étant permises) et une base orthonormale { fy,}n>1 de H constituée de fonctions
propres associées :

T fn = anfn.

PREUVE DU COROLLAIRE. C’est une conséquence du théoréme précédent et de
la proposition 13.1.

[l
2. Analyse spectrale du linéarisé prés du profil auto-similaire
Dans cette section nous étudions en détail 'opérateur
n+1 p
Lg = —0ppq — Tapq +(5 = ) 0pa + (1 = pdpp — 2n¢)q. (13.5)

Nous allons nous intéresser en détail a sa propriété d’auto-adjonction et & son spec-
tre.
On introduit les espaces de Sobolev H} et H2 associés aux normes

gl = llallzz + [10pall 2
n—+1

lallmz = llallzz + 1954l 22 + 10ppg + Ipal 2

2.1. Analyse fonctionnelle dans L2.
LEMME 13.1. L’espace C° est dense dans L2, HL et H2.

PROOF. Nous nous contenterons de montrer la densité de C2° dans H}, les autres
étant similaires. Soit u € H} et € > 0. Soit y une fonction lisse localisante avec
X(p) =1 pour p<letx(p)=0pourp>2et0<x <1 Onposexn(p) = x(p/n)
et u, = xpu. Alors u — u, = u(l — x,), et donc

e}

[e.e]
||lu — UnH%g = / u?(1 — xn)?0p™dp < / wlop"dp — 0
0 n

lorsque n — oo car u € LZ. En utilisant lidentité d,(u — uy) = dpu(l — xyn) +
n~'udyudyx(p/n) et une estimation similaire, on obtient que [[8,(u — un)| 2 — 0.
Donc il existe ng tel que [[u — tn,|lg1 < €/2. Comme u,, € Hy(p < 2n9) et que
C>(p < 2ng) est dense dans Hi(p < 2np), il existe une suite v, € C(p < 2ng)
qui converge vers uy, dans H& (p < 2np). Comme il existe une constante c,, > 0
telle que ¢, < o(p) < cgol pour tout 0 < p < 2ng, alors v converge aussi vers up,
dans H}. Donc vy, — Un ||g1 < €/2 pour un entier ko. Ainsi, v, € Cg° satisfait

|[u = Vo |l g2 < €. D'ott la densité de C2° dans H}.
U

On rappelle que 'inégalité de Poincaré sur un ouvert borné assez régulier 2 C
R" sécrit [ u?dz < C(Q) [ |Vul*dz pour tout v € Hg(2) pour une constante
C(Q) > 0. Une inégalité similaire est valable dans H.

LEMME 13.2 (Inégalité de type Poincaré dans H}). Il existe une constante ¢ > 0
telle que pour tout v € HY de moyenne my = ([~ op"ttdp)~ [T uop™tdp on a
pu € L2 avec

/0 (14 p?) |Ju—my|> op"dp < C/O |0,ul?op™ dp. (13.6)
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PrOOF. Etape 1. Preuve d’une inégalité similaire. Nous affirmons qu'il existe
C > 0 tel que pour tout u € H} avec u(1) =0 on a

/ (1+02) 2 n+10dp< C/ \8pu\2 n+1 dp (13.7)
0

En effet, soit u € C2° telle que u(1) = 0. On pose w(p) = fp " 30(p)dp. On a en
intégrant par parties

/ u?p"Bodp = —/ u?,wdp = 2/ w(p)ud,udp. (13.8)
1 1 1
Par (12.13) et (12.3) on a

a(p) = pte /116 + O(p2e /%) (13.9)

lorsque p — oco. En utilisant que fpoo ﬁe‘ﬁz/4dﬁ = 2¢P"/4 et des intégrations par

parties, on en déduit que w(p) = p"OeP/4/8 + O(pTie*/4) lorsque p — oo.
Donc w(p)/(p" 20 (p)) — 2 lorsque p — oo. Donc il existe C’' > 0 tel que w(p) <
C'p" 25 (p) pour tout p € [1,00). Ainsi par Cauchy-Schwarz

1 o 1
/ w(p)udpudp < C’ </ u? ”+30dp) (/ |8pu|2p”+ladp> . (13.10)
1 1 1

En combinant (13.8) et (13.10) il vient [~ u?p""3odp < 4C" I |8 ul>p"Hodp.
Par l'inégalité de Poincaré dans B(0,1) et puisque u(1) = 0 on a f 2pntlodp <
c” fo 10,ul?p"odp. En combinant ces deux inégalités, on obtient (13.7).

Etape 2. Preuve du résultat. Soit maintenant u € H}. On décompose u — m, =

v+ w avec v =u —u(l) et w=u(l) —my. Alors v(1) =0 et d,v = J,u donc par
I'inégalité (13.7)

/ (14 p*)v?p"odp < C’/ 0,ul? " odp. (13.11)
0

Soit w(p) = | [] p~ L(p)dp|*/2. On verifie par (13.9) que @(p) < p~™? pour
p<let w(p) < p /2 36/’ /8 pour,o > 1, et donc [;° @(p)p" o (p)dp < oo. Comme
lu(p) —u(l)| = | p dpu| < @(p) ([ |10pul?p ”+1Udp)1/2 par Cauchy-Schwarz, on en

déduit que |m, — u( )| < C" [ apodp( [y |0ul?p" odp) /2. Cette inégal-
ité implique [;°(1 + p*)w?p"Modp < C" [7°|0,ul*p" M odp ce qui, combiné avec
(13.11), démontre (13.6).

U

LEMME 13.3. L’injection de H: dans L2 est compacte.

PROOF. Soit u, bornée dans la boule unité de H}. Nous allons montrer quune
sous-suite converge dans L2, ce qui démontrera le résultat.

On a que m,,, est une suite bornée (en utilisant Cauchy-Schwarz). Donc par
(13.6), pu,, est une suite bornée dans L2. En utilisant que 1(p > k)|u,| < k7 11(p >
k)p|uy|, on en déduit que

lim sup [|1(p > k)un 2 = 0. (13.12)
k—00 neN
Pour tout & € N, il existe ¢ > 0 tel que ¢ < o(p) < c,;l pour tout p < k.
Donc 1(p < k)u, est une suite bornée dans H'(p < k). Par injection compace de
H'(p < k) dans L*(p < k), il existe une sous-suite g, (,) telle que 1(p < k)ug, (n)
converge dans L?. Par extraction diagonale, il existe une sous-suite Ug(n) €t une
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fonction ue telle que 1(p < k)ug,) converge vers 1(p < k)uoe dans L? pour tout
k e N.

Montrons maintenant que ug(,) converge vers us dans L2. Par le lemme de
Fatou, [|1(p > k)ucollrz < sup,en [|1(p > k)ugem)lr2. Donc us € L2 d’une part,
et d’autre part par (13.12) on a

lim || 1(p > k)ucol/z2 = 0. (13.13)
k—o0 7

Soit € > 0. Il existe par (13.12) et (13.13) ko tel que [|1(p > ko)unllrz < €/3
pour tout n et |[1(p > ko)uoollrz < €/3. Comme T(p < ko)ugp) converge vers
1(p < ko)uoo dans L?, il existe ng tel que || 1(p < ko)(ugp(n) — Uoo)| 2 < €/3 pour

tout n > ng. Alors ||up, — us|r2 < €. Donc ug,) — s dans L2.
O

2.2. Auto-adjonction de L. L’opérateur £ est bien défini sur I’espace Cg°, et
nous avons vu dans (12.14) qu'il est symétrique pour le produit scalaire (-, ) 2. Nous
avons vu dans la section 1 qu’il existe un méthode naturelle, celle de Friedrichs, pour
obtenir une extension auto-adjointe d’un opérateur. Pour appliquer cette méthode
a L, nous définissons B : H! x H} — C la forme bilinéaire symétrique

o 0o
Blan @) = / apqilap(&gpnﬂdp * / (1= pdpp — 2n<,0)ﬁQQJPn+1dP.
0 0

Nous avons vu dans la preuve de (12.14) que

B(q1,q2) = (Lq1, q2) 12 (13.14)
pour tous q1,q2 € C°. On a également
[e.e] o
B(q,q) = / 0pq? 0" dp + / (1 — pdyp — 2np)g?op™ dp. (13.15)
0 0

Nous allons vérifier dans la preuve de la proposition suivante que la procédure
d’extension de Friedrichs s’applique bien. Nous verrons que le domaine de 'opérateur
auto-adjoint ainsi obtenu n’est autre que H2.

PROPOSITION 13.1 (Auto-adjonction). Pour tout w € H? on a Lu € L2. De
plus, Uopérateur £ : H2 — L2 est un opérateur auto-adjoint.

ProoF. Etape 1. Procédure d’extension de Friedrichs. On considére I'opérateur
L:C>® — L2 sur L2. Par (12.14), il est symétrique. Comme pd,p et ¢ sont des
fonctions bornées, on a que 1 — pd,p —2nyp > —C pour une constante C' > 0. Donc
par (13.14) et (13.15), on a pour ¢ € C2° que

(Lq,q)12 2/ lﬁpq!%p”“dp—C/ GCop"dp (13.16)
0 0

ce qui montre que £ est un opérateur borné par le bas sur L2. Le théoréme
d’extension de Friedrichs 13.2 s’applique donc. Soit £ : D(EN) — L2 T'opérateur
auto-adjoint ainsi obtenu. Nous allons maintenant détailler la procédure d’extension
dans le cas présent. Par (13.16), pour K > 0 suffisament grand, il existe Cx > 0
tel que

1
CiKHuHH; < B(u,u) + Kllul|zy < Crllull .-

Par I'inégalité ci-dessus, 'espace complété de C2° pour le produit scalaire B(u, v) +
K(u,v)pz est H}. Par ceci et par la définition 13.4, Iopérateur £ est donc défini
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de la maniére suivante :

D(L) = {u € H}, tel quil existe f € L2 tel que B(u,v) = (f, v) 2 pour tout v € H},
) (13.17)
et Lu = f ou f est la fonction ci-dessus.

Etape 2. Preuve que Lq € L2 pour ¢ € H2. Soit ¢ € H?. Nous affirmons que
pdpq € L2. Si cela est démontré, alors chacun des termes dans (13.5) appartient a L2
et donc cela montrera Lq € L2 comme désiré. Comme q € H2 on a Oppq + "T‘flﬁpq €

L% et 9,q € L2, donc 9,,q € L*(p > 1). Soit x une fonction lisse localisante
avec x(p) = 1 pour p < 1 et X( ) =0pour p > 2etu=(1- X)é?pq Alors
Opu = (1 = x)0ppq — 8px8pq € L2. Donc par le lemme 13.2 on a pu € L2, ce qui
implique bien pd,q € L2.

o)

On conserve maintenant la notation £ pour désigner U'opérateur £ : H2 — L2.

Etape 3. Preuve que £ = £. Montrons d’abord que £ est une extension de £. Par
I'étape 2, pour tout ¢1 € H2 on a L£g, € L2 et par la densité de C° dans H} et H?
du lemme 13.1, on obtient par (13.14) que

B(q1,q2) = (Lq1,92) 12 (13.18)

pour tous g2 € H}. Donc pour tout q; € H2, I'identité ci-dessus et (13.17) montre
que q1 € D(L) et Lg = Lq. Donc £ est une extension de L.

Montrons ensuite que £ est une extension de £. Soit u € D(£) et Lu = f € L2.
Alors pour toutes fonctions test ¢ € C'°((0,00)) on a par (13.17), (13.5) et (13.18)
que

/0 foop™dp = /0 uop" (=0 — n78p¢ + (B — p©)0,0 + (1 — pdyp — 2np)P)dp.

2
(13.19)
On pose v = uop™ 1. L’identité (13.19) se réecrit
n+1 p
Oppv =9, g=Fop™ = [—— +(5 = pR)0,(uop™ ) + (1 = pdpp — 2np)ap" !
(13.20)

au sens des distributions sur (0, 00). Soit 0 < § < R. Alors v € H'((6, R)) puisque
u € H}. De plus, g € L*((0,R)) car f € L2 et w € H:. Donc v € H?((6, R)) et
'identité (13.20) est valable comme une égalité de fonctions mesurables. Puisque
v =wuop"t!, on a que
8ppu — Upn-i-lappv _ 20—1p—n—18p(0_pn+1)apu _ U—lp—n—lapp(o_pn-i-l)u
au sens des distributions. Par le méme raisonnement, puisque u € H'((d, R)) et
dppv € L2((6,R)) on en déduit que u € H?((6, R)) et que l'identité ci-dessus est
valable en temps qu’égalité de fonctions mesurables. En combinant les identités
ci-dessus, on a démontré que u € H?((8, R)) pour tous 0 < § < R avec l'identité
n+1 P
f==0ppu———0pu+ (2

Comme f,d,u,u € La, on en déduit que

p)0pu 4 (1 — pdyp — 2nep)u. (13.21)
1(p < 1)(9ppu + ”Zlapu) €I2 (13.22)

et
L(p > 1)(9ppu — gapu) e 2. (13.23)
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Soit x une fonction lisse localisante avec x(p) = 1 pour p < 1, x(p) = 0 pour y > 2
et 0 < x < 1. Pour R > 1 on pose xr(p) = x(p/R). En développant,

e}

0o 1 [
/1 (8/)/3’[1, — gapu)zo'pn—i-ldep = /1 (appu)zo'pn—‘rldep + 4/1 (apu)2g'Xan+3dp

(o)
— / appuf)puap”+2Xde.
1
En intégrant par parties, et en utilisant o = Lp*Qe*p2/4:

o 1 oo
2/1 Dppud,uop™ iy rdp = —(9,u(1))?o (1) + 2/1 (0,u)2ap" 3\ rdp

[o.¢]
- /1 (Bpu)2e " /40,(p" 20~ 2\ ) dp.
En combinant ces deux identités,

oo oo 1
/1 (8ppu)20Pn+1XRdP = /1 (Dppu — gﬁpu)zap""'lXde - 5(3pu(1))20(1)

1

- 2/1 (Dpu)2e 110,022 xR)dp

Par (13.23) la premiére intégrale du membre de droite est uniformément bornée
pour tout R > 1. Puisque u € H?((6, R)) pour tout 0 < § < R, alors d,u est
une fonction continue par injection de Sobolev. Donc le second terme du membre
de droite impliquant (9,u(1))? est une quantité bien définie. Enfin, on a par un
calcul explicite que |0,(p" 20 2xr| < p" 1o ~2. Donc comme u € H! la derniére
intégrale est uniformément bornée pour tout R > 1. Donc [;°(9,,u)?cp™ xrdp
est uniformément borné en R. En prenant R — oo il vient 1(p > 1)d,,u € L2.

Donc )
1(p > 1)(Dppu + ”:apu) e 12 (13.24)

En combinant (13.24) avec (13.22) il vient 0,,u + "T'flapu € L2. Donc u € H2.

L’identité (13.21) montre alors Lu = f = Lu. Donc Lu est une extension de Lu.
O

PROPOSITION 13.2 (Diagonalisation). L’opérateur L : H2 — L2 est a résolvante
compacte. Il existe une suite de valeurs propres a1 < ay < ... et de fonctions propres
(fi)i>1 € Hg associées telles que

Lfi = a;f;

et telles que les f; sont deuz a deuz orthogonales dans L2 et que Vect({fi}i>1) est
dense dans L2.

PROOF. Par l'inégalité (13.16) et (13.18) on a pour K > C + 1 que

(£ + KId)q, q)12 Z/O 0,0 0p" dp + (K — C)/O Q’op"dp > [|qlls -

On remarque que puisque £ est 'opérateur associé a la forme bilinéaire B sur L2 de
domaine H}, alors £+ K1d est 'opérateur associé¢ a la forme bilinéaire B+ K (-, -) 2
sur L2 de domaine H}. L’inégalité ci-dessus montre que celle-ci est coercive. Donc
par le théoréme 13.1, Popérateur £+ K1d : H2 — L2 est inversible, et son opérateur
inverse (L + K1d)~! est continu de L2 dans H!. Puisque I'injection de H} dans L2
est compacte par le lemme 13.3, alors (L + K1d)~! est un opérateur compact. Donc
L est un opérateur auto-adjoint & résolvante compacte.
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Par le corollaire 13.1, il existe (ay)p>1 avec |ap| — oo lorsque n — oo et
fn € H? une suite de fonctions deux a deux orthogonales dans L2 qui sont des
fonctions propres associées,

‘Cfn = anfna

avec Vect(f,) dense dans L2. Puisque

OéannH%g = <£fnafn>L2
:B fna TL

o
(Opfn)op™dp + / (1= pdpp — 2n¢) frop™ dp
0

Y

\\

T pOpp — 2n¢p) frop™dp
1 = PO — 2n9) | o= | full 72
alors oy, > [|(1—pd,p—2n¢p)||feo. Comme |oy,| — oo alors nécéssairement o, — 00.
([
2.3. Positivité de la seconde valeur propre.

PROPOSITION 13.3. On garde les notations de la proposition 13.2. Pour tout
1 >2o0na

a; > 0.
ProOOF. Cette démonstration n’est pas simple, elle repose sur une estimation

fine du nombre de valeurs propres d’'un opérateur de Schrédinger associé a L effec-
tuée dans le travail récent de Birgit Schorkhuber et Irfan Glocic.

O
COROLLAIRE 13.1. Il existe k > 0 tel que pour tout ¢ € H}, si
(¢: f1)=0
alors
Bla) > rllall%,
PROOF. (]

COROLLAIRE 13.2 (Décroissance de I’évolution linéaire). On garde les notations
du corollaire précédent, et on suppose que (s,p) — q(s,p) est une fonction bornée,
de dérivées jusqua l’ordre deux bornées, qui est une solution de

0sq+ Lqg=0
avec
(q(0,-), f1) =0
Alors
la(s,)lrz < e "[la(0, )2

PROOF. O
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2.4. Explosion et convergence asymptotique pour les solutions piégées.
En combinant les techniques de modulation de la section précédente et ’analyse de
I’opérateur linéarisé de cette section, le theoreme ci-dessous démontre que si une
solution reste piégée sur son intervalle d’existence, alors celle-ci explose en temps
fini et converge localement vers le profil auto-similaire.

THEOREME 13.1. Pour d > 0 assez petit ce qui suit est vrai. Soit u une solution
du systeme de Keller-Segel sur [0, Tpaz), qui est C™° et dont les dérivées sont a
chaque instant bornées en espace, et qui est piégée autour de l’ensemble des profils
auto-similaires sur [0, Tyqaz) au sens de la définition 12.1. Alors :

e La solution explose en temps fini, Tz < 0.
e La masse partielle de la solution se décompose sous la forme

m(t,r) = A(lww D(55)

avec une échelle spatiale qui est asymptotiquement parabolique
A(t)

1
Tmax_t

et une perturbation qui converge vers 0 a cet échelle :

la()ll2 — 0
lorsque t 1 Tinas -

Il a été démontré récemment par Glocic et Schorkhuber que pour toute donnée
initiale de la forme ug = V¥ + g, avec g suffisamment réguliére et petite dans
certaines normes bien choisies, alors la solution du systéme de Keller-Segel explose
en temps fini et satisfait les mémes conclusions que le théoréme ci-dessus. Dans
ce cours nous aurons donc entrevu comment obtenir un tel résultat. Nous avons
pu décrire le comportement des solutions piégées, et pour démontrer ce résultat de
Glocic et Schorkhuber il manque un ingrédient de preuve en plus : démontrer que
la solution reste piégée sur son intervalle maximal d’existence.

PRrROOF. La preuve repose sur une utilisation conjointe de 1’équation de mod-
ulation pour A, et d’une estimation d’énergie pour g permises par les propriétés
spectrales de I'opérateur linéarisé £. Dans ce qui suit A < B signifie que A < CB
pour une constante C' > 0 qui peut varier d’une ligne & ’autre mais qui est indépen-
dante des paramétres en jeu.

Etape 1. Controle de ’équation de modulation. Montrons qu’il existe C' > 0 telle
que
As 1

S 2' < C'min(6%,6lqll 2 )- (13.25)

On rappelle par (12.25) que
WN(a), f1)r2
I £1ll72 + (2q + pOpq, fi) 12

On calcule en intégrant par parties, puis en utilisant (12.23) et que le poids o décroit
exponentiellement vite :

(13.26)

Al
A 20 —

(2q + pdpq, f1) 12| = ‘/0 2qfrop"dp —/0 qap(pflo'p"“)dp' < C4.
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Pour ¢ assez petit on a donc par (13.26) :

%3] s W@, s
On calcule ensuite que

(N(9), fr)12 = (ng®, f1) 12 + (paDpg, f1) 12

En utilisant (12.23) le premier terme se majore par
[(nd®, f1)z2| S llali < 8%
En utilisant (12.23) puis Cauchy-Schwarz on peut aussi le majorer par :
[(ng®, f1) 2| < llallze / ng frop™dp < Sllall 2 Infill 2o < dllallz

En combinant les deux majorations possibles :

|(ng?, f1) 13| < min(6%,8q .2)
Le deuxiéme terme s’écrit aprés une intégration par parties :

1 (o)
(pa0pq, fi)rz = —= | P*0,(frop™ " )dp.
2 Jo

Il peut alors étre estimé de la méme maniére que le premier : |(pgdpq, fi)r2| <
min (6%, 6]|g||;2). Cela démontre (13.25).

Etape 2. Estimation d’énergie pour Uerreur. Montrons qu’il existe > 0 telle que
d K
— < —— . 13.27
“lallzs < ~Slallzs (13.27)
En effet, on calcule par (12.8) :
d A
ol = =25.0) +2 (0. (30) ) + 20000
Par le corollaire 13.1 le premier terme est

~2B(q,q) < —2xllal%-

Nous allons maintenant montrer que les deuxiémes et troisiémes termes sont bien
plus petits. Le deuxiéme terme est

As As 1
— = _— - 2 .
<q,M<A,q>> (5 +5)(¢ 1+ 24+ pB,q)
En utilisant que ¢ est orthogonal a f; et l'estimation (13.25) de I’étape 1 sur la

modulation :
As
‘<q7M (/\,q>>’ < 6%{g, 29 + pd,yq)|

On a par (??) : [{g,2¢ + pdpa)| < llgl7 et done

As
(o (50))| < iy

Pour le troisiéme terme on a par (12.23) puis Cauchy-Schwarz :

|<q,/\/>|=/0 (nq2+pq0pQ)q0pn+1dp‘SIIqIILoo/O (Ing| + pl0pql)|glop™dp

< Sllallds-
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Donc pour 4§ assez petit,

2(0.m(%0) ) + 20000 < wlalfy.

Ainsi, %HQH%g < —/<qu||§{; < —/ﬁ||q\|%g ce qui implique (13.27).

Etape 3. Fin de la preuve. L’inégalité de décroissance (13.27) implique

la(s)llz2 < e 2°(1a(0)]] 2.

En injectant cette inégalité dans (13.25) on obtient
d P
£ log(re?)| < e

Donc il existe K € R telle que log(Ae®/?) = K + O(e™2°) lorsque s — oo, et

ainsi A = K'e™*/2(1 + O(e™"*/2)) pour K’ = eX. Puisque % = \? on a % =

K2e75(1 + O(e~**/?)). 1l existe donc T > 0 tel que lims oo t(s) = T et t =
).

T — K?e %+ 0(e"(172)%). Donc K'2¢™* =T —t + O((T —t)'*2
A=VT —t+O0((T —t)zt4).

Cette inégalité et celle sur ¢ démontre le théoréme.

Ainsi,

3. Exercices

EXERCICE 13.1. Soit H = C" pour n € N. Montrer qu’un opérateur est auto-
adjoint sur H si et seulement st il est symétrique.

EXERCICE 13.2. Soit T un opérateur fermé. Montrer que T est un opérateur
symétrique si et seulement st D(T) C D(T*) et Tu = T*u pour tout u € D(T).

EXERCICE 13.3. Soit T un opérateur fermé sur un Hilbert H. Montrer que son
adjoint T est un opérateur fermé.

EXERCICE 13.4. On se place dans l’espace de Hilbert L*([0,1]). Soit l'opérateur
T (u) =" de domaine D(T) = {u € H?([0,1]), u(0) = v/ (0) = u(1) = «/(1) = 0}.
Montrer que T est un opérateur symétrique et fermé. Montrer que son adjoint a
pour domaine Uespace H*([0,1]) et que T*(u) = u”. En déduire que T n'est pas
auto-adjoint.

EXERCICE 13.5. Soit H = L*(R) et T lopérateur sur H défini par D(T) =
HY(R) (H(R) désignant ici l’espace de Sobolev usuel) et T(f) = O f. Montrer que
T est un opérateur fermé.

EXERCICE 13.6. Soit H = L*(R) et T lopérateur sur H défini par D(T) =
H?(R) (H?(R) désignant lespace de Sobolev usuel) et T(f) = —0Opef. Montrer que
T est un opérateur auto-adjoint.

EXERCICE 13.7. o Montrer que si H est de dimension finie, alors le spec-
tre de T est égal au spectre ponctuel. (La distinction entre le spectre et le
spectre ponctuel n’est donc intéressante qu’en dimension infinie.)

o Trouver un exemple d’opérateur pour lequel le spectre n’est pas égal au
spectre ponctuel. (Par la question précédente, nécessairement H doit étre
de dimension infinie).
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EXERCICE 13.8. e Montrer que tout opérateur compact sur H est un
opérateur continu sur H.

e Montrer que si H est de dimension finie, un opérateur est compact si et
seulement si c¢’est un opérateur continu. (La distinction entre opérateurs
continus et compacts n’est donc intéressante qu’en dimension infinie).

o Trouver un exemple d’opérateur qui soit continu mais pas compact. (Par
la question précédente, nécéssairement H doit étre de dimension infinie).



