Le test des rangs signés de Wilcoxon

Ce test peut s'appliquer à deux situations :

- On a observé une variable numérique sur un échantillon de n individus statistiques dans deux conditions (groupes appariés). Au vu des résultats observés, peut-on estimer que la médiane des différences individuelles dans la population parente est nulle ? 

Dans ce cas, les hypothèses du test peuvent s'écrire, en notant 
[image: image1.wmf] la médiane des différences individuelles dans la population parente :

H0 : 
[image: image2.wmf]
H1 : 
[image: image3.wmf] ou 
[image: image4.wmf] ou 
[image: image5.wmf].

- On a observé une variable numérique X sur un échantillon de n individus statistiques. Peut-on estimer que la médiane de X sur la population parente est une valeur de référence 
[image: image6.wmf] ?

Dans ce cas, les hypothèses du test peuvent s'écrire, en notant 
[image: image7.wmf] la médiane de X dans la population parente :

H0 : 
[image: image8.wmf]
H1 : 
[image: image9.wmf] ou 
[image: image10.wmf] ou 
[image: image11.wmf].

Le second cas se ramène au premier en introduisant la variable 
[image: image12.wmf].

Conditions d'application : on suppose en général que la série des différences individuelles est une variable continue et symétrique.

Construction de la statistique de test.

On élimine les différences nulles et on raisonne sur les N différences restantes (strictement positives ou strictement négatives).

On construit un protocole de rangs sur les valeurs absolues des différences, avec la convention du rang moyen pour les ex aequo éventuels.

Soit W la somme des rangs pour les différences positives (par exemple).

Distribution de la statistique W sous H0 :

Les modalités de W sont 0, 1, ..., 
[image: image13.wmf].

La distribution W peut être écrite : 
[image: image14.wmf] , où Zi est une variable indicatrice prenant la valeur 0 si la i-ème différence est négative et la valeur 1 si la i-ème différence est positive. Ri est la variable constante égale à i. L'hypothèse nulle conduit à choisir 
[image: image15.wmf]. 

On peut encore écrire W sous la forme : 
[image: image16.wmf] où Ui est une variable prenant les valeurs 0 et i telle que :


[image: image17.wmf]

[image: image18.wmf]
Approximation par une loi normale

La moyenne (espérance mathématique) de Ui est 
[image: image19.wmf]. 

La moyenne de W est donnée par : 
[image: image20.wmf].

La variance de Ui est 
[image: image21.wmf].

La variance de W est donc : 
[image: image22.wmf].

Sous l'hypothèse H0 et sans faire de correction de continuité, la statistique :


[image: image23.wmf]
suit donc approximativement une loi normale centrée réduite.

On peut introduire une correction de continuité et considérer plutôt :


[image: image24.wmf]
Correction pour ex aequo 

Soit (Ri) la série ordonnée des rangs. En l'absence d'ex aequo, Ri = i.

En présence d'ex aequo, la moyenne de W est inchangée. En revanche, sa variance est alors donnée par : 
[image: image25.wmf] au lieu de 
[image: image26.wmf].

La correction pour ex aequo consiste à calculer le rapport : 


[image: image27.wmf]
et à utiliser comme statistique de test : 
[image: image28.wmf].

Détermination de la distribution de la statistique W de Wilcoxon et des valeurs critiques correspondantes pour les petites valeurs de N

On désigne par 
[image: image29.wmf] la probabilité de W = k lorsque la taille d'échantillon est N.

Le calcul récursif de la distribution de W pour les petites valeurs de N est en fait assez simple. 

Il convient tout d'abord de remarquer que pour n donné, la probabilité d'apparition d'un événement élémentaire, c'est-à-dire d'une suite 
[image: image30.wmf], où les 
[image: image31.wmf] sont des symboles de Kronecker (
[image: image32.wmf]) est 
[image: image33.wmf].

Pour N = 1, les probabilités des modalités 0 et 1 sont données par : 
[image: image34.wmf].

Supposons alors connues les probabilités 
[image: image35.wmf] de la variable pour une taille d'échantillon égale à n - 1 et déterminons les probabilités  
[image: image36.wmf].

Pour les n modalités 0, 1, ..., n - 1, aucun événement élémentaire faisant intervenir 
[image: image37.wmf] ne peut intervenir dans leur constitution, et on a simplement : 
[image: image38.wmf].

Les modalités k comprises entre n et 
[image: image39.wmf] peuvent être obtenues de deux manières :

- Soit 
[image: image40.wmf]. La probabilité correspondante est alors 
[image: image41.wmf]
- Soit 
[image: image42.wmf], la suite 
[image: image43.wmf] arrêtée à l'ordre n - 1 représente alors une somme 
[image: image44.wmf]. La probabilité correspondante est alors 
[image: image45.wmf]
Il en résulte que, pour ces modalités : 
[image: image46.wmf].

On peut noter que cet ensemble de modalités est vide lorsque n = 2, puisqu'on a alors  
[image: image47.wmf].

Pour les n plus grandes modalités, c'est-à-dire les valeurs de  
[image: image48.wmf] à  
[image: image49.wmf], on peut utiliser la symétrie de la distribution, ce qui donne : 
[image: image50.wmf].

Ces calculs sont mis en oeuvre dans le programme R suivant, qui donne la distribution de W et les valeurs critiques de la distribution pour un seuil donné unilatéral à droite, à gauche ou bilatéral :

wilcox.dist <- function (n) {


if (n == 1) 


   {res <- c(.5,.5)}


else


   {n1 <- n - 1


   
res1 <- wilcox.dist(n1)


   
res <- c()


   
for (i in 0:n1)


   
    {res <- c(res, res1[i+1]*.5)


   
     }


   
m <- n1*(n1+1)/2


   
if (n != 2) {


   
   for (i in n:m)


   
       {res <- c(res, .5*res1[i+1] + .5 * res1[i-n+1])}


   
   }


   
M <- n*(n+1)/2


   
for (i in (m+1):M)


   
    {res <- c(res, .5*res1[M-i+1])  
    


            }

       }
   

   
    


  return(res)


}

wilcox.crit <- function (n,seuil,alternative=c("two.sided","less","greater"))

     { dist <- wilcox.dist(n)

      N <- length(dist)

      if (alternative[1] == "less")    

        {if (dist[1] > (seuil))

        
{res <- c(NA)}

         else

         {i <- 0

         cumul <- 0

         while (cumul < (seuil))

           {cumul <- cumul + dist[i+1]

           
i <- i + 1 }

         res <- c(i-2)


         }

        }

      if (alternative[1]=="greater")

      {res1 <- wilcox.crit(n,seuil,alternative="less")

      res <- N - 1 - res1}

      if (alternative[1]=="two.sided")    

        {res1 <- wilcox.crit(n, seuil/2, alternative="less")

         res <- c(res1, N - 1 - res1)}

        return(res)

      }

Exemples :

- Distribution de W pour N = 5 (16 modalités entre 0 et 15) :

> wilcox.dist(5)

 [1] 0.03125 0.03125 0.03125 0.06250 0.06250 0.09375 0.09375 0.09375 0.09375 0.09375 0.09375 0.06250

[13] 0.06250 0.03125 0.03125 0.03125

>

- Valeurs critiques au seuil de 5% bilatéral lorsque N = 40 :

> wilcox.crit(40,.05)

[1] 264 556

- Valeurs critiques au seuil de 2% unilatéral à gauche lorsque N = 30 :

> wilcox.crit(30,.02, alternative="less")

[1] 132

- Valeurs critiques au seuil de 1% unilatéral à droite lorsque N = 70

> wilcox.crit(70,.01, alternative="greater")

[1] 1639
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