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Exercice 1 (Plus long sous-suite commune).

(a) Soit Σ un alphabet ϐini. Une sous-suite commune à deux mots 𝑢, 𝑣 ∈ Σ∗ est

une suite 𝑤 ∈ Σ∗, tel qu’il existe deux suites croissantes d’indices 𝑖1 < 𝑖2 <
… < 𝑖|𝑤| et 𝑗1 < 𝑗2 < … < 𝑗|𝑤| vériϐiant

𝑤𝑘 = 𝑢𝑖𝑘
= 𝑣𝑗𝑘

pour 1 ⩽ 𝑘 ⩽ |𝑤| .

Le problème de la plus longue sous-suite commune (đĈĘ) consiste à déterminer

une sous-suite de longueur maximale commune à 𝑢 et 𝑣.
Par la suite, 𝐴 sera un tableau à deux dimensions indexé par {0, … , len(u)} ×
{0, … , len(v)} et 𝐴[𝑖, 𝑗] désignera la longueur de la plus longue sous-suite

commune à 𝑢[1, … , 𝑖] et 𝑣[1, … , 𝑗].
On peut prouver (cf cours) que le tableau 𝐴 vériϐie la propriété suivante :

Si 𝐴[0, 𝑗] = 𝐴[𝑖, 0] = 0 alors pour 0 ⩽ 𝑖 < 𝑛 et 0 ⩽ 𝑗 < 𝑚 :

𝐴[𝑖 + 1, 𝑗 + 1] = max

⎧{
⎨{⎩

𝐴[𝑖, 𝑗] + 1𝑢[𝑖+1]=𝑣[𝑗+1]
𝐴[𝑖 + 1, 𝑗]
𝐴[𝑖, 𝑗 + 1]

Écrire une fonction python TabDyn(u,v) renvoyant un tableau 𝐴 comme ci-

dessus i.e. tel que, pour tout 𝑖 ⩽ 𝑛 et 𝑗 ⩽ 𝑚, 𝐴[𝑖, 𝑗] contient la longueur de la
plus longue sous-suite commune à 𝑢[1, … , 𝑖] et 𝑣[1, … , 𝑗].

(b) Écrire une fonction python LCS(u,v) renvoyant une plus longue sous-suite

commune à 𝑢 et 𝑣.

(c) Déterminer la complexité de cet algorithme.

Exercice 2 (Produit de matrices). On rappelle que le produit de matrices est

associatif, c’est-à-dire que (𝐴𝐵)𝐶 = 𝐴(𝐵𝐶). Pour faire le produit de matrices

𝐴1𝐴2 … 𝐴𝑛, il existe de nombreuses façons de parenthéser correctement cette ex-

pression. Le but de cet exercice est de trouver le parenthésage optimal d’un produit

de matrices 𝐴1𝐴2 … 𝐴𝑛 minimisant le nombre de multiplications scalaires.

(a) Combien de multiplications d’entiers faut-il faire pour calculer

(3) × ((4) × ((2) × (6 7 8 9))) ?

Et

(((3) × (4)) × (2)) × (6 7 8 9) ?
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(b) À partir de maintenant, on suppose avoir 𝑛 matrices 𝐴1, … , 𝐴𝑛 multipliables,

c’est-à-dire que : 𝐴1 a dimension 𝑝0 × 𝑝1, 𝐴2 a dimension 𝑝1 × 𝑝2, etc. jusque

𝐴𝑛 qui a dimension 𝑝𝑛−1 × 𝑝𝑛. Remarquer que les coefϐicients des 𝐴𝑖 im-

portent peu et que seul les 𝑝𝑖 sont nécessaires pour résoudre le problème du

parenthésage optimal.

(c) Montrer que le nombre de parenthésages de 𝐴1𝐴2 … 𝐴𝑛 est supérieur ou

égal à 2𝑛−2. Est-il efϐicace de tester tous les parenthésages possibles ?

(d) Pour calculer le parenthésage optimal, on va utiliser la méthode de program-

mation dynamique.

Notons 𝑚𝑖,𝑗 (1 ≤ 𝑖 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛) le nombre minimal de multiplications scalaires

à effectuer pour calculer 𝐴𝑖 … 𝐴𝑗. Démontrer que les 𝑚𝑖,𝑗 sont déϐinies par

les relations suivantes :

𝑚𝑖,𝑗 = {0 si 𝑖 = 𝑗
min𝑖⩽𝑘<𝑗 (𝑚𝑖,𝑘 + 𝑚𝑘+1,𝑗 + 𝑝𝑖−1𝑝𝑘𝑝𝑗) sinon

(e) Écrire une fonction matrixmult(p) prenant en paramètre la liste 𝑝 des di-

mensions 𝑝𝑖, 0 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 et renvoyant le nombre minimal de multiplications

scalaires à effectuer pour calculer le produit 𝐴1 … 𝐴𝑛.

(f) Modiϐier la fonction précédente enune fonction matrixmult_ext(p)prenant le

même paramètre et renvoyant le couple (𝑚1,𝑛, 𝑠) où𝑚1,𝑛 est comme avant et

𝑠 est la chaîne de caractères comportant le parenthésage des 𝐴𝑖. Par exemple,

pour les matrices de la question 2.(a), la fonction doit retourner :

(6, ’((((A1)A2)A3)A4)’)
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