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Question de cours 1. Montrer la formule de dérivation d’un produit.
Question de cours 2. Silim, f =400 etlim, ., g =—09, alors lim, go f =—o00.

Question de cours 3. Montrer la formule de dérivation de 1/f (pour une fonction
f ne s’annulant pas).
Exercice 1.

(i) Montrer que pour tout x > 1,

0<lnx <2vx.

(Indice : écrire In x comme une intégrale.)
(i) En déduire que
. Inx
lim — =0,
xX—+00  x
puis que lim,_,, ., x"e™ = 0 pour tout entier n > 1.
(iii) Soit f: ]0,+oo[ — R la fonction définie par

1

e «x
Vx>0,f(x)=—.
x
Montrer que f se prolonge par continuité en O et que ce prolongement est
dérivable en 0.

Exercice 2. Soit f : R — R définie par
f(0)=o, f(x)=xzsin(1) Vx # 0.
x

(i) Montrer que f est continue et dérivable sur R.
(ii) Donner une expression de f’.
(iii) Montrer que f’ n’est pas continue.
Exercice 3. Soit f : R — R une fonction périodique de période t > 0.
(i) Montrer que si f admet une limite en +00 alors f est constante.
(ii) Montrer que si f est monotone, alors f est constante.
(iii) On suppose que f [ [0, t] est continue. Montrer que f est continue sur R.

Exercice 4.

(i) Montrer que toute fonction continue f : [0,1] — [0, 1] admet un point fixe.
(Indice : utiliser le TVI.)

(i) Soit f:[0,1] — [0, 1] une fonction tel qu’il existe 0 < k < 1 satisfaisant

Vx,y €[0,1], [f ()= fF(I < kl|x—yl.

Montrer que f est continue, puis qu’elle admet un unique point fixe p.
(iii) Soit u la suite définie par
uy €[0,1], VneN, u,, = f(u,).
Montrer que pour tout n € N, on a |u, —p| < k™. En déduire la limite de la

suite u.

http://wuw.eleves.ens.fr/home/cagne Page 1


http://www.eleves.ens.fr/home/cagne

Colles du 9 février 2015 HKBL Sainte Marie de Neuilly

Exercice 5. Soit f: R — R une fonction. On définit deux fonctions R — R comme
suit :
fTix—sup(f(x),0),  f7:x - sup(—f(x),0).
(i) Tracer rapidement les courbes de sin* et sin™.

(i) Montrer les égalités suivantes :
f=Ff"=f IfI=f"+f".
(iii) Montrer que f est continue si et seulement si f* et f~ le sont.

Exercice 6 (*). Soit f : R — R une fonction. On suppose qu'’il existe un réel a > 0
tel que :

Vx,y €R,If(x)—fFI < alx—yl.

Montrer que f est constante.

Exercice 7 (¥). Soit f: [0,1] — R une fonction dérivable telle que

f@)=o0, f(1)=1, fO)=f'(1)=0.
Montrer que f admet un point fixe dans ]0, 1[. (Indice : utiliser le TVI.)

Exercice 8. Soient deux réels a < b et f,g: [a,b] — R continues, dérivables sur
la, b[ et vérifiant
Vx € Ja, b[, |f/(x)] < g'(x).

Montrer que | (b) — f (a)| < g(b) — g(a).

Exercice 9. Exprimer, pour tout n € N, la dérivée n-ieme de la fonction f : R - R
définie par

Vx €R, f(x)=e"cosx.

On donnera une expression de la forme r"e* cos(x + n¢).
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