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Question de cours 1. Si F® G =E, alors dimF + dim G = dimE.

Question de cours 2. Une application linéaire est injective si et seulement si son
noyau est réduit au vecteur nul.

Question de cours 3. Si f est injective, 'image d’une famille libre est libre.

Question de cours 4. Si f est surjective, 'image d’'une famille génératrice est gé-
nératrice.

Exercice 1. Soient E et F deux k-espaces vectoriels. Soient & = (ey, ..., e,) une base
deEet Z =(fy,...,f,) une famille quelconque de F.
(i) Montrer qu'’il existe une unique application linéaire p: E — F tel que pour
toutie {1,...,n}, p(e;) = fi.
(ii) Montrer que I'application ¢ ainsi construite est injective si et seulement si &
est libre dans F.

(iii) Montrer que l'application ¢ ainsi construite est surjective si et seulement si
Z est génératrice dans F.

Question bonus : montrer que choisir une base de E revient a choisir un isomor-
phisme E — k".
Exercice 2. Soit f : E — F une application linéaire entre espaces vectoriels de méme
dimension. Montrer que :

(i) sif estinjective, alors c’est un isomorphisme,

(ii) sif est surjective, alors c’est un isomorphisme.

Exercice 3. Soit f et g deux endomorphismes d’un espace vectoriel E.
(i) Montrer que ker f Cker(go f)etim(gof) Cimg.
(i) Montrer que kerg Nim f = f (ker(g o f)).
(iii) On suppose dorénavant que f et g commutent, c’est-a-dire : f og = go f.
Montrer que ker g et im g sont stables par f.
Exercice 4. On se place dans le R-espace vectoriel E = %4 °°(R) des fonctions de R
dans R de classe €°°. On pose D: E — E l'application définie par f — f’.
(i) Montrer que D est une application linéaire.
(ii) Détermininer kerD et imD.
(iii) Soit F = Vect(sin, cos). Montrer que F est stable par D.

Exercice 5. On se place dans E = R2. Soit 9 € R, on note ry: E — E I'application
définie par :

V(x,y) €E, rg(x,y) = (cos(4)x —sin(d)y, sin(4)x + cos(9)y).

(i) Montrer que rg est linéaire.
(ii) Déterminer son noyau. En déduire que r; est bijective.
(iii) Déterminer rg .
(iv) Décrire ry en termes géométriques. Justifiez. (Indice : écrire un élément de
R? comme A(cosT,sinT).)
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Exercice 6. (*) Soit E un k-espace vectoriel de base & = (ey,...,e,). On note E*
I'ensemble des formes linéaires sur E, c’est-a-dire des applications linéaires f : E — k.

(i) Justifier brievement que E* est un k-espace vectoriel.

(ii) Pour touti € {1,...,n}, montrer que I'application e : E — k qui a un vecteur
X associe sa i-eéme coordonnée dans & est une forme linéaire.

(iii) Pour touti,j € {1,...,n}, calculer e} (e;).
(iv) Montrer que &* = (e}, ...,e;) est une base de E*. En déduire dim(E").

Exercice 7. Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie. Une homothétie est une
application f : E — E tel qu'’il existe un A € k vérifiant :

Vx €E, f(x)=Ax.
(i) Montrer qu'une homothétie est une application linéaire. Pour toute droite
vectorielle D C E, déterminer f (D).
(i) Soit f: E — E une application linéaire vérifiant f (D) = D pour toute droite
vectorielle D C E.
(a) Montrer que pour tout a € E, on peut trouver A, € k tel que f(a) = A a.
(b) Soit %8 = (ey,...,e,) une base de E. Comparer les A, ,k = 2 avec A, .
En déduire que f est une homothétie.

Exercice 8. Soit n € N. On se place dans le R-espace vectoriel R,[X] des polynémes
de degré < n. On pose
D: R,[X] > R,[X],P— P
l'opération de dérivation des polynomes.
(i) Montrer que D est une application linéaire.
(ii) Déterminer son noyau. En déduire la dimension de son image.
(iii) Retrouver le résultat précédent en calculant directement im D.

Exercice 9. Soit E le R-espace vectoriel R". On rappelle la définition du produit
scalaire : pour tous x = (x1,...,x,) ety =(y1,...,¥,) de E,

XY =X1y1+ XY,
(i) Soit u € E. Montrer que f,: x — u - x est une application linéaire E — R.
(i) En déduire que pour tout u € E, 'ensemble

ut={x€E:u-x=0}

des vecteurs orthogonaux a u est un sous-espace vectoriel de E.
(iii) Calculer la dimension de u'. Puis, trouver un supplémentaire de u* dans E.
(Prendre soin de traiter le cas u = 0 a part.)
Exercice 10. Soit E un k-espace vectoriel. On appelle forme linéaire toute applica-
tion linéaire E — k.
(i) Soit f une forme linéaire non nulle.
a. Soit x, ¢ ker f. Que vaut 'image de (f (x)/f (xq))x, pour x quelconque ?
b. Trouver un supplémentaire de ker f dans E.
c. En déduire dim(ker f).
(ii) Retrouver le résultat précédent par un autre procédé.
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