Colles du 6 octobre 2014 HKBL Sainte Marie de Neuilly

Question de cours 1 (Formule de Pascal). Montrer par le calcul :

n+1 n n
VneN,Vp e {o,...,n}, (pﬂ)_(pH)Jr(p)

Question de cours 2. Soit n € N. Montrer, en utilisant le binbme de Newton, la

formule )
5(0)-=

k=0

Question de cours 3. Soit E un ensemble fini. Etablir une bijection P(E) — {0, 1}F.
En déduire le cardinal de P(E).

Exercice 1. Soit n € N. Calculer :

> 2ev()

k=0

30 o)

k=0 k=0 k=0
Exercice 2. Soit n € N.
(i) Calculer

(i) En déduire :

& n Zn n
En - ( )’ On - ( ).
k=0 k k=0 k
k pair k impair

Exercice 3. Montrer la formule Y., _, (i) = 2" sans utiliser le bindme de Newton.
Exercice 4. Montrer la formule de Pascal par des arguments combinatoires.

Exercice 5. Soit f : N — N une fonction injective telle que Yn € N, f (n) < n. Montrer
que f est Uidentité.

Exercice 6. Soient n,m € N. Calculer :

m n
27,
i=0 j=0
Exercice 7. Soit (F,),ey la suite de Fibonacci, i.e. la suite définie par
FO =F1 = 1, VHGN, FTH—Z :Fn+l+FTl'
Montrer que pour tout n € N*, on a la majoration F, < (%)n.
Exercice 8. Montrer que pour tout n €N, on a
Zn:kz _ n(n+1)(2n+ 1).
k=0 6
Exercice 9. Soient n € N et § € R. Calculer les sommes :

S, = z": (Z) cos(k®), T, = Zn: (Z) sin(k9).

k=0 k=0
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Exercice 10.

(i) Trouver un polynéme P de la forme P(x) = ax* + bx> + cx? tel que
Vx €R, P(x)—P(x—1) = x5.

(ii) En déduire que pour tout n € N, on la formule
Zn:kg _ (n(n+1))2.
k=0 2

Exercice 11 (*). Soient n € Net ¥ € R. Donner une expression de cos(n) en fonction
de cos(?) et sin(¥).
En déduire une expression simple de

(&) ()

Exercice 12. Montrer que pour tout n€N, ona:

Vpefo,...,n}, ;(D:CID

Exercice 13. Soient A,B,C,D des sous-ensembles d'un ensemble X. Montrer la for-
mule :
Card(AUBUCUD) =Card(A) + Card(B) + Card(C) + Card(D) — Card(A N B)
—Card(ANC)—Card(ANnD)— Card(BN C)— Card(BND)
—Card(CND)+ Card(ANBNC)+ Card(ANCND)
+ Card(BNCND)—Card(ANBNCND).

Exercice 14 (*). Trois personnes arrivent aux restaurants, chacune avec un parapluie,
tous identiques. Ils déposent chacun leur parapluie aux vestiaires ot les parapluies sont
mélangés. En repartant du restaurant, chacun reprend un des trois parapluies. Quelle
est la probabilité qu’aucun ne récupére le sien ?
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