Colles du 5 janvier 2015 HKBL Sainte Marie de Neuilly

Solution de la question de cours 1. Soient & = (f,...,f,) une base de F et
9 =(gy,-..,&ny) une base de G. On va montrer que

gz(fl:'”:fn’gl:"-agm)

est une base de E.

Liberté. Soient A,...,A,,WU1,--.,U, € k tels que

n m
Z)“ifi +2Mjgj =0.
i=1 =1
Alors le vecteur
n m
u= infi :—Zujgj
i=1 j=1

est élément de F (comme combinaison linéaire d’éléments de F) et de G (comme
combinaison linéaire d’éléments de G). Or, par hypothéqe, FNG = {0}, donc u = 0.

Ainsi,
Z Aifi =0,

i=1
m

Z u;g;=0.

j=1

Les libertés de & et de ¢ permettent de conclure :

Vie{l,...,n},\; =0, Vief{l,...,m},u; =0.

Caractere générateur. Soit x € E. Comme E=F+G, il existe f € Fet g € G tels
que x = f + g. Le vecteur f se décompose sur la base # comme f = Z?_l Aifi. De
éme, | dé la b =>" ug;. Alors, 1
méme, le vecteur g se décompose sur la base ¥ comme g = >. j—1M;8;- Alors, le

vecteur x s’écrit

x=Ff+g= > Afit > ug;
i=1 =1
et est donc dans Vect(&).

Solution de la question de cours 2. Soit f : E — F est une application linéaire de
noyau nul. Soit x, y € E tels que f(x) = f(y). Alors

0=f(x)—f(y)=f(x—y).

Ceci montre x —y € kerf, et donc x —y = 0. Autrement dit, x = y.
Réciproquement, supposons que f: E — F est une application linéaire injective.
Alors ker f = f~1({0}) contient au plus un élément. On sait de plus que O € ker f.
Donc ker f = {0}.

Solution de la question de cours 3. Supposons f injective. Soit (uy,...,u,) une
famille libre de E. On cherche & montrer que (f(u;),...,f(u,)) est libre dans F.
Soient Aq,..., A, € k tels que

Mf(u)+--+ X f(w,)=0.
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Par linéarité de f, on a alors
fquy+---+Au,)=0.
Donc Aquy + -+ -+ Au, €ker f. Comme f injective, ker f = {0}, donc
AMup+-o-+Au, =0.
Par liberté de la famille (uy,...,u,), on en déduit A; =---=2A, =0.

Solution de la question de cours 4. Supposons f surjective. Soit (uy,...,u,) une
famille génératrice de E. On cherche a montrer que (f (u;),...,f (u,)) est généra-
trice de F. Soit y € F. Comme f est surjective, il existe x € E tel que f(x) = y. Le
caractére générateur de (uq,...,u,) fournit A,,..., A, € k tel que

X=7\1u1+"'+>xnun.
On applique alors f et sa linéarité :
y=f)=fhuy+--+Au) = f (W) +-- + A f ().

Solution 1. (i) Unicité. Soient y et ¢’ deux applications vérifiant les hypothéses.
On cherche & montrer ¢ = ¢’. Soit x € E, s’écrivant sur la base & comme

X =Ae +---+Ahe,.

Alors, par linéarité de ¢ et ¢’,
n n n
P =D Ap(e) = D Aifi = > ') = ¢/ (x).
i=1 i=1 i=1

Existence. La preuve de l'unicité donne une indication sur la définition de .
On pose

up:E—>F,x-—>Z7xifl-
i=1

ol x s’écrit ZLI Aie; sur la base &. Une telle application g est bien défini :
tout x de E s’écrit de maniére unique sur la base &. Clairement, on a ¢(e;) = f;
pour tout i € {1,...,n}. Reste a montrer que ¢ est linéaire : soient x, y € E et
A, € k; on cherche a calculer ¢(Ax +py), il nous faut donc écrire Ax +py
dans labase &; o, six =, _ A ety =,  pe,ona

n n n
Ax+uy = 7\2 Aie; + MZ Bie; = Zo\xi +upe;,
i=1 i=1 i=1
ce qui montre que

PO +py) = D (M +pu)fi = Mp(x) + ().

i=1

(ii) Siy estinjective, alors & est 'image de la famille libre & par une application
linéaire injective, et est donc elle-méme libre.
Réciproquement, supposons F libre. Un élémént x € kery sécrit Y, Ae;
dans la base &. Son image par ¢ est alors 0 = ). A;f;. La liberté de & assure
alors la nullité de tout les A;. Il suit que x = 0. Le noyau de ¢ est donc réduit
au vecteur nul, en faisant une application injective.
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(iii) Si ¢ est surjective, alors & est I'image de la famille génératrice & par une
application linéaire surjective, et est donc elle-méme génératrice.

Réciproquement, supposons & génératrice. Tout élément y € F s’écrit donc
sur Z comme Y, A;f;. Comme f; = @(e;), et par linéarité de o, il vient que

n

y=e (Zkiei) €imy.

i=1
Ainsi, imp =F, et donc ¢ est surjective.

Question bonus. L'application E — k™ qui a tout x associe ses coordonnées dans la

base % est I'application ¢ de la question (i) dans le cas & = % et & la famille des

fi=(,...,0, 1 ,0,...,0), ie{l,...,n}.

position i

Solution 2. Les deux questions sont résolues par le théoréme du rang. En effet,
d’apres celui-ci, on a :
dimE = dim(ker f) + dim(im f).
Ainsi,
(i) si f est injective, alors ker f = {0} et donc dimE = dim(im f); comme de
plus, dimF = dimE, on a que le sous-espace im f de F a méme dimension que
F lui-méme, donc im f = F; autrement dit f surjective;
(ii) sif estsurjective, alors im f = F et en particulier, dim(im f ) = dimF = dimE,

ce qui implique dim(ker f) = 0; le seul espace vectoriel de dimension nulle
est {0}, donc ker f = {0} ; autrement dit, f injective.

Solution 3. Les questions de cet exercice sont essentiellement creuses et servent
seulement de prétexte pour manipuler les propriétés des applications linéaires.
(i) Soit x € ker f. Par définition, f(x) = 0. Or toute application linéaire envoie
le vecteur nul sur le vecteur nul : ainsi g(f(x)) = 0. Donc x € ker(g o f).
Soit y € im(g o f). Par définition, il existe x € E tel que g(f(x)) = y. En
notant x’ = f(x), on a donc y = g(x’), ce qui montre y €img.
(i) On procéde par double inclusion.
Soit y € kerg Nim f. Comme y € im, il existe x € E tel que y = f(x). De
plus, g(y) =0, donc g(f (x)) = 0. Ainsi y = f(x) avec x € ker(g o f) : cest
exactement la définition de y € f (ker(g o f)).
Soit y € f(ker(gof)). Par définition, il existe x € ker(gof) tel que y = f(x).
Ceci montre déja y € im f. De plus, g(f(x)) =0, et comme y = f(x), on a
g(y)=0. Autrement dit y € kerg. Finalement, y € kerg Nim f.

(iii) Soit x € ker g. Il s’agit de montrer que f(x) € kerg. Or
g (x))=(gof)x)=(f og)lx)=f(g(x))=f(0)=0.

Soit y € img. Il s’agit de montrer qye f(y) € im g. Par définition, il existe
x € E tel que y = g(x). Alors

F)=1(8(x))=(f o g)lx) =(gof)x)=g(f(x)).

Notant x’ = f(x), on a donc f(y) = g(x”), ce qui montre f(y) € img.
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Solution 4. (i) Soient f,g €Eet A € R. Alors
DAf+g)=(\f +8) =(Af) +¢"
Le scalaire A s’identifie & la fonction constante A, de dérivée nulle, d’ou
D(Af +8)=Af"+g =AD(f)+D(g).

(i) Soit f e kerD: f est une fonction de classe € de dérivée nulle, c’est-a-dire
une fonction constante. Réciproquement, toute fonction constante est bien de
dérivée nulle. Donc

kerD = Vect(x — 1).

Pour trouver imD, il faut faire preuve d’un peu plus d’initiative. Quelles sont
les fonctions de classe 6 °° qui sont des dérivées ? La réponse est toutes ! En
effet, si f € €°°(R), en particulier, f est continue et on peut donc former
la fonction g: x — f; f(t)dt. La fonction g est par définition dérivable de
dérivée f : c’est donc bien une fonction de classe € telle que D(g) = f.
Ainsi :
imD=E.

Remarque : on pourrait trouver cela choquant de trouver un endomorphisme
surjectif mais non injectif. Cela arrive en effet peu dans la pratique. En fait, cela
n’arrive jamais en dimension finie : le théoréme du rang assure qu’un endomor-

phisme est injectif si et seulement s’il est surjectif. Mais 'on est ici en dimension
infinie, donc les argument de type « rang » ne s’appliquent pas!

(iii) Soit f € F. Par définition, il existe a,p € R tels que f = asin+f cos. On peut
alors calculer son image par D :
D(f) = asin’ +p cos’ = a.cos—f sin € F.
Solution 5. (i) Soientu = (x,y),v=(x’,y’)€Eet A €R. Alors

reu+v)=rs(Ax+x", Ay +y')
= (cos 9(Ax +x") —sind(Ay + y'), sinB(Ax + x’) + cos H(Ly + y))
= (A cosx + cos¥x’ — A sinBy —sinBy’, A sindx + sin¥x’ + A cos By + cosy’)
= A(cos¥x —sinPy, sindx + cosy) + (cos ¥x’ —sin¥y’, sin¥x’ + cosBy”’)
= Ary(x, y) +rg(x’, ¥).

(ii) Soit (x,y) € E. Alors
rg(x,y)=0 < {cosﬁx —sindy = 0sindx + cos¥y =0

On pourrait résoudre le systeme, mais on va déja étre amené a le faire dans
la prochaine question. Voici une méthode plus maligne. Le point (x,y) € E
est donc le point d’intersection de deux droites dans le plan donc les équa-
tions sont de la forme ax + fy = 0. Toutes les droites avec une équation
de cette forme passent par O (puisque (0, 0) vérifie 'équation). Le seul point
d’intersection de deux telles droites est donc le vecteur nul. Ainsi, x =y = 0.
Autrement dit :
kerrg = {0}.
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Ainsi, ry est injective. On applique alors le théoréeme du rang : dim(kerrg) +
dim(imrg) = dimE = 2. Comme le noyau de r; est réduit au vecteur nul, on a
donc dim(im r) = 2. Le seul sous-espace de E de dimension 2 est E lui-méme,
donc ry est surjective.

(iii) Soit (x,y) € E et notons (x’, y’) = rs(x, y). On aura trouver une expression
de ry ! sil'on est capable d’exprimer (x, y) en fonction de (x’, y’). Pour cela,
il suffit de résoudre le systeme

cos(9)x —sin(¥)y = x’
{ sin(%)x + cos(¥)y =y’

En dénotant L; la premiére ligne et L, la deuxieme ligne, les opérations
L; « cos(9)L; +sin(¥)L, et Ly« cos(9)L, — sin(9)L,
meénent au systeme
x = cos(9)x’ + sin(9)y’
y = —sin(®)x’ + cos(9)y’

Rappelons alors que cos(%) = cos(—¥) et que —sin(¥) = sin(—¥). Le systéme

se réécrit alors en
{ x = cos(—8)x’ — sin(—8)y’

y = sin(—8)x’ + cos(—8)y’
Finalement, ry~! = r_.

Solution 6. (i) Lensemble E — k des fonctions kF est un k-espace vectoriel. On
montre que E* en est un sous-espace vectoriel :

— Tlapplication nulle est linéaire,

— pour A € ket f,g € E*, il faut montrer que Af +g estlinéaire:six,y €E
et u € k, alors

(Af +8)ux+y)=Af(ux+y)+glux+y)
=Auf )+ f(¥))+pglx)+gly)
=pAflx)+g(x)+Af(y)+g(y)
=pAf +8)x)+ (A f +g)y).

(ii) Soient A € k et x,y € E. On écrit x et y sur la base & comme :

xzzxiei et J’:Zyz'ei-
Ax+y= kaiei +Zyiei = Z()“xi + e
; i 7

On adonc ef(Ax +y) =2Ax; +y; = hel(x) + e (y).

Alors

(iii) Le nombre ef(ej) est la i-iéme coordonnée de ej sur la base &. Mais par défi-
nition les coordonnées de e; sur & sont tout 0 sauf la j-ieme qui est 1. Donc

) 0 sii#j
ei(ef)_{1 sii=j
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Commencons par la liberté. Soient p.q,...,u, € k tels que
wiey + - +uye; =0.
C’est-a-dire que pour tout x € E, on a 'égalité :
wier(x) +- - +upen(x) =0.

En particulier, pour x = e;, d’apres la question précédente, on obtient : p; = 0. Et
ce pour tout j € {1,...,n},donc y; =---=u, =0.

Passons au caractére générateur. Soit f € E*.
Analyse. Supposons qu’on ait des scalaires ., .., W, € k tels que

f =g+ e
Alors f(e;) = ;.

Synthése. Montrons que f = >, f(e;)e;. Pour tout x € E, on écrit x = 3, x;e; sur
la base & et donc

(Zf(ei)e;“) ()= (Zf(ei)ef) (Z Xjej)
i i J
= ZZf(ei)xje:‘(ej)
T
=2 fle)x,

=f (Z xiei)
= f(x).

Solution 7. (i) Soit f une homothétie. Par définition, il existe un scalaire A € k
tel que Vx €E, f(x) = Ax. Alors pour tous W, v € k et tous x,y €E,

flux+vy)=Mpx +vy) =Apux +Avy =prx +vAy =pf(x)+vf ().

Ainsi toute homothétie est linéaire.
Soit f une homothétie de rapport A et D une droite vectorielle de E. SiA =0,
alors clairement f (D) = {0}. Sinon on va montrer que f (D) = D. La droite
vectorielle D est un sous-espace de E de dimension 1, donc il existe u € E
tel que D = Vect (u). Si x € D, c’est qu’il existe a € k tel que x = au : donc
f(x) =Aau € D; réciproquement,

a a
x=hzu=f(5u)efD)
(i) (a) Soit a € E. Si on note D, la droite vectorielle Vect(a), par hypothése

f(D,) = D,. En particulier, f(a) € D,. C’est-a-dire qu’il existe une sca-
laire A, tel que f(a) = A a.

http://www.eleves.ens.fr/home/cagne Page 6


http://www.eleves.ens.fr/home/cagne

Colles du 5 janvier 2015 HKBL Sainte Marie de Neuilly

(b) La question précédente et la linéarité de f permettent d’écrire :

7\4€1+...+en e+ + 7\"51+"'+€n e, = kel"'"""en (el 4+ 4 en)
:f(el+...+en)
=fle)+--+f(e)
=N, e+ o+ A, e,
Or % est une base, donc on peut identifier coefficients par coefficients :

7\‘81 == 7\‘en = 7\‘€1+'"+€n'

On note A ce scalaire pour plus de simplicité. Alors, par définition des
Ae,onaVke{l,...,n}, f(er) = Aey.

On montre alors que pour tout x € E, f(x) = Ax. Soit x € E, qu’on écrit
X = ), Ue, sur la base % : alors

fx)= Zukf(ek) = Zukxek = 7\Z:PWJ% = Ax.
k=1 k=1 k=1

Solution 8. (i) Il s’agit de montrer que pour tous A, € R et tous P,Q € R, [X],
ona (AP +pQ) = AP’ + uQ’. Notons

P=qa X"+ - +ay, Q=0b,X"+---+ by.
Alors

(WP +1Q)Y = (A, + b, X" + -+ (kg + o))
=n(\a, +wb,)X" 1 +---+(Aa; +uwb;)
=Mna, X" '+ +a) +u(nb X"+ +by)
=AP +uQ’.

(ii) SoitP =a, X" +:--+ay, € R,[X]. Alors
P=0 << ng,X"'+:-++a;=0 < a,=---=qa; =0.

Donc P = qy. Ainsi, ker D est 'ensemble des polynémes constants, i.e. kerD =
Vect (1).
On applique maintenant le théoréme du rang :

dim(ker D) + dim(im D) = dim(R,,[X]).

Gréce au début de la question, on sait que ker D est de dimension 1. De plus,
R,[X] admet (1,X,...,X") comme base et est donc de dimension n+ 1. Donc
imD est de dimension n.

(iii) On va maintenant montrer que imD = R,_;[X]. Si P € R,_;[X], sa dérivée
est par définition de degré degP—1 < n—1. Réciproquement, tout polynéme
a1 X"+ +a, de R,_;[X] est la dérivée du polynome

a,_ a,_
Slyn g B2yl gpX € Ry [X]
n n—1

Ainsi, dim(imD) = dim(R,_;[X]) = n.
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Solution 9. (i) Soient A,u €k et x =(x,...,%,), Yy =(¥1,...,¥,) € E. Alors :

(i)

(iii)

u-(Ax+py) =u(Axy +py) +- - +u(Ax, +pyy,)
= 7\(ulxl +ee +unxn)+M(U1Y1 + ”'+unyn)
=AMu-x)+p(u-y).

11 suffit de remarquer que, par définition méme, ut = ker(f,). Or le noyau
d’une application linéaire est toujours un sous-espace vectoriel du domaine
de lapplication. Donc ut est un sous-espace vectoriel de E.

On commence par traiter le casu = 0 : siu = 0, alors f, est 'application nulle,
donc son noyau ut est E lui-méme. Ainsi dim(u't) = n et un supplémentaire
est {0}.

Supposons maintenant u # 0. Le calcul de dim u* est le calcul de la dimension
d’un noyau. Tout naturellement, on utilise le théoréme du rang :

dim(ut) + dim(im f,) = dimE = n.

L'espace vectoriel im f,;, C R est soit de dimension nulle, soit de dimension
1. Or, comme u # 0, u-u # 0 : c’est-a-dire que im f, contient un élément
non nul. Ainsi dim(im f,) = 1. Donc dim(u*) = n— 1. (On dit que u* est un
hyperplan.)

Il s’agit maintenant de trouver un supplémentaire de u. Comme la dimension
de ut est n—1, un supplémentaire est nécessairement de dimension 1, c’est-
a-dire une droite vectorielle. On doit donc trouver un vecteur v € E tel que

ut @ Vect (v) =E.

On n’a pas vraiment 'embarras du choix, le seul vecteur particulier de 'exer-
cice étant le vecteur u. On peut également faire un dessin en dimension 2
ou 3 pour se rendre compte que le choix v = u est raisonnable. Notons
D, = Vect (u).

On doit donc maintenent montrer deux choses : d’une part u* N D, = {0}, et
d’autre part u* + D, =E.

e soit x € ut ND,. Alors, puisque u € D, il existe A € R tel que x = Au.
Et comme x € ul, ona:

O=u-x=u-Aw)=Au-w)=Au2+---+u?).

Comme u # 0, alors u3+- - -+u? # 0. Donc A = 0, Cest-a-dire que x = Au
est le vecteur nul.

e On procéde ici par analyse-synthése. Soit x € E, on cherche a écrire :
x=Au+y

avec A €Rety €u’.
Analyse. Si x = y + Au avec y € u*, on a notamment :

u-(x—2Au)=0.
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De plus, comme déja remarqué, u # 0 entraine u - u # 0. Donc :

A=
u-u
Synthése. On pose A = (u-x)/(u-u) et y = x — Au. Alors clairement
x=Au+yet
u-y=u-x—Au-u=0.
Donc y € u™.

Solution 10. (i) a. Soitx, ¢ ker f. Pour tout x € E, 'image de (f (x)/f (x¢))x,

par f est
FO) Y f@)
1 (Feay) = Feey 0 =/

b. Gréce a la question précédente, on va montrer que ker f @ Vect (x,) = E.
Si x € ker f N Vect(x,), c’est que d’une part f(x) = 0 et d’autre part
Xx = Axo pour un A € k. Alors Af(x,) = 0 et comme X, ¢ ker f, on en
déduit A = 0 et donc x = 0. Ceci montre ker f N Vect(x,) = {0}.
Soit x € E quelconque. On cherche a l'écrire comme somme d’un élé-

ment de ker f et d'un multiple de x,. Or la question précédente donne
un multiple de x, ayant la méme image que x par f. On écrit donc :

(I CON
f(xo) 0 f(xo) o
—_——— —
eker f eVect(xg)

Ceci montre E = ker f + Vect (x;).

c. Comme x, # 0, 'espace Vect (x,) est de dimension 1. Donc :
dim(ker f) = dimE—1.
(ii) On peut appliquer le théoréme duranga f : E — k :
dim(ker f ) + dim(im f ) = dimE.

En déterminant dim(im ), on pourra en déduire dim(ker f). Or im f est un
sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel bien particulier k. Notamment k
est de dimension 1. Donc im f ne peut étre que de dimension 0 ou 1. Mais f
n’est pas I'application nulle par ypotheése, ce qui s’écrit im f ¢ {0}. Ainsi, im f
n’est pas de dimension O : c’est donc qu'’il est de dimension 1. On en déduit :

dim(ker f) = dimE—1.
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