Colles du 26 novembre 2014 HKBL Sainte Marie de Neuilly

Solution de la question de cours 1. Soient (Py,...,P,) une famille de polynémes
non nuls tels que
deg(P;) < deg(P,) < --- < deg(P,).

Soient Aq,..., A, € R tels que
AP 4o+ AP, =0. @)}
On suppose par 'absurde que (A;);<;<, 7 0. C’est-a-dire que I'ensemble
{ief{l,...,n}:\; #0}
est non vide. Il admet donc un maximum i,. Alors I'équation [1] devient :

)\.1P1 + -+ )\'iOPiO - 0

d:
Lo _ i k . o / _
En écrivant P, = Zkio piX", et en identifiant les termes de degré d; = deg(P; ), on
trouve
Ai,Pa, = 0.

Le coefficient P, étant non nul, on en déduit A;, = 0, ce qui contredit la définition
méme de A; .

Solution de la question de cours 2. Considérons une famille liée (e4,...,e,) dans
un k-espace vectoriel E. Par définition, il existe A = (A4, ..., A,) € k™ \ {0} tel que

)\,1€1+"‘+)\.nen :OE.

Comme A n’est pas le n-uplet nul, il existe i € {1,...,n} tel que A; # 0. Ceci nous
permet d’isoler e; comme suit :

_ M A Aip1 A
L €iy1— T 3 G

—1 - T~
i i A
Le vecteur e; est bien combinaison linéaire des autres.

Réciproquement, supposons un des vecteurs e; combinaison linéaire des autres.
C’est-a-dire qU'il existe Wy, ..., Wi_1, Wit1s---> Wby € k tel que

e =W+ FUig€g F g€ oo T Uney,.
Alors, on a :
Wiep + oo+ ligei — e g€y o+ e, = 0.

Le coefficient devant e; étant —1 # 0, c’est bien une relation de liaison : la famille
(eq,..-,e,) est donc liée.

Solution de la question de cours 3. Notons E = R® le R-espace vectoriel des
fonctions de R dans R. Posons

P={f €E: f paire},
I={f €E: f impaire}.

Alors P et I sont des sous-espaces vectoriels de E :
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— 1la fonction nulle est paire, donc 0 € P; si A €R et f € P, alors
Vx €R, (Af)(—x) =Af(—x) =A1f(x);
de méme, si f, g € P, alors
Vx €R, (f +g)(—x) = f(=x)+ g(—x) = f(x) + g(x) = (f +g)(x).
— la fonction nulle est impaire, donc 0 €I; si A € R et f €1, alors
Vx €R, (Af)(—x) =Af (—=x) = A—f(x)) = —(Af (x));
de méme, si f, g €1, alors
Vx €R, (f +g)(—x) = f(=x) + g(—x) = —f (x) — g(x) = —(f + g)(x).

On va alors montrer : E =P @& I. Pour cela, il faut prouver deux choses : PN1= {0}
etE=P+1.
Soit f € PN 1. La fonction f est alors paire et impaire :

Vx €R, f(x) = f(=x) =—=f(x).

Le seul réel égal a son opposé est 0, donc f est identiquement nulle. C’est-a-dire
que C’est le vecteur nul de E. Ainsi, PN I = {0}.
De plus, toute fonction f € E vérifie

fOI+fE0)  fO)—fx)

Vxe€R, f(x)= 5 5

Or x — (f (x)+ f (—x))/2 est paire et x — (f (x)+ f(—x))/2 est impaire. Ceci finit
de prouver E=P +1.

Solution 1. Soit (G, x) un groupe.

(i) Soiente,e’ € G deux éléments neutres. C’est-a-dire qui vérifient :
VgeG erxg=g=g*xe et exg=g=gxe.

En particulier, ¢/ = e’ xe = e ol la premiére égalité utilise la neutralité de e et
la deuxiéme celle de ¢’

(ii) Soit g € G. Soient h,h’ € G tels que :
hxg=e=gxh, h'xg=e=gxh.
Alorsh’=h'xe=h"x(g~h)=(h'~g)xh=exh=h.

Solution 2. Supposons par 'absurde que K[X] soit un corps. Alors, comme X # 0,
il doit avoir un inverse pour la multiplication. C’est-a-dire qu’il existe P € K[X] tel
que XP = 1. En prenant le degré dans cette équation, on obtient :

0 = deg(XP) = deg(X) + deg(P) = 1 + deg(P).

On obtient ainsi deg(P) = —1, ce qui est absurde.

http://www.eleves.ens.fr/home/cagne Page 2


http://www.eleves.ens.fr/home/cagne

Colles du 26 novembre 2014 HKBL Sainte Marie de Neuilly

Solution 3. (i) Le but de cette question est de vous faire énumérer les axiomes
d’un espace vectoriel, et de vous faire déterminer les lois internes et externes,
le neutre et 'opposition pour la loi interne. La vérification effective des axiomes
est souvent triviale et ne m’intéressait guere dans le cadre de la colle.
1l s’agit d’abord de montrer que (R[X], +) est un groupe commutatif.
— la somme de deux polynémes est un polyndéme, donc + est interne,
— le polynéme nul 0 est neutre pour +,
— lasomme de polyndmes est associative : si P, Q,Rs'écrivent Y, p.X', > ¢, X', > r; X',
alors

(P+Q)+R= Y (p;+q)X + Y .rX
= Z((Pi +q)+r)X
= Z(Pi +(q; + )X

= ZPiXi + Z(Qi +r)X!
=P+(Q+R).
L'associativité vient donc directement de celle de 'addition dans R.
— tout polyndéme P admet —P comme opposé pour la loi +.
Il s’agit ensuite de vérifier les axiomes de la loi externe. Cette loi est bien
entendu la multiplication d’'un polynéme par un réel : pour A € Ret P =
> PiXk, le polyndme AP est défini comme ., Ap,X*. On vérifie facilement
(il suffit d’écrire une ligne de calcul a chaque fois) :
VA, u €R, VP € R[X], A(uP) = (Au)P,
VA, uweR,VP e R[X],(A+ )P =AP+puP,
VA eR,VP,Q e R[X],A(P+Q)=AP+AQ,
VP € R[X],1P =P.

(ii) On montre que R,[X] contient O et est stable par combinaison linéaire. Le
polynéme nul a degré —oo, ce qui est bien inférieur a n : donc 0 € R,[X]. Si
P,Q e R, [X] et A,u €R, alors

deg(AP + Q) < max(deg(AP), deg(nQ)) < max(degP,degQ) < n,

ce qui montre que AP +pQ € R,[X].
(iii) La, il faut faire preuve d’un tout petit peu d’initiative. Un polynome de degré
inférieur ou égal a n s’écrit

ayx1l4+a; xX+--4+a, xX".

Mais les éléments 1,X,X2,...,X" sont eux-mémes des polynomes de degré
inférieur ou égal a n. On vient donc de montrer que & = (1,X,...,X") est
une famille génératrice de R, [X]. Si I'on montre qu’elle est aussi libre, on
aura trouvé une base. Or les polynomes de & ont des degrés deux a deux
distincts : on peut donc appliquer la propriété du cours, ce qui montre que &
est libre.

Ainsi, & est une base de R, [X]. Comme elle contient n+ 1 vecteurs, 'espace
R,[X] est de dimension n + 1.
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(iv) Ici, je ne demandais pas une réponse rigoureuse, mais seulement une intui-
tion : si on fait grandir n, on a des espaces R,[X] de dimension toujours plus
grande dans R[X], donc R[X] est nécessairement de dimension infinie.

Une preuve rigoureuse serait la suivante. Supposons par I'absurde que R[X]
soit de dimension finie N € N. Alors toute famille libre est de cardinal inférieur
ou égal a N. Pourtant on a montré que la famille (1,X,X2,...,XY) de N+ 1
vecteurs est libre, menant a 'absurdité N+ 1 < N.

Pour la culture : la dimension de R[X] est infinie, mais c’est le plus petit in-
fini possible. On dit que la dimension de R[X] est dénombrable (et on écrit
dim(R[X]) = X,), car on peut en trouver une base en bijection avec N, a
savoir la base (infinie donc) (X');cy-

Solution 4. (i) Le but de cette question est de vous faire énumérer les axiomes
d’un espace vectoriel, et de vous faire déterminer les lois internes et externes,
le neutre et 'opposition pour la loi interne. La vérification effective des axiomes
est souvent triviale et ne m’intéressait guere dans le cadre de la colle.

11 s’agit d’abord de montrer que (E, +) est un groupe commutatif, ot la loi +
est définie comme suit : pour f,g €E, f + g est la fonction x — f(x) + g(x).

— la somme de deux fonctions R — C est une fonction R — C, donc + est
interne,

— la fonction nulle 0: x — O est neutre pour +,

— la somme de fonctions est associative : si f, g, h € E, alors

Vx €R, ((f +&)+h)(x) = (f +g)(x) +h(x)
=(f(x)+g(x)) +h(x)
= f(x)+(g(x) +h(x))
=f(x)+(g+h)(x)
=(f +(g+n)(x).

L'associativité vient donc directement de celle de 'addition dans R.
— toute fonction f admet —f comme opposée pour la loi +.

11 s’agit ensuite de vérifier les axiomes de la loi externe. Cette loi est bien
entendu la multiplication d’une fonction par un réel : pour A € Ret f € E,
Af est définie comme x — Af (x). On vérifie facilement (il suffit d’écrire une
ligne de calcul a chaque fois) :

VA, ueR,Vf €EAuf) =),

YA u RV €B (A +p)f =Af +0uf,

YAER,Vf,g €EAf +g)=Af +Ag,
Vf €E1f =f.

(ii) Par définition méme de T, la famille & = (e*,¢7) est génératrice de T. Si
I’on montre également qu’elle est libre, on aura trouvé une base de T. Soient
A, u € C tels que
At +ue” =0,

i.e. pour tout x € R,
re +ue =0,
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(iii)

(@iv)

En particulier, pour x =0,onaA+y =0; et pour x = /2, ona AMi—wi = 0.
On résout facilement : A = = 0.

Ainsi, la famille & ets libre et génératrice dans T, c’en est donc une base. Son
cardinal étant 2, on en déduit dimT = 2.

On a cos € T et sin € T. En effet, on peut les écrire sur la base précédente
grice a la formule d’Euler :

et +e t—g

cos=———, sin= -
2 21
Les coordonnées de cos dans la base & sont (1/2,1/2) et celle de sin sont
(1/(21),—1/(20)).
Montrons alors que & = (cos, sin) est également une base de T. Il faut remar-
quer que
et =cos+isin et & =cos—isin.
Ainsi,onae", e~ € Vect(cos, sin). Comme on avait déja, cos, sin € Vect(et,e7),
on a finalement :
Vect(cos, sin) = Vect(et,e7) =T.
Donc & est génératrice. Ainsi & est une famille génératrice a 2 éléments
dans un espace de dimension 2 : c’en est une base. (Alternativement, on peut
montrer que & est libre a la main.)

Les coordonnées de ' et ¢~ dans & ont déja été exhibées : les coordonnées
de € sont (1, 1), celles de sin sont (1,—1).

Solution 5. La question préliminaire admet la méme solution que la premiere ques-
tion de I’exercice précédent (en remplacant C par R).

@

(ii)

Cette question ne traite pas d’espaces vectoriels. Si 'on pose P € R[X] le
polynéme Z:zo a, Xk, I'énoncé dit exactement que f (x) est une racine de P
pour tout x € R. Ainsi, si f prend strictement plus de n valeurs, le polynome
P de degré < n admet strictement plus de n racines : c’est donc que P = 0,
c’est-a-dire que tous les a; sont nuls.

Soient A, , ..., A, desréels tels que
Ap €n, + o+ Ay 8, =0.
Alors, pour tout x € R,
Ap €+ A, e =0.
Ce que l'on réécrit : pour tout x € R,
Ap, (€)1 +---+ A, (7)™ =0.

Quitte a réordonner les n;, on peut supposer que n; < n, < --- < n,. On note
alors n = n,, et on pose A; = 0 pour tout i < n tel que i ¢ {n;,...n;}. Alors
on a: pour tout x € R,

Ao+ A () +Ay(e¥)2 4+ A, ()" =0.

On est donc exactement dans la situation de la question précédente avec f =
exp. Comme exp prend une infinité de valeur, on en déduit A; = 0 pour tout
i < n.En particulier, les A, sont nuls, ce qui prouve que la famille (¢, , ..., &,,
est libre.

http://www.eleves.ens.fr/home/cagne Page 5


http://www.eleves.ens.fr/home/cagne

Colles du 26 novembre 2014 HKBL Sainte Marie de Neuilly

(iii)

Je nattendais pas une réponse parfaitement justifiée, mais plutot une intui-
tion : E a des familles libres de cardinal arbitrairement grand (faire grandir k
dans la question précédente) et ne peut donc étre de dimension finie.

Cet argument peut facilement étre fait rigoureux : supposons par I'absurde
que E soit de dimension finie N. Alors les familles libres de E sont de cardinal
< N. Or, on a montré (entre autres) que (€1, €, ..., &y41) €St une famille libre
de E, menant a I'absurdité N+ 1 < N.

Attention ! Contrairement a I'exercice 3, ici dimE n’est pas le plus petit infini
possible. Cette dimension est monstrueusement grande comparée a dim R[X].

Question bonus : la réponse est non. Toutes les fonctions ¢; sont continues, et une
combinaison linéaire de fonctions continues est encore une fonction continue. Donc
les fonctions non continues telles que la fonction indicatrice de Q ne peuvent pas
étre engendrées par la famille (g;);cy.

Solution 6. (i) Comme F est un sous-espace vectoriel, on a 0 € F. Donc O ¢ E\F,

(i)

(iii)

empéchant ainsi E \ F d’étre un sous-espace vectoriel de E.

SiFC GouGCF,alors FUG est égal a F ou a G, donc est un sous-espace
vectoriel.

Réciproquement, supposons que F U G est un sous-espace vectoriel. On veut
montrer que F € G ou G C F. Si jamais F C G, c’est bon, on a gagné. Sinon
F € G. Clest-a-dire qu’il existe f € F tel que f ¢ G. On va alors montrer que
G CF. Soit donc g € G, et ’on souhaite montrer que g € F. Comme f, g sont
dans le sous-espace vectoriel FUG, on a encore f + g € FUG. Alors f + g €F
ouf+geG.Orsif+geg,alors f =(f +g)— g appartient encore a G,
ce qui contredit la définition de f. Donc f + g € F, donc g = (f + g)— f est
encore dans F. Ce qu’il fallait démontrer.

On montre Vect(FUG) =F+G.

Soit v € F+ G. Par définition, il existe f € Fet g € G tels que v = f + g. Donc
v est combinaison linéaire d’éléments de FUG.

Réciproquement, soit v € Vect(F U G). Par définition, il existe A4,...,A, des
scalaires et vy, ...,v, € FUG tels que :

V=AMV F AL,

En réunissant les v; appartenant a F et ceux appartenant a G (pour ceux qui
appartiennent aux deux, on fait un choix arbitraire), on a

V= (Xilvil + '.'+)\'ikvik)+(7\'j1vj1 + +)\'le]£)

avecv; €F(Vme{l,....,k})etv;, €G(Vme{L,...,£}). OrF et G sont des
sous-espaces vectoriels, donc sont stables par combinaisons linéaires. Ainsi :

Xilvil-f—--'-l-?xikvikGF, >‘J1Vh++7‘]1vje€G

Ce qui finit de démontrer que v € F + G.

Solution 7. On note k le corps de base des espaces vectoriels de I'exercice.

)

Le vecteur nul s’écrit 0 = 0+ 0 ot le premier O de la somme est vu comme
élément de F et le deuxieme comme élément de G. Ainsi 0 € F+G.
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(ii)

(dii)

De plus, F + G est stable par combinaisons linéaires : si x,y € F+ G, alors il
existe f,,f, €Fet g,,g, € Gtels que f = f, + g, et g = g, + g, ; pour tout
A,u €k, on a alors

Ax +py =AMfy + &) Hulfy +8,) = (Afy +pfy) + (Mg, +ugy),

€F G

ce qui montre Ax +py € F+G.

Six € FNG, le vecteur x admet les décompositions suivantes :

x=_x +_0 et x=_0 + x
~— =~ ~— =~
€F €G €F €G

Par hypothése, ces deux décompositions doivent étre les méme : ainsi x = 0.

Ecrivons & = (frs-- s fm)et 9 =(g1,..-,8n),etposons B = (f1,..., > &1r--+>8&n)
la concaténation des deux familles & et ¥. Alors 9 est une base de F + G.

En effet, si x € F+ G, alors il existe f € F et g € G tel que x = f + g. Comme
& est une base de F, on peut écrire f comme combinaison linéaire des f; :

f=MfA++ S
De méme, g s’écrit sur la base ¥ :
g=p181t -t Un&n-
Alors on peut écrire x comme combinaison linéaire des vecteurs de 8 :
x=Mfir+ ot Anfn U181+ B8

Ainsi, # est une famille génératrice de F + G.

On montre maintenant que 9 est libre. Supposons Aq,..., Ay, W,-.., W, des
éléments de k tels que

7\'1f1+"'+>"mfm+““1g1+'”+“‘ngn:O‘

Alors, comme la décomposition de 0 = 040 sur F+G est unique par hypothése,

ona:
k1f1+"'+)‘mfmzo’

Wigr+--+p,g, =0.

Mais & et ¢ sont des familles libres, donc on en déduit :
A== A=y ==, =0,

On en déduit ainsi dim(F + G) = m+n = dimF + dimG.

Solution 8.

Solution 9. (i) Notons ker f 'ensemble {x € E : f (x) = 0}. On montre que ker f

est un sous-espace vectoriel de E :
— f(0g) =f(00) =0f(0g) =0,donc O €kerf.
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— soient x,y €kerf et A,y €R:

fFOXx+py)=fAx)+f(uy)=Af(x)+pf(y)=0;

donc ker f est stable par combinaisons linéaires.

(ii) Posons f,: x — u-x. Notons u = (uy,...,u,). Alors f, est une forme linéaire :
pour tout A €R, et x =(x1,...,X,), Yy = (¥1,..-,¥,) €E,

fulkx) =u-(Ax)
=UAX + - F U AX,
= Muyx; + -+ upx,) = Afy(x),
fulx+y)=u-(x+y)=u; (e + y1) + -+ u, (6, + )
=UpXy U Xy F U Yy e U, = 0O+ f ()

Alors I’ensemble noté u' de I'énoncé est exactement ker f,. En particulier,
c’est un espace vectoriel.

(iii) Pour cette question, il peut étre utile de faire un dessin en petite dimension
(n = 2 ou 3). En dimension 3 par exemple, on s’apercoit que u' est le plan
orthogonal 4 la droite dirigée par u (d’ot1 la notation +).

On s’appuie sur cette intuition pour essayer de montrer que la droite vecto-
rielle D, = {Au : A € R} est un supplémentaire de u*. On doit pour cela
montrer deux choses : d’une part u* N D, = {0}, et d’autre part u* + D, = E.

— soit x € ut ND,. Alors, puisque u € D, il existe A € R tel que x = Au.

Et comme x € ul, ona:

0=u-x=u-(7»u)=7»(u-u)=7u(uf+---+ui).

Comme u # 0, alors u+- - -+u? # 0. Donc A = 0, Cest-a-dire que x = Au
est le vecteur nul.

— On procéde ici par analyse-synthése. Soit x € E, on cherche a écrire :
x=Au+y

avecL€Rety cu’.

Analyse. 1l suffit de trouver A : on aura alors y = x —Au. On a notam-
ment :
u-(x—2Au)=0.

De plus, comme déja remarqué, u # 0 entraine u - u # 0. Donc :

u-x
A=—.
u-u

Synthése. On pose A = (u-x)/(u-u) et y = x — Au. Alors clairement
x=Au+yet
u-y=u-x—Au-u=0.

Donc y € ut.

Solution 10.
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Solution 11. (i) On montre que C,[X] est un sous-espace vectoriel de C[X].

(i)

(iii)

Tout d’abord, le polynome nul O est bien un polynéme de degré < n. Ensuite,
pour tous A, € C et tous P,Q € C,[X], on a

deg(AP + uQ) < max(deg(AP), deg(uQ)) = max(degP,degQ) < n.

La famille 8, = (1,(X —a),...,(X —a)") est constituée de polynémes de
degrés tous distincts. Par un théoréeme du cours, 9 est donc libre dans ¢ [X].
De plus, les vecteurs de 9 sont des polyndmes de C,[X]. Donc % est une
famille libre de C,[X].

Lespace C,[X] admet une base évidente (1,X,...,X") (elle est clairement gé-
nératrice et elle est libre par le méme argument que ci-dessus). Donc C, [X]
a dimension n + 1. Ainsi, 9 est une famille libre de n + 1 vecteurs dans un
espace vectoriel de dimension n+ 1 : c’en est donc une base.

Soit P € C,[X]. Par la question précédente, on sait qu’il s’écrit comme combi-
naison linéaire des vecteurs de % :

P=2g+MX—a)+A,(X—a)?+ -+ A, (X—a)™
Il ne nous reste plus qu’a montrer que pour tout k € {0,...,n},

P®)(q)
}\’k = k_' .

Soit k € {0,...,n}. On dérive k fois le polynéme P : tous les termes de degré
strictement inférieur a k ont une dérivée k-iéme nulle, on se retrouve donc
avec

PO = n, k14 Ay (k4 1Dk .. 2(X—a)+- -+ A,n(n—1)...(n—k+1)(X—a)" .
On prend alors la valeur en a :
PR (a) = Akl

Ce qui donne bien le résultat voulu.

Solution 12.
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