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Solution de la question de cours 1.

(i) Soit E un ensemble de cardinal n. Lensemble Z(E) peut alors étre partitionné
comme suit :

P(E) = [H 2,(E),
k=0

ou %, (E) est 'ensemble des parties de E de cardinal k. On a donc
n n n
2 =19®) = Y J®l = (1)

(i) Soit E un ensemble a n+ 1 éléments. Choisissons a € E et notons F =E\ {a}.
Alors #,,,(E) se partitionne de la facon suivante :

P aBE)={XCE:|X|=k+1,a¢X}W{XCE:|X|=k+1,aeX}
={XCE:[X|=k+1,XCF}w{YU{a} CE:|Y|=k,Y CF}
= D1 (F) W 2 (F).

On obtient la formule de Pascal en prenant le cardinal :

(Z I D =1 (B) = [P (B)] + | 2(F)| = (k Z 1) ’ (Z)

(iii) On écrit :
(a+b)"=(a+b)a+Db) ---(a+Db).

n facteurs

Pour développer ce produit, on en calcule une forme un peu plus générale :
soient a;,d,,...,a, et by, b,,...,b, des réels (ou des complexes), alors la
regle de développement du collége donne

[Jasoo= 3 (l_[)(l_[ bj).

i=1 J{1,..,n} \ieJ e
Ainsi, aveca; =---=a,=aetb;=---=b,=b,ona
o= 3 ([]e)([]e)- 3w
JC{1,..,n} \ i€ e JE{1,...,n}

En profitant de la partition #({1,...,n}) = L—Ijzzo #.({1,...,n}), on obtient

alors
(a+b)"=2( Z akb”_k)
n})

k=0 \JeZ,({1,...,
n
— Zakbn—k ( Z 1)
k=0 Je@({1,...n})

— Zakb“-k|9>k({1, —,n})l
k=0

Sov(;)

k=0
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(Bien entendu, je n’attendais pas une telle réponse détaillée a l'oral, une
simple démonstration « avec les mains » me suffisait : dire que développer
revient a choisir un certain nombre de a et un certain nombre de b puis les
compter, etc.)

Solution de la question de cours 2.
(1) 1l suffit d’utiliser la formule de De Moivre :

cos(29) + i sin(29) = e'??
= (cos® + i sin®)?
= cos? ¥ —sin® ¥ + i2 cos ¥ sin ¥
= cos? ¥ — (1 —cos?¥) + i2 cos¥sind
=2cos? ¥ —1+i2cosdsin.

En identifiant partie réelle et partie imaginaire, on obtient les deux identités.
(ii) On fait de méme :
cos(39) + i sin(39) = 'Y
= (cos¥ +isin®)®
= cos® ¥ + 3i cos? ¥ sin ¥ — 3 cos ¥ sin® & — i sin® &
= cos> % + 3i(1 —sin?©) sin® — 3 cos (1 — cos? ) — i sin®
= 4cos® ¥ —3cos® +i(3sin® —4sin> ).
(iii) On utilise les propriétés de el :
cos(a + p) + i sin(a + p) = el*+P)
— eiaei[?)
= (cosa +isina)(cosp +isinfP)
=cosacosf —sinasinf +i(sinacosP + cosasinf).

L'indentification des parties réelles et imaginaires redonne les formules bien
connues.

Solution 1. Remarquons que S, +iT,, = ZZ:O e'* 11 suffit donc de calculer cette
derniere somme et d’identifier partie réelle et imaginaire a la fin.
Si ¥ # 0 (mod 2m), alors e'® # 1 et donc

n n {

) ) 1— el(n+1)1‘)
ikd _ itk

2 =0 e =

k=0 k=0

Mettons le résultat sous forme trigonométrique :
1— ei(n+1)ﬁ B ei(n+1)ﬁ/2 e—i(n+1)ﬁ/2 _ ei(n+1)1‘)/2 b2 sin((n + 1)'ﬂ/2)
1—eit ~ eib/2 e—i¥/2 _ @it/2 - sin(9/2)

Ainsi, en identifiant partie réelle et imaginaire, on a :

sin (—(”Jrzl)ﬁ ) nd sin ( C(nd
SHZ#COS(—), THZ#SIH(—).
sm(i) 2 sm(§) 2
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Bien entendu, si § =0 (mod 2m), alors e’ =1 et donc

n

Zeikﬁzznllzn+1,
k=0

k=0
donnant dans cecas S, =n+1etT,=0.

Solution 2. On va utiliser 'indentité suivante : Yu € C |u| = uii. Pour tout 2,2’ € C,
on a ainsi :

lz+2 2+ |z—2'P=(@+2)z+2)+ (= —2)(=z—2)
=(=+2)E+2)+(E—2)(E-7)
=2Z+2'2+23" +3'8 +22—2'2—27 +2'7
=227 +22'%
=2(]z* +12'1%).

L'interprétation graphique est 'équivalent du théoréeme de Pythagore pour les pa-
rallelogrammes :

Solution 3.

(i) Notons 4, ...,P, les racines complexes de P. Alors P s’écrit sous forme scin-
dée :

P(X)=(X—=p1)...(X=By).

Le coefficient arrivant devant X"~! en développant est —B; — - -- —,, et celui
devant X° est (—B;)...(—B,,). Ainsi,

m=—;&, %=em[pp

(i) Les racines n-ieme de 'unité sont les racines du polynéme X" — 1. D’apres la
question précédente, on a donc :

n—1 n—1
dlay=—a,=0, []o=(1a,=1""
i=0

i=0
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(iii) Posons w = e2™/" Alors

L 1w 1-1
ai = W = = — = O’
pry prs l1—w l1-w
et
n—1 n—1
S 2kn .
a; = wk = elZi:O o= em(n—l) — (_1)11—1 — (_1)n+1.
i=0 i=0

Solution 4. On remarque que S, +iT, = ZZ:O (Z)e“‘ﬁ. On calcule donc cette somme
et on identifiera ensuite parties réelles et imaginaires.

n

Zn: (Z)eikﬁ _ Z (Z)(eh‘))kln—k _ (146,

k=0 k=0

On écrit ensuite (1 + )" sous forme trigonométrique :

(1+e®)" = (e!¥2(e/2 4 £1%/2))" = 2" cos™ (g) eind/2,

Ainsi, en identifiant parties réelles et imaginaires, on a

Sn=2”cos”(§)cos(@), Tn=2ncos”(i’)sin(@).
2 2 2 2

Solution 5.

Solution 6.
(i) On procéde par analyse-synthese.
Analayse. Comme L; admet tous les a;,i # k comme racines, on a

Le(X) = (]_[(X—ai)) QX)

i£k

pour un certain polynéme Q € R[X]. Le polyndme [ . (X —a;) a degré n,
et L, a un degré < n. Ainsi, Q est nécessairement de degré nul, c’est-a-dire Q
est un polyndme constant A € R. Comme de plus Li(a;) =1, 0on a

Kl_[(ak —q;)=1.

ik

Done, A = 1/([ Tz (i — @)

Synthése. Le polynéome
[[aX—a)
[Tiz(a—ay)

répond clairement au probleme.

(ii) Ici, il faut faire preuve d'un peu d’initiative. On peut commencer par résoudre
le cas particulier b; = 0Vi # k par exemple. Alors b L, semble tout indiqué :

Pierre Cagne — pierre.cagne@ens.fr Page 4



Colles du 3 novembre 2014 HKBL Sainte Marie de Neuilly

en effet, pour tout i # k, b Li(a;) = by x 0 =0 et biLi(ax) = by x 1 = by.
Cela donne l'intuition pour le cas général : essayons

P(X) = Z by Ly (X).

k=0

En effet, pour tout i € {0,...,b}, on a
n
P(a;) = Z biLi(a;) = biL(a;) = b;.
k=0

De plus ce pélynome P est bien de degré < n.

(iii) Supposons qu’il existe P et P’ de degré < n répondant au probléme. Alors
pour touti € {0,...,n},ona
(P—P)(a;) =P(a;)—P'(a;) = b; — b; = 0.
Donc le polyndme P—P’ admet n+ 1 racines au moins. Or il est de degré < n.
Ainsi P—P’ =0, cest-a-dire P = P’.
Solution 7.

(i) 1 suffit de remarquer
X'—1=X-1D)X" 1+ +X+1).

D’autre part, on sait que
n—1

X”—lzl_[wk.

k=0
Ainsi, par unicité de la division euclidienne des polynémes, on a une factori-
sation du polynéme de I'énoncé (en enlevant le facteur pour k = 0) sous la

forme :
n—1
XX+ 1=] ok
k=1
Ce qui est équivalent & dire que les racines sont les w*, k € {1,...,n—1}.

(ii) Onva développer a l'intérieur de la somme en utilisant le bindme de Newton :

n—1 n—1 n
n .
Shovor-S(50))
k=0 i—o \_j=0 ™/
Puis on échange les signes de sommation :
n—1 n n—1 n
Srey=y (Z( )w)
k=0 =0 \k=0 *J
Le coefficient (7) ne dépend pas de I'indice k de la somme interne, donc :
(140" = ()( (cof)k).
k=0 =0 M/ \i=o
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On aimerait maintenant appliquer la question précédente pour pouvoir écrire

_1 . . . . N .
ZZZO(M )k = 0. Attention ! En effet, w’ est racine du polynéme de la question

précédente que si j Z 0 (mod n). Il faut donc isoler lescas j=0etj=n:
n—1 0 n—1 n n—1 n—1 n n—1
1+ k)= 1+ 1+ 7k
Shosotr -5 (5050 ()
=0 k=0 k=0  j=1 k=0
n—1

Jj=1

Solution 8.
Solution 9.

Solution 10.

(i) Sia =0, alorsz"™ =0 a une unique solution : z = 0. Sinon I"équation équivaut
Z n
(_) - 1.
a
Or on connait les racines n-iémes de l'unité, donc
2 2ikm/n
dke{0,...,n—1}, —=e .
a

Les solutions de équation z" = a" sont donc les ae* ™" k € {0,...,n—1}.

(ii) Clairement 1 n’est pas solution, donc I'équation équivaut a :

( 1+2 )” )
=1.
1—2z
Ori=e = (e!™(M)" donc par la question précédente, z est solution de
I’équation si et seulement s’il existe k € {0,...,n—1} tel que

in/2

1+z _ @in/(2n) g2ikn/n
1—32

— oil4k+1)m/(2n)

Notons ¥ = % 1 pour plus de simplicité. On a donc montré

(1+2)'=i(1—2)" < Jke{0,...,n—1}, 1+z=¢€%(1—32)
eiﬁk_l

el +1
Qit/2 it /2 _ o—it/2

it /2 it /2 + o—i%/2

2isin(%)

2(:05(%)

= er{o,...,n—l},zzitan(%)

— Jke{0,...,n—1},2=

— Jke{0,...,n—1},2=

<~ Jke{0,...,n—1}, 2=

Solution 11.
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(i) On rappelle que si A(X) = Yo,_, a;X* et B(X) = >, by X" sont deux poly-
nomes, alors le polyndéme produit AB est défini par

m+n k
AB(X) = i (Z aibk_l-) xk.
k=0 \i=0

Ainsi, en suivant 'indication de 'énoncé, on a dans R[X] I'égalité (X+1)™" =
(X+ 1)"(X+1)™ qui se réécrit grace au binéme de Newton en

S = (S0 (S0e)

O EEOC)

En indentifiant les coefficients, on a exactement la formule de 'énoncé.

(ii) On peut maintenant calculer

20 =20062)-02)-C)

i=0 i=0

Solution 12.
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