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Solution de la question de cours 1. Soient n € N et p € {0,...,n}. On écrit la
version explicite des coefficients binomiaux et on effectue le calcul brutalement :

( n )+(n)_ n! N n!
p+1) \p) (p+D!n—p—1) pl(n—p)!
nl(n—p)+n!(p+1)
 (p+D(n—p)!
_nl(n—p+p+1)
~ (p+Di(n—p)!
_ (n+1)
~ (p+D(n—p)!
_ (n+1)
C(p+D((+D—(p+D)!

_(n+1)
S \p+1)

Solution de la question de cours 2. Soit n € N. Par la formule du binéme de

Newton : . .
> (D => (Z)1”‘k1’< —(1+1)" =2

k=0 k=0

Solution de la question de cours 3. Soit E un ensemble. On pose ¢: P(E) —
{0,1}E et : {0, 1}F — P(E) les applications définies par

VACE ¢(A)=1,, Vfe{0,1}:,9(f)={x€E:f(x)=1}

On vérifie immédiatement que 1 est un inverse de . Cette derniére est donc bijec-
tive.
Supposons de plus Card (E) = n € N. Par ce qui précede,

Card (P(E)) = Card ({0, 1}%).

Or {0, 1} a cardinalité 2" : en effet, le choix d’une fonction f : E — {0, 1} est le choix
pour chaque élément x € E de I'image f (x) € {0, 1} ; ces choix étant indépendants
les uns des autres, il y a 2" telles fonctions.

Solution 1. Les deux premiéres sommes sont des applications directes de la formule
du bindme de Newton : pour tout n €N,

Zn: (Z) = Zn: (2)1"—’<1’< =(1+1)=2",

k=0 k=0

Les deux derniéres sommes demandent un peu plus d’initiative. Soit n € N*. Posons
f: R — R la fonction définie par Vx € R, f(x) = (1 + x)". Alors, par la formule du
bindme de Newton,

Vx eR, (1+x)" = f(x)= Z (ka.

k=0
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En dérivant f, on obtient donc I'égalité :
n

i R, (1 )n—lz /( ): k n k_l.
xeR, n(l+x f(x ; (k)x

En x =1, cela donne

=50 5)

k=1 k=0
ce qui donne la troisieme somme. En x = —1, cela donne
= _(n = _(n = (n
0 — k _1 k—1 — k( ) _1 k+1 — k( ) _1 k+1.
;(k)() 2K JoD = 2K Jon

Solution 2. Soitn € N.

(i) C’est une application directe du binéme de Newton :

A, = zn: (D = ZHI(Z)1”—’<1’< —(1+1)" =27,

k=0 k=0

B, = kZ:(;(—l)k(Z) - Zn(; (2)1”—"(—1)’< —(1—1)"=0.

s
(ii) En séparant les termes pairs et impairs dans A, et B,, on a:
E,+0,=A,, E,—0O,=B,.
On en déduit donc E, = (A, +B,)/2=2"1et 0, =(A,—B,)/2=2""1
Solution 3. Soit E un ensemble de cardinal n. D’une part, on sait que
Card (P(E)) = 2".

D’autre part, on peut partitionner P(E) par la taille de ses éléments :
n
P(E)=| J{ACE:Card(A) =k},
k=0
ce qui donne I'égalité

Card (P(E)) = Z Card ({A CE: Card(A) = k}).
k=0

Or, par définition, (Z) = Card ({A C E: Card (A) = k}), ce qui conclut.

Solution 4. Soientn € N et p € {0,...,n}. On cherche a montrer la formule

Gi)=61)+6)

On propose I'expérience de pensée suivante : on suppose avoir n+ 1 moutons ; tous
sont blancs sauf un. Pour choisir p + 1 moutons parmi eux, on peut
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— soit choisir le mouton noir puis choisir les p restants parmi les n moutons
blancs,

— soit ne pas choisir le mouton noir et choisir p + 1 moutons parmi les n blancs.
Solution 5. On procede par récurrence forte.
Initialisation : par hyptohése f(0) < 0, et comme f est a valeur dans N, on a fina-

lement f(0) =0.
Hérédité : soit n € N telle que Yk < n, f (k) = k. On cherche a montrer :

Vk<n+1, f(k)=k.

Pour k < n, c’est 'hyptohése de récurrence qui I'assure. Il reste le cas k = n+ 1. Par
hypothese, f(n+ 1) < n+ 1. Comme f injective et que k = f (k) pour tout k < n,
onaf(n+1)=n+1.Ainsi, f(n+1)=n+1.

Solution 6. Soient m,n € N. On applique deux fois la linéarité des sommes, i.e.
ZZ:O pax=p ZZ:O ag :
531203 5w -31(2 3] (332 (332
0 =0 j=0

i=0 j=0 i=0 j=0 i= i=0
— (2n+1 _ 1)(2m+1 _ 1).
Solution 7. On procede par récurrence.

Initialisation : pour n =1, on a bien 1 < % ; pour n =2, on a bien 2 < %.
Heérédité : supposons n € N tel que

7 n 7 n+1
Fn<(Z) et Fn+1<(Z) .

7\ 7\ (7\"(7 7\"11
wemnson () (3G o))
49

7 n 7 2 7 n+2
F <[ - - == .
2 (4) (4) (4)

16>
Solution 8. On procede par récurrence.
Initialisation : on a clairement

Alors
donc

Or%<

Heérédité : supposons n € N tel que

Zn:kz _ n(n+1)(2n+1)
k=0 6
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Alors :

n+1 n

DIk ="k2+ (n+1)?

k=0 k=0
_n(n+1)2n+1)  6(n+1)>
B 6 6
_ (n+1)(n(2n+1)+6(n+ 1))
B 6
_(n+ 1)(2n%+7n+6)
B 6
_ (n+1)(n+2)(2n+3)
= c .

Solution 9. Soient n € N et ¥ € R. On calcule la somme suivante dans C :

n n n

; (Z)eikw‘) _ ; (Z) () = ; (Z)ln—k () = (14 )"

11 suffit maintenant de remarquer que :

n

S, = Zn: (Z) Re (e”‘ﬂ) =Re (Z (Z)eikﬁ) =Re ((1 + eiﬂ)n) ,

T,= kz:) (Z) Im () =Im (kz;:) (Z)eikﬁ) =Im((1+e®)").

On peut méme faire un peu mieux, en mettant 1 +e'® sous forme trigonométrique :
on rappelle qu’on a les formules

1+cosﬁ=2c052(§), sinﬂchos(ﬁ)sin(ﬁ);
2 2 2

ainsi, on a la forme trgionométrique
. U\ e
1+4e¥ =2cos (—)e‘f.
2
Donc 5
(1 + eiﬁ)n =2"cos" (E) el

ce qui conclut :

Sn=2"cos"(1—c})cos(n§), Tn=2”cos”(ﬁ)sin(n?).
2 2 2 2

Solution 10.
(i) On procede par analyse-synthese.
Analyse. Supposons qu’on ait un polynéme P comme dans '’énoncé. Alors,

Vx €R, ax* + bx® +cx?—a(x —1)* = b(x —1)* —c(x —1)? = x>.
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On utilise la formule du binéme de Newton pour développer et rassembler
les termes de méme degré :

Vx €R, 4ax®+(3b—6a)x?+ (4a—3b+2c)x +(b—a—c) = x>,

On identifie alors les coefficents des deux polynomes :

4a=1
—6a+3b=0
4a—3b+2c=0
—a+b—c=0

Ce systéme admet comme unique solution (a = %, b= %, c= }1).
Synthése. Le polynéme P(x) = 7x* + 3x* + 2x? respecte bien
Vx €R, P(x)—P(x—1) = x3.
(ii) Soit n € N. Par la question précédente,
n* +2n + n?

4
_n*(n*+2n+1)
4
n?(n+ 1)
4

-(*57)

Zn:P(k) —P(k—1)=P(n)—P(0)
k=0

Solution 11.

Solution 12. On procéde par récurrence.
Initialisation : pour n =0, on a bien
2(:)-()-()
—=\0 0 1

Comme {0,...,0} ne contient que 0, on a la propriété de I’énoncé pour n = 0.
Heéreédité : supposons n € N tel que

Vpefo,...,n}, ;(DZGID

Alors pour tout p € {0,...,n}, on a
f(k):Zn:(k)+(n+1):(n+1)(n+1):(n+2).
o\ S\p p p+1J\ p p+1

Le cas p =n+ 1 est immédiat :

kgl (n -Ii 1) - (Z i D N ((n Jr:-)2+ 1)'

Solution 13.
Solution 14.
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