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Partie |

Rappels du cours précédent



Racines carrées

Définition

Soit ¢ € C. On appelle racine carrée de c toute solution de
I'équation z2 = ¢ d'inconnue z dans C.

On va voir qu'il y en a toujours 2, sauf si ¢ = 0.

Exemple

Les complexes i et —i sont des racines carrées de —1.

Attention !

Le symbole /c est interdit si ¢ n'est pas un réel positif.




Méthode de calcul

Soit ¢ = a +ib avec (a, b) € R2.

Méthode de résolution de z2 = ¢ dans C

On écrit z = x + iy avec (x,y) € R?

L'équation est équivalente au systéme

Re(z?) = a x2—y?>=a
Im(z%) = b c.-a-d. 2xy = b
12| = || X2+ y?2=vVa+ b2

On obtient facilement x? et y?

L'équation 2xy = b indique si x et y sont de méme signe



Exemple de calcul

Exemple (racines carrées de ¢ = 12 + 5i)

Le complexe z = x + iy vérifie z> = ¢ si et seulement si

X2—y2:12
2xy =5

x? 4 y? = /144 + 25 = 13

25 1, :
On trouve x? = 5 et y? = 5 L'équation 2xy = 5 montre que x
et y doivent étre de méme signe. Finalement les racines carrées de

¢ sont
5+i _5+i

vz S T



Exercices d'entrainement

Déterminer les racines carrées dans C des nombres suivants :

s 1+iV3 m 100,
m 8 — 6i, m —100,
m 8i— 06, m 3+ 4i.
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Equations du second degré




Résolution d'équations du second degré

Rappel

Dans R, la résolution d'une équation du second degré se ramene a
calculer les racines carrées du discriminant.

Résolution dans C

Soient a, b, ¢ des nombres complexes avec a # 0. La résolution
dans C de I'équation d'inconnue z

az’+bz+c=0

suit le méme schéma que dans R, la seule différence étant le calcul
de racines carrées complexes.



Rappel : résolution théorique dans R

Puisque a # 0, la « régle du produit nul » entraine que I'équation
est équivalente a

42% x?> + 4abx + 4ac = 0, (on a fait x 4a)

ce qui se réécrit
(2ax + b)? = b* — 4ac.

Question-clef

Est-ce que A = b% — 4ac est le carré d'un réel ?



Rappel : disjonction de cas dans R

Premier cas

Si A n'est pas le carré d'un réel, c'est a dire A < 0, I'équation n'a
pas de solution dans R.

Second cas
S'il existe § € R tel que A = §2, I'équation se réécrit

(2ax+b+d)(2ax+b—0)=0
—b+0

dont les solutions sont .
2a




Nouveau ! résolution théorique dans C

Puisque a # 0, la « régle du produit nul » entraine que I'équation
est équivalente a

4a% z° + 4abz + 4ac = 0, (on a fait x 4a)

ce qui se réécrit
(2az + b)?> = b? — 4ac.

Question-clef

Est-ce que A = b?> — 4ac est le carré d'un complexe ?



Nouveau! disjonction de cas dans C?

Le premier cas n'existe pas

Tout A € C admet deux racines carrées 6 et —¢ dans C (qui sont
égales ssi A = 0). On sait méme les calculer.

Cas général
Soient ¢ € C tel que A = 62, I'équation se réécrit
(2az+b+0)2az+b—-6)=0

. —b+d
dont les solutions sont > .
a




Application

Exemple

Résoudre dans C I'équation 422 + 8zy/3 — 5i = 0.

Discrimant : (8v/3)% — 4 x 4 x (—5i) = 16 (12 + 5i)

Ses racines carrées sont : +6 avec 6 = 4 x %

Solutions de I'équation : = 2‘6*‘5, c'est a dire

N2 w222



Pour s’entratner

Résoudre dans C les équations suivantes :

z22 — (2 +6i)z+2i—5=0, (1)
(3-i)z24+(2-3i)z—1=0, (2)
iz2—z+42i=0. (3)

Exercice &

Résoudre dans C I'équation z2 + z + 1 = 0 puis en déduire les
solutions de I'équation z* + z%> + 1 = 0 d'inconnue z dans C.
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Exponentielle imaginaire



Liens entre complexes et géométrie

Soit P le plan affine euclidien muni d'un repére orthonormé. On
identifie C et P de la facon suivante :

Définition

A tout point M € P de coordonnées (x, y) on associe le complexe
zpm = x +iy € C, son affixe.

Le point (1,0) a pour affixe 1 alors que (0,1) a pour affixe i.




Distances

La distance entre deux points M(x, y) et M'(x’,y’) est

MM’ = /(= x)2 + (v = y')2 = laws — 210

Que représente |zp| du point de vue géométrique ? a quoi
s'identifie I'ensemble des nombres complexes de module 17




Angles et cercle trigonométrique

Soit § € R et M(0) le point d’intersection du cercle
trigonométrique et de la demi-droite d'angle € par rapport a |'axe
des abscisses. On note €'’ le complexe associé a M(6).




Ecriture exponentielle

mOnael=e?"=1ete™=e=—1.
iT 3T

Hus g — o
mOnaez2=iete "2 =¢e2 =—i.

Théoreme

Pour tout réel 6 on a € = cos® + isin6.

i(0+2mn) _ aif

Quels que soient @ € R et n € Z on a €



Evaluation des fonctions trigonométriques

Rappel : valeurs a retenir

DI EAEAE:
cosGlVTg%%O
- 1 2 3
sm90§%§1

Pour les autres valeurs, on utilise les symétries du cercle.

Cos 2m COS( ﬂ-) Cos T 1
— = mw— — = — _ = ——
3 3 2

3



Ecriture exponentielle

Théoréeme

Pour tout nombre complexe z # 0,
il existe 0 € R tel que z = |z| €. On dit alors que 0 est un
argument de z;
si O et 0 sont deux arguments de z, alors il existe n € 7 tel
que 0 — 0’ = 27n.

Exemple (argument de z = ‘/ézi‘ﬁ)

On commence par le module |z| = —V62+2 = /2, puis

3 1 .
é:§+i§:cos%+isin%:e'

SE]



Dimensions (par Jos Leys - Etienne Ghys - Aurélien Alvarez),
chapitres 5 et 6

http://www.dimensions-math.org/Dim_fr.htm
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