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Toutes les réponses doivent étre soigneusement justifices. Il sera tenu compte de la qualité de la rédaction,
notamment de l'orthographe. Le baréme est indicatif.
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Exercice (5 points).

1. Rappeler et démontrer la formule d’Euler pour cos(x) avec x réel.

Toun fout 2 € R om a el® = cos(z) + isin(z) ek e = cos(z) — isin(z) de acrle que
el + e = cos(z) + cos(z) +i(sin(x) —sin(x)) = 2 cos(x), ce qui preune o @@*\m\uﬁe 4 'Eullen

61.73 + 6—1$

5 = cos(z).

. . _ sa+p
2. Montrer que pour tous réels a, 8 on a el + ¥ = 2 cos (M> ez .

En whilisamt la forvmule d'Gulen poun cos, le membre de droite se nesonit

ca—f8 sa—f3 sa+p 240 . 0+28 . .
(61—2 —|—€_1 5 )61—2 S +€1 7 — elo +€lﬂ.

3. En déduire que pour tout réels « et 3,

cos (a;ﬂ) cos (a—;—ﬂ) _ cos(a) —;—cos(,@’)’ cos (a;ﬁ) sin (a—;—ﬁ) _ sin(a) —;—sin(ﬁ)'

€es flormules solbiennent dinectement em considenamt la pantie néelle et lo panbie

/6 /6
4. Application : donner la valeur des intégrales / cos(z) cos(2x) dx et / cos(z) sin(2x) dx.
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et B=2. On oltient alons

cos(z) cos(2x) = cos(3x); cos(az), cos(z) sin(2zx) =
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sin(3z) + sin(x)
5 )

sin(3z) n sin(z)]™°
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/ cos(z) cos(2x) dx = =5 +
0
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_cos(3z)  cos(z) /6 T
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/0 cos(z) sin(2x) dx = 3 { 3 . R
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Exercice (2 points). Effectuer la division euclidienne de X* — 4X3 — 9X? 4 27X + 38 par X% - X — 7.

X4 —4X3 —9X? 427X 438 | X2-X -7
—3X3 —2X2 427X 438 X%2_-3X-5

—5X% +6X +38
X +3

JOM&MWX2—3X—5JQ@WX+3.
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Exercice (4 points). Pour chacune de ces propositions, démontrer si elle est vraie ou fausse :
1. 3z€C, (z+1)2=1-2i

(elmtm:M5e&tmnaﬂmemméedel—2i(iﬁmmteteuéwwdmw@)aﬁom
z:d—lmmt(rm%quz:—d—lmmmtm).

2. V(x,y) ER? (zy >0 = z>0ety>0)

(emt%mmc :Eewwpﬂe(:p,y):(—l,—l)mm%&xy>03t/[\ountamtm§0.

3. 3(a,b) eREVz€C,(22=2 = z=aouz=Db)

(elmtwm:wa%mwdeﬁ’éoruahon%—z:OMO&l,iﬂmL%&de
/pnen\[bie[zemxr\ﬂe(a,b):(o,l).

4. VP e R[X], (Vt € R,P(t) =0) = P =0)

m&(&w@aﬂewww,mm@wémedﬁdﬂghén>0wédemWnW).
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Exercice (10 points). On considére la suite de polynémes P,, € R[X] tels que Py = 1, P; = X et vérifiant
la formule de récurrence Vn € N, P, o(X) = 2XP,11(X) — Po(X).

1. Calculer P,, P3 et Py.

Py =2XP, — Py=2X?-1,
Py =2XP,— P =2X(2X? —1) - X =4X® - 3X,

Py =2XP;— P, =2X(4X% - 3X) — (2X% - 1) =8X* —8X? + 1.

2. Soit (uy) la suite réelle définie pour tout n € N par u,, = P,(2).

(a) Montrer que (uy,) vérifie une récurrence linéaire d’ordre 2.

8méua&wntﬂa@waeAenéwrvme:2,mo@Umt
Pn+2(2):2><2><Pn_,_1(2)—Pn(2)

w%wbm&ﬂtmﬁan&aﬁmxdgmﬁméameun+gz4un“—un d erdne
Q/r\ounﬂaxsml:e(un),amexzuozle,tulzz

(b) En déduire que 34 € R,3B € R,¥n € N, u,, = A2+ v/3)" + B(2 — /3)" et déterminer A et B.

Lequation 22 — 42 +1 =0, d'imconnue = € C, gui esk associde & la nelabion de
nécwience liméaine possede deur solubions distimetes 2++/3 ef 2—v/3. Lemonce de lo
queskion nésulte domne de lapplicabion dinecte d'um Héoreme du couns. On detervmime
aQ@"LbAe,tBmubiQiAam,thBuitqueuozle—i—Be,tu1:2:A(2+\/§)+B(2—\/§),
ce qui enbraime A =B = ;.

(¢) Etudier la convergence de u, lorsque n — +oc.

On o 2+v3>1 ek 2= 3| <1 done limp_yo0(2+V3)" = 400 ek limpy_y00(2—v/3)" = 0.
@We A>0 me/ndédwt/[\an < addibien de limikes » que lim,, o0 Up = +00.

3. Prouver par récurrence que pour tout n € N, le polynéme P, est de degré n, que ses coefficients sont
dans Z, et donner son coefficient dominant. Montrer que Vn € N, P,(—X) = (—1)"P,(X).

st satiaffites poun fout n e,

deg(P,) =n ek P, € Z[X] ek dom(P,) = 2" ek P,(—X) = (—1)"P,(X). (Hr)
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Pria(X) = 2X Pt (X) = P (X) ek o dermizne 5'obbient de @agm amalzogue en aubabibuamt
X & la W de X -

Pm+2(_X> = 2(_X)Pm+1(_X) - Pm(_X) = _QX(_l)m+1Pm+1(X) - (_1)um(X)

= (~1)" 22X Prysr(X) = Pu(X)) = (—1)"™ 2 Pyyia(X)

can. (—1)™+2 = (=1)2(=1)" = (-1)™. Ba comjectune est alors gkabllie poun touk n e N en

4. Soit n € N fixé. On considere la fonction réelle f,, définie pour ¢ € R par f,(t) = P,(cos(t)).

(a) Montrer que Vt € R, f,(t) = cos(nt). [On peut utiliser la question 3 de 'exercice 1]
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o[uefn()—cos(nt)atfnﬂ()—cos ((n+1)t 8muhpjum/ntﬁag,mmxﬁedemwm
les P, ma/rxe«mtoul:tER fn+2()—2cos()cos((n+1)) cos((n+2)t) ce

avec a = (n+2)t el B=nt, wnnmxpo/nd encackement & fy,ya(t) = cos((n + 2)t).

(b) En déduire les racines réelles de P,.

@W%WWEW (cost) —OdmmmuetEReqwmmit
aQequabtomcosnt —Odoﬂﬁabw&ihmwmtgecnee&thegbquent:§+kwwuec
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T km
— k 1,...,n—1}.
COS(2n+ n)’ €{0,1,...,n—1}

(c) En calculant f”(t) de deux facons différentes, montrer que n?P,(X) = X P! (X)+(X2—-1)P"(X).

On ub&mmtﬁe%mtcfuefn = P, (cos(t) dﬁ@r@g&e&dedé‘umahom,mm

fh(t) = —sin(t)P.(cos(t)),  f/(t) = — cos(t) Pl (cos(t)) + sin(t)?P” (cos(t)).




Comme daubne /f\ant o a monbng que fn() = cos(nt) em o awssl fll(t) =
—n? cos(nt) = —n?Py,(cos(t cjbm}ec o %o’mnuﬁe sin(t)? + cos(t)? = 1 om shbiemt dome

n?Py(c) = c¢- Pl(c) + (¢ —1)P/(c)

/[\mmteutnée,@cdeﬁaWc:cos(t).@wliﬁmdamim@kmitédete&né%

cﬁwbmmkglwa-mwwmmc,mm
déduit le résultal demamds.




