Limites de fonctions
Exercices

Lycée Carnot, E1A

Calcul de limites

1. Déterminer les limites suivantes en +o0o et —oo.
(a) f(x)=a*—224+1 (b) g(x) = a° —e** (c) h(z) = (3+a?) e

2. Déterminer les limites suivantes :

52 - — . o
(a) f(z)= 58;;3_72 4en+oo. (e) h(x):$1n< . )en—i—oo.
il r)=vVvzx T — Va2 + 2 en +oo.
(b) g(x) L . () f2) = Ve T 22— VaZ Fzen +

= 5225 + 322 — 2z

e — e (8) g(z) =/z+ 1/ + VT — /x en +o0.

(c) flz) = (Inz) + z(lnx)d en oo,
e o 3 (h) f(z)=+y/In(z2+1) — /In(z2 — 1) en +o0.
re® + a7 +e
(@) 9(@) = =75 en —o° () g(e) = 5 T en 0F
i) g(x) = e*@=1) en 0.
g vi—z
3. Déterminer les limites suivantes :
(a) lim e (h) lim (=)
z——+o0 93 = -+Foo (31)3
621‘—1 (x?))a:
b) i i
O B oy ) Jim
2 o . . o o
(©) lim 2z § 3z + 2 §)) xkgloo In(z +3) —In(z — 1)
3T x4 —9
. 2 B
(d) lim1 In(x +3) —In(z — 1) (k) xk&loo In(2”+1) = 2Inz
T—r
. . rlnx
(¢) wgr—&I—loo Verb-ye =2 ) aclg(rJlJr Vr+1
(f) lim LR (m) lim zte vV
es3t -3 22-9 z—+00
1. x IES
(&) Ry (n) lim .
r——+00 €T

Composition des limites
4. Déterminer les limites suivantes.

1
(a) lim x In(z) (on pourra poser y = —)
z—0t+ x

(b) lim (z—1)2 In(z —1) (on pourra posery =2z —1)

z—1t



1
() lim 22 er (on pourra poser y = —)
x

z—0t

(d) lim Vo =2

lim (on pourra poser y = \/x)

Limite a droite, limite a gauche
5. Soit a € R.

(a) La fonction x +— |x| est-elle continue en a?

(b) La fonction x — |x| + (z — |x])? est-elle continue en a ?
6. Etudier la continuité au point z des fonctions suivantes.
z+1 si x<?2

2—1 s x>2

(a) $0=26tf($):{

422 + 55— 4 1
1 IR s oot
(b) T =35 et f(z) = 2z +1
1
0 si x=—3
2
T
si x#0
© m=0etgla)={ z-er 07

In(v/z—1)—In(z—1) si z>1

0 si x=

(¢) xozletj(:v)Z{

Prolongement par continuité

7. Déterminer ’ensemble de définition des fonctions suivantes, puis rechercher si elles admettent un
prolongement par continuité aux bornes de cet ensemble de définition :

@) (@) = =5~ gm (@ fale) = 225
Y YO _r—1

(b) fa(z) = 33295128 (€) f5(=) = 35

(¢) fa(x) = v’ — 2w —8 (f) fo(z) = e Y/

va+2
Utilisation d’inégalités

8. Déterminer les limites suivantes.
2 1
(a) lim 22+ |z] (b) lim —5—
x40 1 — LxJ z—0 {EJ

9. Déterminer les limites suivantes.
3
eﬂ?
li — li



@
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10. On considere la fonction f: x +— (z — 1)e@).
Le but est de trouver la limite de f en 17.

(a) Effectuer le changement de variable X =1 — z.

(b) Démontrer que : Vu > —1, In(1 +u) < u.

)
1
(c) En déduire que : Vu > —1, u x em(+u) > 4 X e
)

. . . 1
(d) Déterminer lim wu x eu et conclure.
u——+00

3

T
V1—x

Le but est de trouver la limite de f en 17,

1
ex(z—1)

11. On considere la fonction f : x +—

(a) Effectuer le changement de variable X =1 — x.

(1—wu)? 1 e

(b) Démontrer que : Vu >0, 0 < Ta x e—uru? (1 —u)3 x

1

p . . € u
(¢) Déterminer lim —= et conclure.

u—0t+ \/ﬂ

Taux d’accroissement du logarithme

12. On calcule ici une limite trés classique et trés utile. A connaitre !

(a) Montrer que pour tout z € |—1;+o0], <In(l+z) <.

T
1+
In(1+ x)

(b) En déduire la limite de lorsque x — 0.

13. Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I et soit zg € R.
On suppose que f est non nulle au voisinage de x.
On suppose enfin que ILm flx)=0.
T—x0

(a) Démontrer que a:lig;lo W

3
(b) En déduire lim In(1 +27) et lim zln(l+e?).

z—0 xT T—+00

=1

14. Déterminer les limites suivantes

! g iy 2E7HD)
(2) fim — (1+2%) (f) lim x

T Infz + 1)
) i == (@) im0
(¢) lim zln (1 4 1) (h) iﬂ% (1+ x)lnaj

T—+00 T
2V
1\* Nk 2z

@I <1 * a:) W In(1 + z)

i g ST T+5
(e) xg%{r (1+2)= () Jim 2 n (x - 3)

15. Déterminer les limites suivantes.
(a) nr%(1n(e+x))% (b) lim (In(1+e®))*
T—




16. On considere la fonction f : z — (In z)ln(e—x) et on se propose de déterminer sa limite pour z — e~
(e par valeurs strictement inférieures).

(a) On pose X = < Exprimer f(z) en fonction de X.
e

In(1+1nX)
b) Mont lim ————= =
(b) ontrer que lim —-—

1+1In(l —-X)

(¢c) Montrer que lim =1.

X—1— 111(1 — X)

(d) En déduire que f(x) peut s’écrire sous la forme :
f(z) = exp(=(1 - X)In(1 - X) H(X))

ou H(X) est telle que Xlim H(X)=1.

—1-
(e) En déduire lim f(z).
Tr—e

(on pourra poser T =1—X)

Démonstrations du cours

17. Soient f: I -Retg:I —-Retzgcl.
Montrer que :

f bornée )
lim g(z)=0 ( Jim (f xg)(x)=0
Tr—rxTQ 0

18. Soient f: I - Retg:I — RetzgcI.
(a) Montrer que :

xhﬁrgl x) = +00

0 3 —

lim g(z) = 400 %w%rlo(f+g)( ) = Foo
T—rT0

(b) Montrer que :

Erf f@) =104 ‘

(c) Montrer que :

On pourra remarquer que :

f(@)g(x) — by = f(2)(9(x) = L2) + La(f(x) — £1).



